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1.10  Πξάμεηο ξεηψλ παξαζηάζεσλ 

 
 Μαζαίλω λα πνιιαπιαζηάδω θαη λα  

δηαηξώ ξεηέο παξαζηάζεηο. 
 Μαζαίλω λα πξνζζέηω θαη λα αθαηξώ  

ξεηέο παξαζηάζεηο. 

 

 Α  Πνιιαπιαζηαζκφο - Γηαίξεζε ξεηψλ 
παξαζηάζεσλ 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

 
1. Να θάλεηε ηηο πξάμεηο:  ,  , 
 
2. Με αλάινγν ηξφπν λα θάλεηε θαη ηηο παξαθάησ 

πξάμεηο:  
 
  
 

 

Πνιιαπιαζηαζκόο 
Γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε έλαλ αθέξαην αξηζκφ κε έλα 
θιάζκα ή γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε δχν θιάζκαηα, 
ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο εμήο θαλφλεο. 
 

 
θαη 

 
 
Με ηνλ ίδην ηξφπν πνιιαπιαζηάδνπκε θαη κηα αθέξαηα 
κε κηα ξεηή παξάζηαζε ή δχν ξεηέο παξαζηάζεηο. 
Γηα παξάδεηγκα,     
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θαη 

 
 
 
Όπσο βιέπνπκε ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα, κεηά 
ηηο πξάμεηο εθηεινχκε θαη ηηο δπλαηέο απινπνηήζεηο. 
 

Γηαίξεζε 
Γηα λα δηαηξέζνπκε δχν θιάζκαηα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ 
παξαθάησ θαλφλα 
 

 
 
 

Με ηνλ ίδην ηξφπν δηαηξνχκε θαη δχν ξεηέο 
παξαζηάζεηο. Γηα παξάδεηγκα, 

 
 
 
 
 

Σύλζεηα θιάζκαηα  
 

 
Σν ζχλζεην θιάζκα         σο γλσζηφλ, εθθξάδεη ην  

 
πειίθν                πνπ είλαη ίζν κε                θαη επνκέλσο  
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ηζρχεη 

 
 

Σνλ ίδην θαλφλα ρξεζηκνπνηνχκε θαη ζηηο ξεηέο 
παξαζηάζεηο. 

 
Γηα παξάδεηγκα, 

 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1  Να βξεζνχλ ηα γηλφκελα: 
 
 

 
 
 
 

Λχζε 
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 2  Να γίλνπλ νη πξάμεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Λχζε 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο κε  
(΢), αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
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 2  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο: 

 
 
 
 
 
 
 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ - ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ππνινγίζεηε ηα γηλφκελα: 

 
 
 
 
 
 2  Να θάλεηε ηηο δηαηξέζεηο: 
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 3  Να ππνινγίζεηε ηα γηλφκελα: 

 
 
 
 

 
 
 
 
 4  Να θάλεηε ηηο δηαηξέζεηο: 

 
 
 
 
 
 
 

 
 5  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
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γ) - 
ω + 2

ω
 : (ω + 2)

M at h Com poser  1. 1. 5
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δ) 
α + 1

β
2

 : 
(α + 1)

2

β

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ε) 
x + y

x
2
 - xy 

 : 
x

2
 + xy

x - y
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ζη) 
x

2
 - 4

x
3
 + 8

 : 
x - 2

x
2
 - 2x + 4 
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α) 
x + 4

5
 : 

x + 4

15
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β) 
2y - 1

y + 1
 : 

1 - 2y

1 + y
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M at h Com poser  1. 1. 5
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 7 

9
 + 

19

9
 - 

11

9
,
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 3 

2
 + 

 1 

6
 - 

 1 

3
 .

 Β  Πξφζζεζε - Αθαίξεζε ξεηψλ παξαζηάζεσλ 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

1. Να θάλεηε ηηο πξάμεηο: 

 
 
 
2. Με αλάινγν ηξφπν λα θάλεηε θαη ηηο παξαθάησ 
πξάμεηο: 

 
 

 
Γηα λα πξνζζέζνπκε ή λα αθαηξέζνπκε νκψλπκα 
θιάζκαηα, ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο εμήο θαλφλεο 

 
                                         θαη 

 
Με ηνλ ίδην ηξφπν πξνζζέηνπκε ή αθαηξνχκε θαη ξεηέο 
παξαζηάζεηο πνπ έρνπλ ηνλ ίδην παξνλνκαζηή. Γηα 
παξάδεηγκα, 

 
 
 
 
Αλ φκσο νη ξεηέο παξαζηάζεηο δελ έρνπλ ηνλ ίδην 
παξνλνκαζηή, ηφηε βξίζθνπκε ην Δ.Κ.Π. ησλ 
παξνλνκαζηψλ θαη ηηο κεηαηξέπνπκε ζε ξεηέο 
παξαζηάζεηο κε ηνλ ίδην παξνλνκαζηή, φπσο θαη ζηα 
αξηζκεηηθά θιάζκαηα. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

3x

x - 2
 + 

2x - 1

x - 2
 - 

7 + x

x - 2
 ,
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3

2α
 + 

1

6αβ
 - 

1

3β
 .
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 α 

β
 + 

 γ 

β
 = 

α + γ 

β
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3x

x - 2
 + 

2x - 1

x - 2
 - 

7 + x

x - 2
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x - 2
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 - 

 γ 

β
 = 

α - γ 

β
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3x + 2x - 1 - 7 - x

x - 2
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= 
4x - 8

x - 2
 = 

4(x - 2)

x - 2
 = 4

11 / 78 



Γηα παξάδεηγκα, αλ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην 
άζξνηζκα  

 
 
εξγαδφκαζηε σο εμήο: 
 
 Παξαγνληνπνηνχκε ηνπο παξνλνκαζηέο. 
 
 

3x
2
 - 3x = 3x(x - 1) θαη  

3x - 3 = 3(x -1) 
 
 Βξίζθνπκε ην Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ. 
 

Δ.Κ.Π. = 6x(x-1) 
 
 Μεηαηξέπνπκε ηα θιάζκαηα ζε νκψλπκα. 

 
 
 
 
 Δθηεινχκε ηηο πξάμεηο θαη ηηο δπλαηέο απινπνηήζεηο. 

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

3x
2
 - 3x

 + 
5

6x
 - 

2

3x - 3
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2

3x
2
 - 3x

 + 
5

6x
 - 

2

3x - 3 
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= 
2

3x(x - 1)
 + 

5

6x
 - 

2
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2
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x - 1
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2x
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= 
4 + 5(x - 1) - 4x

6x(x - 1)
 = 

4 + 5x - 5 - 4x

6x(x - 1)
 =
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
x - 1

6x(x - 1)
 = 

1

6x
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   Να γίλνπλ νη πξάμεηο:  

  

 
Λχζε 
α) Παξαγνληνπνηνχκε ηνπο παξαλνκαζηέο, νπφηε 
έρνπκε: 

x
2
 - 1 = (x - 1)(x + 1) θαη 2x - 2 = 2(x - 1) 

Σν Δ.Κ.Π. ησλ παξαλνκαζηψλ είλαη 2(x - 1)(x + 1). Άξα 

 
 
 
 
 
 
 
 
β) Παξαγνληνπνηνχκε ηνπο παξνλνκαζηέο, νπφηε 
έρνπκε: 

x
2
 - α

2
 = (x - α)(x + α), x

2
 - αx = x(x - α), x

2
 + αx = x(x + α)  

Σν Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ είλαη x(x - α)(x + α). Άξα 
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α) 
9x + 6

x
2
 - 1

 - 
15

2x - 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
4

x
2
 - α

2
 - 

2

x
2
 - αx

 - 
1

x
2
 + αx

M at h Com poser  1. 1. 5
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9x + 6

x
2
 - 1

 - 
15

2x - 2
 =
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= 
9x + 6

(x - 1)(x + 1)
 - 

15

2(x - 1)
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2

M at h Com poser  1. 1. 5
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x + 1
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
2(9x + 6) - 15(x + 1)

2(x - 1)(x + 1)
 =
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= 
18x + 12 - 15x - 15

2(x - 1)(x + 1)
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
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= 
3x - 3

2(x - 1)(x + 1)
 = 

3(x - 1)

2(x - 1)(x + 1)
 = 
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= 
3

2(x + 1)

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

4

x
2
 - α

2
 - 

2

x
2
 - αx

 - 
1

x
2
 + αx

 =
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 2  Πνχιεζε θάπνηνο ηα  
νηθφπεδα Α θαη Β θαη  
απφ ην θαζέλα εηζέπξαμε  
50.000 επξψ. Αλ κε ηα  
ρξήκαηα απηά αγφξαζε  
ην δηακέξηζκα Γ, λα  

απνδεηρζεί φηη θάζε m
2
 ηνπ  

δηακεξίζκαηνο ζηνηρίδεη φζν  

έλα m
2
 ηνπ νηθνπέδνπ Α θαη  

έλα m
2
 ηνπ νηθνπέδνπ Β. (Οη δηαζηάζεηο δίλνληαη ζε m). 

  
Λχζε 
Απφ θάζε νηθφπεδν εηζέπξαμε 50000 επξψ, νπφηε γηα 
ηελ αγνξά ηνπ δηακεξίζκαηνο έδσζε 100000 επξψ. Σν 

εκβαδφλ ηνπ νηθνπέδνπ Α είλαη x(x - 1) m
2
, ηνπ νηθνπέ-

δνπ Β είλαη x(x + 1) m
2
 θαη ηνπ δηακεξίζκαηνο Γ είλαη  

 

(x
2
 - 1) m

2
. Κάζε m

2
 ηνπ νηθνπέδνπ Α ζηνηρίδεη  

 
επξψ, ηνπ νηθνπέδνπ Β ζηνηρίδεη                 επξψ θαη ηνπ  

 
δηακεξίζκαηνο Γ ζηνηρίδεη               επξψ.  
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
4

(x - α)(x + α)
 - 

2

x(x - α)
 - 

1

x(x + α)
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + α
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x - α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
4x - 2(x + α) - (x - α)

x(x - α)(x +α)
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
x - α

x(x - α)(x + α)
 = 

1

x(x + α)
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

50000

x(x - 1)
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

50000

x(x + 1)
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

100000

x
2
 - 1

x 

x - 1 A 

x 

Β x + 1 x 

x Γ 
1 

1 
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Άξα έρνπκε: 

 
 

 
Γειαδή, θάζε m

2
 ηνπ δηακεξίζκαηνο Γ ζηνηρίδεη φζν έλα 

m
2
 ηνπ νηθνπέδνπ Α θαη έλα m

2
 ηνπ νηθνπέδνπ Β. 

 
 
 

ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο κε 
(΢), αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 

 
 
 
 
 
 
 
 2  Έλαο καζεηήο έγξαςε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο θαη ν  

θαζεγεηήο ηνπ είπε φηη ζε θάπνην ζεκείν έθαλε έλα  
ιάζνο. Μπνξείηε λα εληνπίζεηε ην ιάζνο απηφ; 

 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

50000

x(x - 1)
 + 

50000

x(x + 1)
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 1
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x - 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
50000(x + 1) + 50000(x - 1)

x(x - 1)(x + 1)
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
100000x

x(x - 1)(x + 1)
 = 

100000

x
2
 - 1
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
x

x + 1
 + 

1

x + 1
 = 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
 1 

x
 + 

 1 

y
 = 

2

x + y

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

γ) 
α + 4

α
 - 

 4 

α
 = 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

δ) 
α + β

α - β
 + 

α + β

β - α
 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ε) 1 + 
 x 

ω
 = 

1 + x

ω

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ζη) 
 α 

x
 - 
α + 2

x
 = 

 2 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
α

α - β
 + 

β

β - α
 = 

α

α - β
 - 

β

α - β
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 = 
α - β

α - β
 = 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
3x + 2

x + 1
 - 

2x - 1

x + 1
 = 

3x + 2 - 2x - 1

x + 1
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
x + 1

x + 1
 = 1
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 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο: 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ - ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

 
 
 
 2  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
x

x + 6
 - .......... = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
x

x + 6
 + .......... = 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

γ) .......... + 
x

x + 1
 = 

2x

x + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

δ) .......... - 
5

x + 2
 = 

1

x + 2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ε) 
2x - 1

x
 + .......... = 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ζη) 
3x + 8

x
 + .......... = 3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
 1 

x
 + 

 1 

y
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β) 
3

x + 1
 - 

 2 

x
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γ) 
 1 

y
2
 - 

 1 

y
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δ) 
1

ω
2
 - 

2

ω
2
 + 1
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
2x

2x - 6
 - 

3

x - 3

M at h Com poser  1. 1. 5
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β) 
y - 6

y
2
 + 2y

 - 
4

y + 2

M at h Com poser  1. 1. 5
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γ) 
3ω + 6

ω
2
 - 4

 - 
4

2ω - 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

δ) 
1

2x + 12
 + 

x

36 - x
2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ε) 
9x

x
2
 - xω

 + 
3ω

ω
2
 - xω

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ζη) 
α + 7

α
2
 + 4α + 3

 - 
3

α + 1
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 3  Να απινπνηήζεηε ηα θιάζκαηα: 

 
 
 
 
 4  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

 

 
 
 
 
 
 5  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
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α) 

x - 
 1 

x

1 + 
 1 

x
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β) 

y - 2 + 
 1 

y

y - 
 1 

y
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γ) 

ω + 1 + 
 1 

ω

1 - 
 1 

ω
3
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δ) 

 1 

α
 - 

 1 

β

 β 

α
 - 

 α 

β
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α) 
x - 2

x
 + 

4

x - 2
 - 

8

x
2
 - 2x
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β) 
3

x + 2y
 - 

2

x - 2y
 + 

2x + 16y

x
2
 - 4y

2

M at h Com poser  1. 1. 5
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γ) 
y

2
 - 6

y
2
 - 5y + 6

 - 
2

y - 2
 + 

3

y - 3

M at h Com poser  1. 1. 5
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δ) 
x

2

x - y
 + 

y
2

x + y
 - 

2xy
2

x
2
 - y

2
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α) 
x + 3

2x + 1
 - 

x

2x - 1
1 + 

1

4x - 3
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
x + 3

x
2
 - 1

 + 
x - 3

(x - 1)
2

 : 
x

2
 - 3

(x - 1)
2

M at h Com poser  1. 1. 5
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γ) 1 - 
2αβ

α
2
 + β

2
 

 α 

β
 + 

α + β

α - β

M at h Com poser  1. 1. 5
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δ) 
 α 

β
 + 

 β 

α
 - 1  : 

 α
2
 

β
 + 

 β
2
 

α
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K = α
3
 - (1 + α)

-2
 + 4

 β 

α
 + 

 1 

2

-1

+ 

M at h Com poser  1. 1. 5
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+ 
 β 

α
 - 2004

2004 0

 
 6  α) Να απνδείμεηε φηη  

 
β) Να ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε  

 
 7  α) Αλ                      θαη  
 

λα απνδείμεηε φηη Α
2
 + Β

2
 = 1. 

β) Να απνδείμεηε φηη νη αξηζκνί 1,  
 

απνηεινχλ κήθε πιεπξψλ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ. 
 

 
ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 1νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

 

 1  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

 
                                 ,  

                                                                                         ,  

 
αλ είλαη                  θαη β = 3. 

 

(Γηαγσληζκφο «Θαιήο» Δ.Μ.Δ. 2002). 
 

 2  Γηα θάζε ζεηηθφ αθέξαην λ, λα απνδείμεηε φηη: 

α) (α - β + 3γ)
2λ+1

 + (β - α - 3γ)
2λ+1

 = 0     

β) (x - y - σ)
2λ

 - (y + σ - x)
2λ

 = 0 
 

 3  Αλ ηζρχεη                    λα βξείηε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή  
 

ησλ παξαζηάζεσλ: 

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x
3
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 4  Γίλεηαη ην πνιπψλπκν P(x) = -2x
2
 + 2x + 800. 

α) Να απνδείμεηε φηη P(1 - x) = P(x). 
β) Να βξείηε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή P(100) θαη P(-99). 

 

 5  α) Να απνδείμεηε φηη α
3
 + β

3
 + γ

3
 - 3αβγ =  

= (α + β + γ)(α
2
 + β

2
 + γ

2
 - αβ - βγ - γα)  

(Ταπηόηεηα Euler). 
β) Αλ α + β + γ = 0, λα απνδείμεηε φηη  

α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ. 

γ) Να παξαγνληνπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε  

(x - y)
3
 + (y - σ)

3
 + (σ - x)

3
. 

 
 6  Αλ                       θαη                   ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 
 

 
 
 

β) (3α + 1)
2 + (3β + 1)

2 + 9(α + β) = 40 

 
 7  Αλ γηα ηνπο αξηζκνχο x, y ηζρχεη κηα απφ ηηο 

παξαθάησ ηζφηεηεο λα απνδείμεηε φηη νη αξηζκνί x, y 
είλαη ίζνη ή αληίζεηνη. 

α) x
4
 - 2y

2
 = x

2
(y

2
 - 2)       β) x

3
 + y

3
 = x

2
y + xy

2
 

 
 8  Να παξαγνληνπνηήζεηε ηα ηξηψλπκα  

x
2
 + 4x + 3, x2 + 2x - 3. 

β) Να ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε 
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 9  Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο Α = x(x + 3) θαη  
Β = (x + 1)(x + 2). 

α) Να απνδείμεηε φηη Β = Α + 2 θαη ΑΒ + 1 = (Α + 1)
2
. 

β) Να παξαγνληνπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε  

x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1. 
 

 10  α) Σν εκβαδφλ ελφο θχθινπ είλαη 16πx
4
 + 8πx

2
 + π.  

Να βξείηε ηελ αθηίλα ηνπ.  
β) Να βξείηε ηελ αθηίλα ελφο θχθινπ πνπ έρεη  

εκβαδφλ ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ δχν  

θχθισλ κε αθηίλεο 4x θαη 4x
2
 - 1. 

 
 11  α) Αλ ν αξηζκφο θ είλαη αθέξαηνο, λα απνδείμεηε φηη  

ν αξηζκφο θ
2
 + θ είλαη άξηηνο.  

β) Να απνδείμεηε φηη ε δηαθνξά θχβσλ δχν 
δηαδνρηθψλ αθεξαίσλ, αλ δηαηξεζεί κε ην 6, δίλεη 
ππφινηπν 1. 
γ) Να απνδείμεηε φηη ε δηαθνξά ηεηξαγψλσλ δχν 
πεξηηηψλ αθεξαίσλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 8. 

 

 12  α) Να θάλεηε ηε δηαίξεζε (x
6
 - 1) : (x - 1) θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηαπηφηεηα ηεο Δπθιείδεηαο 

δηαίξεζεο λα απνδείμεηε φηη ν αξηζκφο 7
6
 - 1 είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 6. 

β) Να θάλεηε ηε δηαίξεζε (x
5

 + 1) : (x + 1) θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηαπηφηεηα ηεο Δπθιείδεηαο 

δηαίξεζεο λα απνδείμεηε φηη ν αξηζκφο 2
15

 + 1 είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 9. 
 

 13  α) Να απνδείμεηε φηη  
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β) ΢ηελ πξνεγνχκελε ηζφηεηα λα αληηθαηαζηήζεηε ην ρ 
δηαδνρηθά κε ηηο ηηκέο 2, 3, 4,………, 2008 θαη λα 
απνδείμεηε φηη 

 
 
 

ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΗΧ΢Ζ 1νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 
Α. ΜΟΝΧΝΤΜΑ - ΠΟΛΤΧΝΤΜΑ 

 
 Αιγεβξηθή Παξάζηαζε είλαη κηα έθθξαζε πνπ 

πεξηέρεη αξηζκνχο θαη κεηαβιεηέο π.ρ.  2x
2
 - 3xy + 4 

 Αξηζκεηηθή Σηκή κηαο παξάζηαζεο είλαη ν αξηζκφο 
πνπ πξνθχπηεη, αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηηο κεηαβιεηέο 
ηεο κε αξηζκνχο θαη θάλνπκε ηηο πξάμεηο. 
 Μνλψλπκν ιέγεηαη κηα αθέξαηα αιγεβξηθή παξάζηαζε 
ζηελ νπνία κεηαμχ ησλ αξηζκψλ θαη ησλ κεηαβιεηψλ 
ηεο ζεκεηψλεηαη κφλν ε πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ. 

π.ρ. -3x
2
y (-3 ζπληειεζηήο, x

2
y θχξην κέξνο ηνπ 

κνλψλπκνπ).  
 Όκνηα ιέγνληαη ηα κνλψλπκα πνπ έρνπλ ην ίδην θχξην 

κέξνο, π.ρ. -3x
2
y, 7ρ

2
y, -x

2
y 

 

Πξάμεηο κε κνλψλπκα 
- ε Πξφζζεζε θαη ε Αθαίξεζε κνλσλχκσλ έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα κνλψλπκν, εθφζνλ απηά είλαη φκνηα. 

Άζξνηζκα νκνίωλ κνλωλύκωλ είλαη έλα κνλψλπκν 
φκνην κε απηά, πνπ έρεη ζπληειεζηή ην άζξνηζκα ησλ 
ζπληειεζηψλ ηνπο. 

π.ρ. 2x
2
y + 3x

2
y - x

2
y = 4x

2
y  

Αλαγωγή νκνίωλ όξωλ ιέγεηαη ε αληηθαηάζηαζε ησλ 
νκνίσλ κνλσλχκσλ κε ην άζξνηζκά ηνπο.  
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π.ρ. 6x
2
 + 2x - 4x

2
 + 3x = 2x

2
 + 5x 

- ν Πνιιαπιαζηαζκφο θαη ε Γηαίξεζε κνλσλχκσλ 
γίλνληαη είηε ηα κνλψλπκα είλαη φκνηα είηε φρη. 

Γηλόκελν κνλωλύκωλ είλαη έλα κνλψλπκν κε 
ζπληειεζηή ην γηλφκελν ησλ ζπληειεζηψλ ηνπο θαη 
θχξην κέξνο ην γηλφκελν φισλ ησλ κεηαβιεηψλ ηνπο, 
κε εθζέηε θαζεκηάο ην άζξνηζκα ησλ εθζεηψλ ηνπο.  

π.ρ. (3x
2
y)  (-2xy

3
) = - 6x

3
y

4
  

Πειίθν δύν κνλωλύκωλ είλαη ην απνηέιεζκα ηεο 
δηαίξεζεο ηνπ πξψηνπ κε ην δεχηεξν. 

π.ρ.  
 
 

 Πνιπψλπκν ιέγεηαη ην άζξνηζκα κνλσλχκσλ, πνπ 
δχν ηνπιάρηζηνλ απφ απηά δελ είλαη φκνηα.  

π.ρ. 3x
2
y - 5xy + 2 (Σν κνλψλπκα 3x

2
y, 5xy, 2 ιέγνληαη 

όξνη ηνπ πνιπσλχκνπ).  
 

Πξάμεηο κε πνιπψλπκα 
 
- Γηα λα πξνζζέζνπκε - αθαηξέζνπκε πνιπψλπκα 
βγάδνπκε ηηο παξελζέζεηο θαη θάλνπκε αλαγσγή 
νκνίσλ φξσλ. 

- Γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε  

α) κνλώλπκν κε πνιπώλπκν πνιιαπιαζηάδνπκε ην 
κνλψλπκν κε θάζε φξν ηνπ πνιπσλχκνπ, πξνζζέηνπ-
κε ηα εμαγφκελα, θαη ζηε ζπλέρεηα θάλνπκε αλαγσγή 
νκνίσλ φξσλ.  

β) πνιπώλπκν κε πνιπώλπκν πνιιαπιαζηάδνπκε 
θάζε φξν ηνπ ελφο πνιπσλχκνπ κε θάζε φξν ηνπ 
άιινπ, πξνζζέηνπκε ηα εμαγφκελα, θαη ζηε ζπλέρεηα 
θάλνπκε αλαγσγή νκνίσλ φξσλ. 
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- Αλ έρνπκε δχν πνιπψλπκα Γ(x) θαη δ(x) κε δ(x) ≠ 0 

θαη θάλνπκε ηε δηαίξεζε Γ(x) : δ(x), ηφηε βξίζθνπκε 

έλα κνλαδηθφ δεχγνο πνιπσλχκσλ π(x) θαη π(x) γηα ηα 
νπνία ηζρχεη: Γ(x) = δ(x)π(x) + π(x) (Σαπηφηεηα ηεο 
Δπθιείδεηαο δηαίξεζεο) φπνπ ην π(x) ή είλαη ίζν κε 
κεδέλ ή έρεη βαζκφ κηθξφηεξν απφ ην βαζκφ ηνπ δ(x). 

Αλ π(x) = 0, ηφηε ε δηαίξεζε ιέγεηαη ηέιεηα θαη ηα δ(x) 

θαη π(x) ιέγνληαη παξάγνληεο ή δηαηξέηεο ηνπ Γ(x). 
 
Β. ΣΑΤΣΟΣΖΣΔ΢ 
 Οη ηζφηεηεο πνπ πεξηέρνπλ κεηαβιεηέο θαη νη νπνίεο 
αιεζεχνπλ γηα φιεο ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ ηνπο νλν-

κάδνληαη ηαπηόηεηεο. Αμηνζεκείωηεο ηαπηόηεηεο είλαη: 
 

Σεηξάγσλν αζξνίζκαηνο (α + β)
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
 

Σεηξάγσλν δηαθνξάο (α - β)
2
 = α

2
 - 2αβ + β

2
 

Κχβνο αζξνίζκαηνο (α + β)
3
 = 

= α
3
 + 3α

2
β + 3αβ

2
+ β

3
 

Κχβνο δηαθνξάο (α - β)
3
 = α

3
 - 3α

2
β + 3αβ

2
 - β

3
 

Γηλφκελν αζξνίζκαηνο 
επί δηαθνξά 

(α + β)(α - β) = α
2
 - β

2
 

Γηαθνξά θχβσλ (α - β)(α
2
 + αβ + β

2
) = α

3
 - β

3
 

Άζξνηζκα θχβσλ (α + β)(α
2
 - αβ + β

2
) = α

3
 + β

3
 

 
Γ. ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΗΖ΢Ζ 
Παξαγνληνπνίεζε είλαη ν κεηαζρεκαηηζκφο κηαο  
παξάζηαζεο απφ άζξνηζκα ζε γηλφκελν. Ζ παξαγν- 
ληνπνίεζε γίλεηαη ζε παξάζηαζε πνπ ππάξρεη: 
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Κνηλφο παξάγνληαο  
ζ’ φινπο ηνπο φξνπο 

αx + βx = x(α + β) 

Κνηλφο παξάγνληαο ζε 
νκάδεο φξσλ ηεο 
παξάζηαζεο 

αx + αy + βx + βy =  
= α(x + y) + β(x + y) = 
= (α + β)(x + y) 

Γηαθνξά ηεηξαγψλσλ α
2
 - β

2
 = (α + β)(α - β) 

Άζξνηζκα -  
Γηαθνξά θχβσλ 

α
3
 + β

3
 =  

= (α + β)(α
2
 - αβ + + β

2
)=  

= α
3
 - β

3
 = (α - β)(α

2
 + αβ + β

2
) 

Αλάπηπγκα ηεηξαγψλνπ α
2
 + 2αβ + β

2
 = (α + β)

2
     

= α
2
 - 2αβ + β

2
 = (α - β)

2
 

Σξηψλπκν ηεο κνξθήο  

x
2
 + (α + β)x + αβ 

x
2
 + (α + β)x + αβ =  

= (x + α)(x + β) 

 
Γ. ΡΖΣΔ΢ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΔΗ΢ 
 
• Μηα αιγεβξηθή παξάζηαζε πνπ είλαη θιάζκα κε φξνπο 

πνιπψλπκα, ιέγεηαη ξεηή αιγεβξηθή παξάζηαζε ή 

απιψο ξεηή παξάζηαζε. 
 

π.ρ.  

 
Οη κεηαβιεηέο κηαο ξεηήο παξάζηαζεο δελ κπνξνχλ λα 
πάξνπλ ηηκέο πνπ κεδελίδνπλ ηνλ παξνλνκαζηή. Γηα λα 
απινπνηήζνπκε κηα ξεηή αιγεβξηθή παξάζηαζε, παξα-
γνληνπνηνχκε θαη ηνπο δχν φξνπο ηεο θαη δηαγξάθνπκε 
ηνλ θνηλφ παξάγνληα. Οη πξάμεηο κε ηηο ξεηέο παξαζηά-
ζεηο γίλνληαη φπσο θαη νη πξάμεηο ησλ αξηζκεηηθψλ 
θιαζκάησλ. 
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ΔΞΗ΢Χ΢ΔΗ΢ - ΑΝΗ΢Χ΢ΔΗ΢ 

 
2.1 Ζ εμίζσζε αρ + β = 0 
 

2.2 Δμηζψζεηο 2νπ βαζκνχ 
 

2.3 Πξνβιήκαηα εμηζψζεσλ 
2νπ βαζκνχ 

 

2.4 Κιαζκαηηθέο εμηζψζεηο 
 

2.5 Αληζφηεηεο - Αληζψζεηο  
κε έλαλ άγλσζην 

 

Γεληθέο αζθήζεηο  
2νπ θεθαιαίνπ 
 

Δπαλάιεςε -  
Αλαθεθαιαίσζε 

 
 
 

2ν ΚΔΦΑΛΑΗΟ 
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 2.1  Ζ εμίζσζε αx + β = 0 
 

  Θπκάκαη πώο ιύλνληαη νη εμηζώζεηο  
πξώηνπ βαζκνύ. 

 Αλαγλωξίδω αλ κηα εμίζωζε έρεη κνλαδηθή  

ιύζε ή είλαη αδύλαηε ή είλαη ηαπηόηεηα. 
 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

Έλαο ηαρπδξφκνο μεθηλάεη απφ ην ρσξηφ Α θαη αθνχ 
επηζθεθζεί δηαδνρηθά ηα ρσξηά Β θαη Γ, επηζηξέθεη ζην 
ρσξηφ Α. Ζ δηαδξνκή ΒΓ είλαη 1 km κεγαιχηεξε απφ ηελ 
ΑΒ θαη ε ΓΑ είλαη 1 km κεγαιχηεξε απφ ηε ΒΓ. 
Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε πφζν απέρνπλ ηα ρσξηά 
κεηαμχ ηνπο, αλ γλσξίδεηε φηη ε ζπλνιηθή απφζηαζε 
πνπ δηήλπζε ν ηαρπδξφκνο ήηαλ:  
α) 15 km; 
β) ην ηξηπιάζην ηεο πξψηεο  

δηαδξνκήο; 
γ) ην ηξηπιάζην ηεο δεχηεξεο  

δηαδξνκήο;  

 
 
΢ηελ πξνεγνχκελε ηάμε κάζακε λα ιχλνπκε εμηζψζεηο, 
φπσο 3x = 12, -4y + 11 = 0, θ.η.ι. ΢ηηο εμηζψζεηο απηέο 
ππάξρεη έλαο άγλσζηνο θαη ν κεγαιχηεξνο εθζέηεο ηνπ 
αγλψζηνπ είλαη ν αξηζκφο 1. ΢ε θαζεκηά απφ ηηο πξνε-

γνχκελεο πεξηπηψζεηο ιέκε φηη έρνπκε εμίζωζε 1νπ 

βαζκνύ κε έλαλ άγλωζην (πξωηνβάζκηα εμίζωζε). 
 

Ζ εμίζσζε 3x = 12, ηεο νπνίαο ν ζπληειεζηήο ηνπ 
αγλψζηνπ είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελφο επαιεζεχεηαη 

Α Β 

Γ 
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γηα κία κόλν ηηκή ηνπ αγλψζηνπ, ηελ x = 4. O αξηζκφο 4, 

πνπ επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε 3x = 12, νλνκάδεηαη ιύζε 

ή ξίδα ηεο εμίζσζεο. 
 

Τπάξρνπλ φκσο θαη εμηζψζεηο, φπσο νη 0x = -3 ή 0x = 0, 
ζηηο νπνίεο ν ζπληειεζηήο ηνπ αγλψζηνπ είλαη κεδέλ. 
 

Ζ εμίζσζε 0x = -3 δελ επαιεζεχεηαη γηα θακηά ηηκή ηνπ 
x, αθνχ ην γηλφκελν 0x είλαη πάληνηε ίζν κε ην κεδέλ 
θαη δελ είλαη δπλαηφλ λα είλαη ίζν κε -3. Μηα ηέηνηα 

εμίζσζε, πνπ δελ έρεη ιχζε, νλνκάδεηαη αδύλαηε. 
 

Ζ εμίζσζε φκσο, 0x = 0 επαιεζεχεηαη γηα νπνηαδήπνηε 

ηηκή ηνπ x θαη νλνκάδεηαη ηαπηόηεηα ή αόξηζηε. 
 

Απφ ηα πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα ζπκπεξαίλνπκε  
φηη: 
 

 Αλ α ≠ 0, ηφηε; ε εμίζσζε αx + β = 0 έρεη κνλαδηθή  
 

ιύζε ηελ  
 

  Αλ α = 0, ηφηε ε εμίζσζε αx + β = 0 γξάθεηαη 0x = -β     
θαη 

- αλ β ≠ 0, δελ έρεη ιχζε (αδύλαηε), ελψ 

- αλ β = 0, θάζε αξηζκφο είλαη ιχζε ηεο (ηαπηόηεηα ή  

αόξηζηε) 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   Να ιπζεί ε εμίζσζε:  
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27 / 87 



Λχζε 
 

 
 
 

 

3(x - 1) - (2x + 1) = 6x + 6 

 
3x - 3 - 2x - 1 = 6x + 6 

 
3x - 2x - 6x = 6 + 3 + 1 
 
-5x = 10 

 
 

 
x = - 2 

Άξα ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιχζε ηελ x = - 2  
 

 
 2  Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο:  

α) 3(x + 2) - 3 = 3x + 5     β) 2(x - 1) - x = x - 2 
 

Λχζε 
 

α) 3(x + 2) - 3 = 3x + 5                β) 2(x - 1) - x = x - 2  
3x + 6 - 3 = 3x + 5  2x - 2 - x = x - 2  
3x - 3x = 5 - 6 + 3  2x - x - x = 2 - 2 
0x = 2  0x = 0 

 
H εμίζσζε απηή δελ  Ζ εμίζσζε απηή επαιε-  
επαιεζεχεηαη γηα θακία ηηκή  ζεχεηαη γηα θάζε ηηκή ηνπ 

ηνπ x, νπφηε είλαη αδύλαηε.  x, νπφηε είλαη ηαπηόηεηα. 
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2
 - 

2x + 1

6
 = x + 1

 Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα  
δχν κέιε ηεο εμίζσζεο κε ην  
Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ. 
 

 Απαιείθνπκε ηνπο  
παξνλνκαζηέο. 
 

 Κάλνπκε ηηο πξάμεηο θαη  
βγάδνπκε ηηο παξελζέζεηο. 
 

 Υσξίδνπκε γλσζηνχο  
απφ αγλψζηνπο. 
 

 Κάλνπκε αλαγσγή  
νκνίσλ φξσλ. 
 

 

  Γηαηξνχκε θαη ηα δχν κέιε  
ηεο εμίζσζεο κε ην  

ζπληειεζηή ηνπ αγλψζηνπ. 
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ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να αληηζηνηρίζεηε ζε θάζε εμίζσζε ηεο ζηή- 
ιεο Α ην ζσζηφ ζπκπέξαζκα απφ ηε ζηήιε Β. 
 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α. 3x = 7 1. Έρεη κνλαδηθή ιχζε 

β. 0x = 0 2. Δίλαη αδχλαηε 

γ. 0x = 5 3. Δίλαη ηαπηφηεηα 

δ. 5x = 0  

 
 2  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 

 
α) Ζ εμίζσζε                έρεη ιχζε   ηελ x = 6.  
 

β) Ζ εμίζσζε 4x = 0 είλαη αδχλαηε.  
 

γ) Ζ εμίζσζε 0x = 0 έρεη ιχζε νπνηνλδήπνηε αξηζκφ.  
 

δ) Ζ εμίζσζε 0x = 6 έρεη ιχζε ηελ x = 6.  
 

ε) Ζ εμίζσζε 5(x + 1) = 5x + 5 είλαη ηαπηφηεηα. 
 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 

 1  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
α) -3(x + 2) - 2(x - 1) = 8 + x  
β) 4y - 2(y - 3) = 2y + 1  
γ) 5(-σ + 2) - 4 = 6 - 5σ 

δ) (2x + 1)2 + 5 = 4(x
2
 - 10) 

 
 2  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

 

α β γ δ 
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x = 2
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α) 
x - 1

2
 - 

x + 3

6
 = x - 

 1 

3
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β) 
y + 5

5
 - 

 y 

2
 = 1 - 

3y
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Α Β 

 
 

δ) 0,2(3x - 4) - 5(x - 0,4) = 0,4(1 - 10x) 
 

 3  To ηξηπιάζην ελφο αξηζκνχ ειαηηνχκελν θαηά 5 είλαη 
ίζν κε ην κηζφ ηνπ αξηζκνχ απμεκέλν θαηά 10. Πνηνο 
είλαη ν αξηζκφο απηφο; 

 

 4  Ρψηεζαλ θάπνηνλ πφζα επξψ έρεη ζην πνξηνθφιη 
ηνπ θη εθείλνο απάληεζε: «Αλ είρα φζα έρσ θαη ηα 
κηζά αθφκα θαη δέθα παξαπάλσ, ζα είρα εθαηφ». 
Μπνξεί, άξαγε, κε ηα ρξήκαηα απηά λα αγνξάζεη έλα 
παληειφλη πνπ θνζηίδεη 65 €; 

 

 5  Ο θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ είπε ζηνπο καζεηέο 
ηνπ: 
- ΢θεθηείηε έλαλ αξηζκφ θαη δηπιαζηάζηε ηνλ. 
- ΢ην απνηέιεζκα λα πξνζζέζεηε ηνλ αξηζκφ 10. 
- Σν άζξνηζκα πνπ βξήθαηε λα ην δηαηξέζεηε κε ην 2 

θαη απφ ην πειίθν λα αθαηξέζεηε ηνλ αξηζκφ πνπ 
ζθεθηήθαηε αξρηθά. 

- Κάζε καζεηήο πξέπεη λα έρεη βξεη απνηέιεζκα ηνλ 
αξηζκφ 5, αλεμάξηεηα απφ πνηνλ αξηζκφ ζθέθηεθε 
αξρηθά. 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε ηνλ ηζρπξηζκφ ηνπ θαζεγεηή; 
 

 6  Έλαο πνδειάηεο μεθηλά απφ ηελ πφιε Α θαη θηλείηαη 
πξνο ηελ πφιε Β κε κέζε ηαρχηεηα 16 km/h. Μηα 
ψξα αξγφηεξα, κηα θίιε ηνπ μεθηλά απφ ηελ πφιε Β 
θαη κε κέζε ηαρχηεηα 12 km/h θηλείηαη πξνο ηελ 
πφιε Α γηα λα ηνλ ζπλα- 
ληήζεη. Αλ εαπφζηαζε  
ησλ δχν πφιεσλ είλαη  
44 km, ζε πφζεο ψξεο  
απφ ηελ εθθίλεζε ηνπ πνδειάηε ζα ζπλαληεζνχλ; 
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γ) 
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ΣΡΑΠΔΕΑΡΗΑ ΚΟΤΕΗΝΑ 

1m 

9 m 

΢ΑΛΟΝΗ 

ΜΠΑΛΚΟΝΗ ΒΔΡΑΝΣΑ 

2.2  Δμηζψζεηο δεπηέξνπ βαζκνχ 
 

 Λύλω εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ κε 

αλάιπζε ζε γηλόκελν παξαγόληωλ. 
 Βξίζθω ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ κηαο 

εμίζωζεο δεπηέξνπ βαζκνύ θαη ππνιν- 
γίδω ηηο ιύζεηο ηεο κε ηε βνήζεηα ηύπνπ. 

 Μεηαηξέπω έλα ηξηώλπκν ζε γηλόκελν 
παξαγόληωλ. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

 
 

Έλαο κεραληθφο ζρεδίαζε κηα νηθνδνκή θαη ζηελ πξφ-
ζνςή ηεο πξνέβιεςε ηελ θαηαζθεπή κηαο ηεηξαγσληθήο 
βεξάληαο θαη ελφο νξζνγσλίνπ κπαιθνληνχ κε δηαζηά-
ζεηο 9 m θαη 1 m. ΢ην ζρέδην πνπ παξνπζίαζε ζηνλ 
ηδηνθηήηε ηεο νηθνδνκήο ε βεξάληα θαη ην κπαιθφλη 
είραλ ην ίδην εκβαδφλ. 
α) Να ππνινγίζεηε πφζα κέηξα ήηαλ ε πιεπξά ηεο 
βεξάληαο. 
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Ο ηδηνθηήηεο φκσο, ζεψξεζε ζηελφ ην κπαιθφλη θαη 
δήηεζε απφ ην κεραληθφ λα απμήζεη ην πιάηνο ηνπ 
κπαιθνληνχ θαη θάζε πιεπξά ηεο βεξάληαο θαηά ηα ίδηα 
κέηξα, ψζηε λα έρνπλ θαη πάιη ην ίδην εκβαδφλ.  
β) Να ππνινγίζεηε πφζα κέηξα έπξεπε λα απμεζεί ην 
πιάηνο ηνπ κπαιθνληνχ θαη θάζε πιεπξά ηεο βεξάληαο. 
Με ην αίηεκα φκσο ηνπ ηδηνθηήηε, ην ζπλνιηθφ εκβαδφλ 
ηεο βεξάληαο θαη ηνπ κπαιθνληνχ μεπεξλνχζε ην φξην 
πνπ θαζνξίδεηαη απφ ηνλ πνιενδνκηθφ θαλνληζκφ.  
Σειηθά, απνθαζίζηεθε λα κεγαιψζεη ε βεξάληα θαη ην 
κπαιθφλη, φπσο ην δήηεζε ν ηδηνθηήηεο, κε ηελ 
πξνυπφζεζε φκσο λα κελ έρνπλ πηα ην ίδην εκβαδφλ, 

αιιά λα θαιχπηνπλ ζπλνιηθά 34 m
2
.  

γ) Να ππνινγίζεηε πφζα κέηξα απμήζεθε ηειηθά ην 
πιάηνο ηνπ κπαιθνληνχ θαη θάζε πιεπξά ηεο βεξάληαο. 

 
Τπάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ ε επίιπζή ηνπο νδεγεί ζε 
εμίζσζε κ’ έλαλ άγλσζην θαη ζηελ νπνία ν 
κεγαιχηεξνο εθζέηεο ηνπ αγλψζηνπ είλαη ν αξηζκφο 2. 
 

x
2
 = 9, 

x
2
 - 3x = 0, 

x
2
 + 15x - 16 = 0 

 

΢ε θαζεκία απφ ηηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο ιέκε φηη 

έρνπκε εμίζωζε 2νπ βαζκνύ κε έλαλ άγλωζην 

(δεπηεξνβάζκηα εμίζωζε). 
 

Απφ ηα πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα πξνθχπηεη φηη ε 
γεληθή κνξθή κηαο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ κε άγλσζην x 
είλαη 
 

   αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0...  
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Οη αξηζκνί α, β, γ ιέγνληαη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο. 

Ο ζπληειεζηήο γ ιέγεηαη θαη ζηαζεξόο όξνο. Οη 
ζπληειεζηέο ζε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ εμηζψζεηο 
είλαη: 

 x
2
 - 9 = 0 : α = 1 β = 0 γ = -9 

 x
2
 - 3x = 0 : α = 1 β = -3 γ = 0 

 x
2
 + 15x - 16 = 0 : α = 1 β = 15 γ = -16 

 

 Α  Δπίιπζε εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ κε  
αλάιπζε ζε γηλφκελν παξαγφλησλ 

 

Θπκφκαζηε φηη: 
 

   Αλ α  β = 0 ηφηε α = 0 ή β = 0...  

 

Δπίιπζε εμίζωζεο ηεο κνξθήο αx
2
 + βx = 0 κε α ≠ 0 

Γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε x
2
 = 3x εξγαδφκαζηε σο 

εμήο: 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

Δπίιπζε εμίζωζεο ηεο κνξθήο αx
2
 + γ = 0 κε α ≠ 0 

Γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε x
2
 - 9 = 0, εξγαδφκαζηε σο 

εμήο: 

 
 

 Μεηαθέξνπκε φινπο 
ηνπο φξνπο ζην α΄ κέινο. 
 Αλαιχνπκε ην α΄ κέινο 
ζε γηλφκελν παξαγφλησλ. 
 Γηα λα είλαη ην γηλφκελν 
x(x - 3) ίζν κε ην κεδέλ 
πξέπεη x = 0 ή x - 3 = 0. 

x
2
 = 3x  

x
2
 - 3x = 0  

 

x(x - 3) = 0 
 
x = 0  ή  x - 3 = 0  
x = 0  ή  x = 3 
Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν 

ιχζεηο, ηηο x = 0 θαη x = 3 
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2νο ηξφπνο: 
  Όηαλ α είλαη ζεηηθφο, ε 
εμίζσζε x

2
 = α έρεη δχν 

ιχζεηο,              θαη  
 

ηηο               θαη 

   x
2

 - 9    =  0 

   x
2

 - 3
2

   =  0 

 
 
 
 
 
 

                
 
 
 
 

Γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε x
2
 + 16 = 0, αλ εξγαζηνχκε 

φπσο πξνεγνπκέλσο, παξαηεξνχκε φηη απηή γξάθεηαη 

x
2
 = -16. Ζ εμίζσζε απηή δελ έρεη ιχζε (αδχλαηε), γηαηί 

ην ηεηξάγσλν θάζε πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ είλαη ζεηηθφο 
αξηζκφο ή κεδέλ θαη δελ είλαη δπλαηφλ λα είλαη ίζν κε  
-16. 
 

Αλ α είλαη αξλεηηθφο αξηζκφο, ηφηε ε εμίζσζε x
2
 = α δελ 

έρεη ιχζε (αδχλαηε) 
 

 Ζ εμίζσζε x
2
 = 0 έρεη ιχζε ηελ x = 0. H ιχζε απηή ιέγε-

ηαη δηπιή, γηαηί ε εμίζσζε x
2
 = 0 γξάθεηαη x  x = 0, νπφ-

ηε x = 0 ή x = 0 (δειαδή έρεη δχν θνξέο ηελ ίδηα ιχζε). 
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x = - α

1νο ηξφπνο: 
 Σν α΄ κέινο ηεο 
εμίζσζεο είλαη δηαθνξά 
ηεηξαγψλσλ θαη ην β΄ 
κέινο είλαη κεδέλ.  
 Αλαιχνπκε ην α΄ κέινο 
ζε γηλφκελν παξαγφλησλ. 
 Γηα λα είλαη ην γηλφκελν  
(x - 3)(x + 3) ίζν κε ην 
κεδέλ πξέπεη x - 3 = 0 ή  
x + 3 = 0 

x
2
 - 9    =  0 

 

x
2
 - 3

2
   =  0 

 
(x - 3) (x + 3) = 0 

 
x - 3 = 0  ή  x + 3 = 0 
x = 3  ή  x = -3  
Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν 

ιχζεηο, ηηο x = 3 θαη x = -3 
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- 9

x
2
 - 9 = 0  

x
2
 = 9 

 

x =       ή  x =  

x = 3    ή  x = -3  
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Δπίιπζε εμίζωζεο ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0 

Γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε 9x
2
 - 6x + 1 = 0 

εξγαδφκαζηε σο εμήο: 
 
 

 
 
 
 

9x
2
 - 6x + 1 = 0  

(3x)
2
 - 2  3x  1 + 1

2
 = 0 

(3x - 1)
2
 = 0 

3x - 1 = 0 ή x =    

 
Άξα ε εμίζσζε έρεη κηα δηπιή ιχζε, ηελ x =  
 
 

Γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε x
2
 + 15x - 16 = 0 

ζρεκαηίδνπκε ζην α΄ κέινο αλάπηπγκα ηεηξαγψλνπ 
εξγαδφκελνη σο εμήο: 
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 1 

3

 Σν πξψην κέινο ηεο εμίζσζεο είλαη αλάπηπγκα 
ηεηξαγψλνπ ζχκθσλα κε ηελ ηαπηφηεηα  

α
2
 - 2αβ + β

2
 = (α - β)

2
 

 Γηα λα είλαη (3x - 1)
2
 = 0 πξέπεη 3x - 1 = 0 
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x
2
 + 15x - 16 = 0  

4x
2
 + 60x -64 = 0  

(2x)
2
 + 2  2x  15 = 64  

(2x)
2
 + 2  2x  15 + 15

2
 = 64 + 15

2
  

(2x + 15)
2
 = 289 

 

2x + 15 =           ή  2x + 15 =   
2x + 15 = 17      ή  2x + 15 = -17  
        2x = 2        ή          2x = -32  
          x = 1        ή            x = -16 
Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο, ηηο x = 1 θαη x = -16 
 

Ζ κέζνδνο κε ηελ νπνία ιχζακε ηελ εμίζσζε  

x
2
 + 15x - 16 = 0 είλαη γλσζηή σο κέζνδνο 

ζπκπιήξωζεο ηεηξαγώλνπ. 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο:  

α) 2x
2
 = 7x    β) 3x

2
 - 75 = 0    γ) 2x

2
 + 8 = 0 
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 Πνιιαπιαζηάδνπκε φινπο ηνπο φξνπο ηεο  

εμίζσζεο κε 4α, φπνπ α ν ζπληειεζηήο ηνπ x
2
. 

 Μεηαθέξνπκε ζην β΄ κέινο ην ζηαζεξφ φξν θαη 
ζην α΄ κέινο δεκηνπξγνχκε παξάζηαζε ηεο 

κνξθήο α
2
 + 2αβ ή α

2
 - 2αβ. 

 Γηα λα ζπκπιεξσζεί ην αλάπηπγκα ηεηξαγψλνπ 

πξνζζέηνπκε θαη ζηα δχν κέιε ην β
2
. 

 Υξεζηκνπνηνχκε κία απφ ηηο ηαπηφηεηεο 

α
2
 + 2αβ + β

2
 = (α + β)

2
 

α
2
 - 2αβ + β

2
 = (α - β)

2
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Λχζε 

α) 2x
2
 = 7x 

2x
2
 - 7x = 0 

x(2x - 7) = 0 
x = 0 ή 2x - 7 = 0 
 

 

x = 0 ή x = 
 

β) 3x
2
 - 75 = 0  

3x
2
 = 75  

x
2
 = 25 

 

x =          ή  x =   
x = 5       ή  x = -5  

 

γ)  2x
2
 + 8 = 0  

2x
2
 = -8 

x
2
 = -4 

Γελ έρεη ιχζε (αδχλαηε εμίζσζε) 
 
 

 2 Να ιπζεί ε εμίζσζε x
2
(2x - 1) - 6x(2x - 1) + 9(2x - 1) = 0 

 
Λχζε 

 
 
 

x
2
(2x - 1) - 6x(2x - 1) + 9(2x - 1) = 0 

(2x - 1)(x
2
 - 6x + 9) = 0  

 (2x - 1)(x - 3)
2
 = 0  

2x - 1 = 0    ή     x - 3 = 0 
 

 

x =              ή     x = 3 (δηπιή ιχζε)  
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 Βγάδνπκε θνηλφ παξάγνληα ην 2x - 1.  
 O δεχηεξνο παξάγνληαο ηνπ γηλνκέλνπ είλαη 

αλάπηπγκα ηεηξαγψλνπ. 



 
ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο 
κε (΢), αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη  
ιαλζαζκέλεο. 

α) Ο αξηζκφο 0 είλαη ιχζε ηεο  

εμίζσζεο x
2
 - 4x + 3 = 0.  

β) O αξηζκφο 3 είλαη ιχζε ηεο  

εμίζσζεο x
2
 - 4x + 3 = 0.  

γ) Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (x - 2)(x + 1) = 0  
είλαη x = 2 θαη x = -1.  

δ) Ζ εμίζσζε x
2
 = 16 έρεη κνλαδηθή ιχζε  

ηνλ αξηζκφ x = 4.  

ε) H εμίζσζε x
2
 = -9 δελ έρεη ιχζε. 

ζη) Ζ εμίζσζε (x - 2)
2
 = 0 έρεη δηπιή  

ιχζε ηνλ αξηζκφ x = 2. 
 2  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 

αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 

α) H εμίζσζε 5x - 6 = x
2
 είλαη 2νπ βαζκνχ. 

β) Ζ εμίζσζε x
2
 + 3x + 8 = x(x + 2) είλαη  

2νπ βαζκνχ. 

γ) Ζ εμίζσζε (ι - 2)x
2
 + 5x + 3 = 0 είλαη 

i) 1νπ βαζκνχ, φηαλ ι = 2 
ii) 2νπ βαζκνχ, φηαλ ι ≠ 2. 

 

 3  Έλαο καζεηήο ιχλνληαο ηελ εμίζσζε x
2
 = 6x 

απινπνίεζε κε ην x θαη βξήθε φηη έρεη κνλαδηθή 
ιχζε ηε x = 6. Παξαηεξψληαο φκσο ηελ εμίζσζε 
δηαπίζησζε φηη επαιεζεχεηαη θαη γηα x = 0. Πνχ έγηλε 
ην ιάζνο θαη ράζεθε ε ιχζε x = 0; 
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ζη) 
 z

2

6
 - 0,5z = 0

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 

 1  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
α) (x - 4)(x + 1) = 0  β) y(y + 5) = 0 
 

γ) (3 - σ) (2σ + 1) = 0 δ) 7x(x - 7) = 0 

 
 
 
 2  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) x
2
+ 7x β) -y

2
 = 9y γ) 2σ

2
 - 72 = 0 

 

δ) -2t
2
 - 18 = 0  ε) -0,2θ

2
 + 3,2 = 0 

 
 3  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) (2x - 1)
2
 - 1 = 0 β) 3(x + 2)

2
 =12  

 

γ) (x + 1)
2
 = 2x 

 

 ε) (3x - 1)
2
 - 4x

2
 = 0 

 
 4  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) (3x + 1)
2
 = 5(3x + 1) β) 0,5(1 - y)

2
 = 18 

γ) (2σ
2
 + 1)(σ

2
 - 16) = 0 

 
 5  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) x(x - 4) = -4  β) y
2
 + y - 12 = 0  

γ) σ
2
 - 2σ - 15 = 0  δ) 2t

2
 - 7t + 6 = 0  

ε) 3θ
2
 + 1 = 4θ  ζη) 5z

2
 - 3z - 8 = 0 

 
 6  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) 25x
2
 + 10x + 1 = 0  
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ε) 3y
 y 

3
 - 2  = 0
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ζη) 
 1 

2
 -ω (2ω -1) = 0
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(x - 9)

2

3
 = 27
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2
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β) y
2
(y - 2) + 4y(y - 2) + 4y - 8 = 0 

γ) σ
2
 + 2006σ - 2007 = 0 

 
 7  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) x
2
 - (α + β)x + αβ = 0    β) x

2
 - (     - 1)x -      = 0 

 
 8  Ν 

 
 
 
 
 
Οξηδφληηα: 

1. Με κεδεληθή ξίδα ηεο εμίζσζεο x
2
 = 12x 

- Ρίδα ηεο εμίζσζεο x
2
 + 225 = 30x 

2. Γηλφκελν ξηδψλ ηεο εμίζσζεο x(x + 4) + 8(x + 4) = 0 

3. Άζξνηζκα ξηδψλ ηεο εμίζσζεο x
2 

- 10x + 9 = 0 

4. Ζ απφιπηε ηηκή ηνπ γηλνκέλνπ ησλ ξηδψλ ηεο 

εμίζσζεο x
2
 = 25 

- H κεγαιχηεξε ξίδα ηεο εμίζσζεο x
2
 = 32x 

 
Κάζεηα: 

1. Ρίδα ηεο εμίζσζεο x
2
 - 20x + 100 = 0 

3. To γηλφκελν ησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο  

(x - 5)
2
 - (x - 5) = 0 

4. Με αξλεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο x
2
 - 144 = 0 

5. Ρίδα ηεο εμίζσζεο x
2
(x - 12) + 2007(x - 12) = 0 

 1 2 3 4 5 

1      

2      

3      

4      

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

3
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

3

40 / 93 



 

 Β  Δπίιπζε εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ κε ηε 
βνήζεηα ηχπνπ 

 
΢ηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα εθαξκφζακε ηε κέζνδν 
«ζπκπιήξσζεο ηεηξαγψλνπ» γηα λα ιχζνπκε ηελ 

εμίζσζε x
2
 + 15x- 16 = 0. Σε κέζνδν απηή κπνξνχκε λα 

ηελ εθαξκφζνπκε θαη γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε 

δεπηέξνπ βαζκνχ ζηε γεληθή ηεο κνξθή, αx
2
 + βx + γ = 0 

κε α ≠ 0. Έρνπκε δηαδνρηθά: 
 

 
 
 
 
αx

2
 + βx + γ = 0 

4α  αx
2
 + 4α  βx + 4α  γ = 0 

4α
2
x

2
 + 4αβx = -4αγ 

(2αx)
2
 + 2  2αx  β = -4αγ 

(2αx)
2
 + 2  2αx  β + β

2
 = β

2
 - 4αγ  

(2αx + β)
2
 = β

2
 - 4αγ  

 

Αλ ζπκβνιίζνπκε ηελ παξάζηαζε β
2
 - 4αγ κε ην 

γξάκκα Γ, ηφηε ε εμίζσζε γξάθεηαη (2αx + β)
2
 = Γ θαη 

δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 
 

 Αλ Γ > 0, ηφηε έρνπκε: 
 

2αx + β = ±  
 

2αx = -β ±          
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x = 
-β   Δ

2α
 ± 

 Πνιιαπιαζηάδνπκε φινπο ηνπο φξνπο κε 4α.     
 Μεηαθέξνπκε ην ζηαζεξφ φξν ζην β΄ κέινο.      
 ΢ην α΄ κέινο έρνπκε δχν φξνπο ηνπ αλαπηχγκαηνο 

(2αx + β)
2
. Γηα λα ζπκπιεξψζνπκε ην ηεηξάγσλν 

ηνπ 2αx + β πξνζζέηνπκε θαη ζηα δχν κέιε ην β
2
.  
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Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0.  

 

 Αλ Γ > 0, έρεη δύν άληζεο ιύζεηο ηηο  
 

 Αλ Γ = 0, έρεη κία δηπιή ιύζε ηελ  
 

 Αλ Γ < 0, δελ έρεη ιύζε (αδχλαηε). 

Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν άληζεο ιχζεηο, 

 
 
 
 Αλ Γ = 0, ηφηε έρνπκε:  

(2αx + β)
2
 = 0  

2αx + β = 0 
2αx = -β  

 
 
Άξα ε εμίζσζε έρεη κία δηπιή ιχζε, ηελ  
 
 

• Αλ Γ < 0, ηφηε ε εμίζσζε δελ έρεη ιχζε (αδύλαηε). 
 

Ζ παξάζηαζε β
2
 - 4αγ, φπσο είδακε, παίδεη ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βρ + γ = 0 κε  

α ≠ 0, γηαηί καο επηηξέπεη λα δηαθξίλνπκε ην πιήζνο ησλ 

ιχζεψλ ηεο. Γη’ απηφ ιέγεηαη δηαθξίλνπζα θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε ην γξάκκα Γ, δειαδή 

 

  Γ = β
2
 - 4αγ...  

 

΢πκπεξαίλνπκε ινηπφλ φηη: 
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ηις  x = 
-β + Δ

2α
 και  x = 

-β - Δ

2α
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 β 

2α
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x = - 
 β 

2α
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± 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1  Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 

α) 2x
2
 + 5x + 3 = 0  

β) 6x
2
 - 5x + 2 = 0        

γ) -16x
2
 + 8x - 1 = 0 

Λχζε 

α) ΢ηελ εμίζσζε 2x
2
 + 5x + 3 = 0 είλαη α = 2, β = 5, γ = 3, 

νπφηε ε δηαθξίλνπζα είλαη  

Γ = β
2
 - 4αγ = 5

2
 - 4  2  3 = 25 - 24 = 1 > 0. 

Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο, ηηο  

 
 
δειαδή είλαη                            ή 

 

β) ΢ηελ εμίζσζε 6x
2
 - 5x + 2 = 0 είλαη α = 6, β = -5, γ = 2, 

νπφηε ε δηαθξίλνπζα είλαη  

Γ = β
2
 - 4αγ = (-5)

2
 - 4  6  2 = 25 - 48 = -23 < 0.  

Άξα ε εμίζσζε δελ έρεη ιχζε (αδχλαηε). 
 

γ) ΢ηελ εμίζσζε -16x
2
 + 8x - 1 = 0 είλαη  

α = -16, β = 8, γ = -1, νπφηε ε δηαθξίλνπζα είλαη  

Γ = β
2
 - 4αγ = 8

2
 - 4  (-16)  (-1) = 64 - 64 = 0. 

Άξα ε εμίζσζε έρεη κία δηπιή ιχζε,  
 

ηελ  
 

 2  Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 

α) 9x
2
 - (5x - 1)

2
 = 2x 
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2   2
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-5 ± 1
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x = 
-5 + 1

4
 = -1
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x = 
-5 - 1

4
 = - 

 3 

2
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x = - 
 β 

2α
 = - 

8

2   (-16)
 = 

 1 

4 
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β) 
x(x + 3)

3
 - 

x - 6

6
 = 

 1 

2
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Λχζε 

α) 9x
2
 - (5x - 1)

2
 = 2x 

9x
2
 - (25x

2
 - 10x + 1) = 2x  

9x
2
 - 25x

2
 + 10x - 1 - 2x = 0  

-16x
2
 + 8x - 1 = 0  

 

                 (δηπιή ιχζε) 

 
(Παξάδεηγκα 1γ)  

 
   
 
 

2x(x + 3) - (x - 6) = 3 

2x
2
 + 6x - x + 6 - 3 = 0 

2x
2
 + 5x + 3 = 0 

 
 

(Παξάδεηγκα 1α)  
 

 3   α) Να ιπζεί ε εμίζσζε 2x
2
 - 8x + 6 = 0. 

β) Να παξαγνληνπνηεζεί ην ηξηψλπκν 2x
2
 - 8x + 6. 

 

Λχζε 

α) ΢ηελ εμίζσζε 2x
2
 - 8x + 6 = 0 είλαη α = 2, β = -8, γ = 6, 

νπφηε ε δηαθξίλνπζα είλαη 

Γ = β
2
 - 4αγ = (-8)

2
 - 4  2  6 = 64 - 48 = 16 > 0. 

Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο, ηηο  
 
 
 

δειαδή είλαη x = 3 ή x = 1. 
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β) 
x(x + 3)

3
 - 

x - 6

6
 = 

 1 

2
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6   
x(x + 3)

3
 - 6   

x - 6

6
 = 6   

 1 

2
   
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2
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2α
  ή  x = 

-(-8) ± 16

2   2
 = 

8 ± 4

4
 ,

 
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β) 2x
2
 - 8x + 6  = 2(x

2
 - 4x + 3) = 2(x

2
 - 3x - x + 3) =  

= 2 [x(x - 3) - (x - 3)] = 2(x - 3)(x - 1) 
 

Παξαγνληνπνίεζε ηξησλχκνπ 
 

΢ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα δηαπηζηψζακε φηη: 

 Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 2x
2

 - 8x + 6 = 0  

είλαη νη αξηζκνί 3 θαη 1. 

 Σν ηξηψλπκν 2x
2
 - 8x + 6 αλαιχεηαη ζε γηλφκελν 

παξαγφλησλ σο εμήο: 2x
2
 - 8x + 6 = 2(x - 3)(x - 1) 

 
 

Αλ ξ1, ξ2 είλαη νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο αx
2
 + ,x + γ = 0 

κε α ≠ 0, ηφηε ην ηξηψλπκν αx
2
 + βx + γ 

παξαγνληνπνηείηαη ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν  

αx
2
 + βx + γ = α(x - ξ1)(x - ξ2) 

 

Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε 2x
2
 + 5x + 3 = 0 έρεη ιχζεηο  

 

ηηο -1 θαη           (παξάδεηγκα 1α). 
 

Άξα ην ηξηψλπκν 2x
2
 + 5x + 3 γξάθεηαη 

2x
2
 + 5x + 3 =  

 
 
 

Οκνίσο ε εμίζσζε -16x
2
 + 8x - 1 = 0 έρεη κία δηπιή  

 

ιχζε, ηελ               (παξάδεηγκα 1γ). 
 

Άξα ην ηξηψλπκν -16x
2
 + 8x - 1 γξάθεηαη  

 

-16x
2
 + 8x - 1 =  

Γεληθά 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 3 

2
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
 1 

4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= -16 x - 
 1 

4
x - 

 1 

4
 = -16 x - 
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ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Αλ Γ είλαη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο  

αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0, ηφηε λα αληηζηνηρίζεηε  

ζε θάζε πεξίπησζε ηεο ζηήιεο (Α) ην ζσζηφ 
ζπκπέξαζκα απφ ηε ζηήιε (Β). 

 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α.   Γ > 0 1. Ζ εμίζσζε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε. 

β.   Γ = 0 2. Ζ εμίζσζε έρεη δχν άληζεο ιχζεηο. 

γ.   Γ > 0 3. Ζ εμίζσζε έρεη κία δηπιή ιχζε. 

δ.   Γ < 0 4. Ζ εμίζσζε δελ έρεη ιχζε. 
 

 
 
 
 2  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
 

α) Αλ κία εμίζσζε 2νπ βαζκνχ έρεη δηαθξίλνπζα  
ζεηηθή, ηφηε δελ έρεη ιχζε.  

β) Αλ κία εμίζσζε 2νπ βαζκνχ έρεη δηαθξίλνπζα  
ζεηηθή ή κεδέλ, ηφηε έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιχζε.  

γ) Ζ εμίζσζε 2x
2
 + 4x - 6 = 0 έρεη   σο ιχζεηο ηνπο 

αξηζκνχο 1 θαη -3, νπφηε ην ηξηψλπκν 2x
2
 + 4x - 6 

γξάθεηαη 2x
2
 + 4x - 6 = (x - 1)(x + 3). 

 
 3  Να βξείηε πνηεο απφ ηηο παξαθάησ εμηζψζεηο είλαη 

πξνηηκφηεξν λα ιπζνχλ κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ 

α) 2x
2
 = 7x  β) 3x

2
 - 2x + 8 = 0    

γ) -2x
2
 + 50 = 0  δ) 5x

2
 + x - 4 = 0 

 
 

α β γ δ 
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ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 

 1  Να θέξεηε ηηο εμηζψζεηο ηεο πξψηεο ζηήιεο  

ζηε κνξθή αx
2
 + βx + γ = 0 θαη λα ζπκπιε- 

ξψζεηε ηηο ππφινηπεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα. 
 

Δμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0 α β γ 

x(x - 1) = -2     

3x
2
 + 4 = 2(x + 2)     

(x - 1)
2
 = 2(x

2
 - x)     

 
 2  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  

α) x
2
 - x - 2 = 0  β) 4y

2
 + 3y - 1 = 0  

γ) -2σ
2
 + σ + 6 = 0  δ) 2z

2
 - 3z + 1 = 0  

ε) -25t
2
 + 10t - 1 = 0  ζη) 4x

2
 - 12x + 9 = 0  

δ) 3x
2
 + 18x + 27 = 0  ε) x

2
 - 4x = 5  

ζ) x
2
 - 3x + 7 = 0 

 
 3  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  

α) x
2
 - 7x = 0   β) x

2
 - 16 = 0 

i) κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ     
ii) κε αλάιπζε ζε γηλφκελν παξαγφλησλ 

 
 4  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

α) 3x
2
 - 2(x - 1) = 2x + 1 

β) (y + 2)
2
 + (y - 1)

2
 = 5(2y + 3)  

γ) (2σ - 3)
2
 - (σ - 2)

2
 = 2σ

2
 - 11 

δ) θ(8 - θ) - (3θ + 1)(θ + 2) = 1 
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 5  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

 
 

γ) 0,5t
2
 - 0,4(t + 2) = 0,7(t - 2)  

 

 6  Να παξαγνληνπνηήζεηε ηα ηξηψλπκα:  

α) x
2
 + 4x - 12  β) 3y

2
 - 8y + 5 

γ) -2σ
2
 + 5σ - 3 δ) x

2
 - 16x + 64  

ε) 9y
2
 + 12y + 4  ζη) -σ

2
 + 10σ - 25 

 

 7  Αλ α, β πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε α ≠ 0, λα απνδείμεηε 
φηη νη παξαθάησ εμηζψζεηο έρνπλ κία ηνπιάρηζηνλ 
ιχζε 

α) αx
2
 - x + 1 - α = 0  β) αx

2
 + (α + β)x + β = 0 

 

 8  Γίλεηαη ε εμίζσζε (α + y)x
2
 - 2βx + (α - γ) = 0, φπνπ α, 

β, γ είλαη ηα κήθε ησλ πιεπξψλ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. Αλ ε 
εμίζσζε έρεη κία δηπιή ιχζε, λα απνδείμεηε φηη ην 
ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη νξζνγψλην. 

 
ΔΝΑ ΘΔΜΑ ΑΠΟ ΣΖΝ Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΧΝ 

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ 
 
΢ε κηα βαβπισληθή πιάθα (πεξίπνπ 1650 π.Υ.) 
βξίζθνπκε ραξαγκέλν θαη Λπκέλν ην παξαθάησ 
πξφβιεκα(*): 

«Αν από ηην επιθάνεια ενόρ ηεηπαγώνος αθαιπέζω ηην 
πλεςπά ηος, θα βπω 870. Να βπεθεί η πλεςπά ηος 
ηεηπαγώνος». 
 

(*)(Απφ ην βηβιίν ηνπ Θ. Δμαξράθνπ: Ηζηνξία ησλ 
Μαζεκαηηθψλ, Σα Μαζεκαηηθά ησλ Βαβπισλίσλ θαη ησλ 
Αξραίσλ Αηγππηίσλ, ηφκνο Α΄, Αζήλα 1997. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) 
x

2
 - 1

3
 - 

x + 3

5
 = x - 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) 
y

2

3
 - 

6y + 1

4
 = 

y - 2

6
 - 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

δ) 
 ω 

2
 ( 3ω - 7) = - 3

48 / 98 



Σνλ γξαθέα ηεο πιάθαο δελ ηνλ απαζρνινχζε ε γεσκε-
ηξηθή έλλνηα ηεο πνζφηεηαο, αιιά ε ίδηα πνζφηεηα, 
φπσο απηή εθθξάδεηαη κε ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο 
αξηζκνχο (Γη’ απηφ πξφζζεηαλ κήθνο κε επηθάλεηα). 
Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ζεκεξηλφ ζπκβνιηζκφ θαη 
ππνζέζνπκε φηη ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ είλαη ρ, ηφηε 
ε Λχζε ηνπ πξνβιήκαηνο νδεγεί ζηε Λχζε ηεο 

εμίζσζεο x
2
 - x = 870. O Βαβπιψληνο γξαθέαο ηεο 

πιάθαο καο πξνηείλεη λα Λχζνπκε ην πξφβιεκα απηφ 
αθνινπζψληαο ηα παξαθάησ βήκαηα: 
 
► Πάξε ην κηζφ ηνπ 1 πνπ είλαη ην 
 

► Πνιιαπιαζίαζε ην       κε ην      , απνηέιεζκα  
 
► Πξφζζεζε ην       ζην 870 θαη ζα βξεηο 870      . 
 
► Σν 870       είλαη ην ηεηξάγσλν ηνπ 29 
 
► Πξφζζεζε ζην 29      ην      (πνπ βξήθεο αξρηθά) θαη  

ζα βξεηο 30. 
 

► Απηή είλαη ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ. 
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 To 1 είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x. (Οη Βαβπιψληνη δε 

ρξεζηκνπνηνχζαλ αξλεηηθνχο αξηζκνχο). 

 Οη Βαβπιψληνη γηα λα βξίζθνπλ ηελ ηεηξαγσληθή 
ξίδα αξηζκψλ είραλ θαηαζθεπάζεη πίλαθεο κε ηα 

ηεηξάγσλα ησλ αξηζκψλ. 

 Έθαλαλ πξφζζεζε, φηαλ ζηελ εμίζσζε ππήξρε 

αθαίξεζε (π.ρ. x
2
 - x) θαη αθαίξεζε, φηαλ ζηελ 

εμίζσζε ππήξρε πξφζζεζε (π.ρ. x
2
 + x) 
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 Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε κε ηε κέζνδν πνπ κάζαηε ζηελ 
ελφηεηα απηή θαη λα ηε ζπγθξίλεηε κε ηελ πξαθηηθή 
κέζνδν κε ηελ νπνία έιπλαλ νη Βαβπιψληνη ηηο 
εμηζψζεηο 2νπ βαζκνχ. Ση παξαηεξείηε; 

 Αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ησλ Βαβπισλίσλ λα ιχζεηε 
θαη ην παξαθάησ πξφβιεκα πνπ είλαη ραξαγκέλν 
ζηελ ίδηα πιάθα. «Αλ ζηελ επηθάλεηα ελφο ηεηξαγψ- 
 

λνπ πξνζζέζσ ηελ πιεπξά ηνπ, ζα βξσ       . Πνηα 
είλαη ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγψλνπ;» 
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 2.2  Πξνβιήκαηα εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ 
 

 
Με ηε βνήζεηα ησλ εμηζψζεσλ 2νπ βαζκνχ κπνξνχκε 
λα ιχζνπκε πνιιά πξνβιήκαηα ηεο θαζεκεξηλήο καο 
δσήο, ηεο Οηθνλνκίαο, ηεο Φπζηθήο θ.η.ι. 
 

 
Σν εκβαδφλ κηαο θνιπκβεηηθήο πηζίλαο  

είλαη 400 m
2
. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο  

ηεο, αλ απηέο έρνπλ άζξνηζκα 41 m. 

 

 
 
α) Αλ ε κία δηάζηαζε ηεο πηζίλαο είλαη x, ηφηε ε άιιε ζα 
είλαη 41 - x, αθνχ ην άζξνηζκα ηνπο είλαη 41 m. Δπεηδή 

ην εκβαδφλ ηεο πηζίλαο είλαη 400 m
2
, έρνπκε ηελ εμίζσ-

ζε x(41 - x) = 400 ή 41x - x
2
 = 400 ή x

2
 - 41x + 400 = 0. 

 
΢ηελ εμίζσζε απηή είλαη α = 1, β = -41, γ = 400, νπφηε ε 

δηαθξίλνπζα είλαη Γ = β
2
 - 4αγ = (-41)

2
 - 4  1  400 =  

= 1681 - 1600 = 81 > 0. 
 

Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο, ηηο  
 
 
 
δειαδή είλαη x = 25 ή x = 16. 
Αλ x = 25, ηφηε 41 - x = 41 - 25 = 16, ελψ αλ x = 16, ηφηε 
41 - x = 41 - 16 = 25. Δπνκέλσο, θαη ζηηο δχν πεξηπηψ-
ζεηο νη δηαζηάζεηο ηεο πηζίλαο είλαη 25 m θαη 16 m. 
 

Πξφβιεκα 1ν 

Λχζε 
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Έλαο νηθνλνκνιφγνο ππνιφγηζε φηη κηα βηνηερλία 
ξνχρσλ γηα λα θαηαζθεπάζεη x πνπθάκηζα μνδεχεη 
 

 x
2
 + 20x + 500 επξψ. Αλ ε βηνηερλία πνπιάεη θάζε  

 

πνπθάκηζν 60 €, πφζα πνπθάκηζα πξέπεη λα πνπιήζεη, 
ψζηε λα θεξδίζεη 3500 €; 

 
 
α) Αλ ε βηνηερλία πνπιήζεη x πνπθάκηζα, ζα εηζπξάμεη  
 
60x €, νπφηε ζα θεξδίζεη  
 
Δπεηδή ζέινπκε ην θέξδνο λα είλαη 3500€ έρνπκε ηελ  
 
εμίζσζε 
 
 
 

600x - x
2
 - 200x - 5000 = 35000 

x
2
 - 400x + 40000 = 0 

 

H δηαθξίλνπζα είλαη 

Γ = β
2
 - 4αγ = (-400)

2
 - 4  1  40000 = 160000 - 160000 = 0. 

Άξα ε εμίζσζε έρεη κία δηπιή ιχζε,  
 

ηελ  

 
Δπνκέλσο, γηα λα θεξδίζεη ε βηνηερλία 3500 €, πξέπεη 
λα πνπιήζεη 200 πνπθάκηζα. 

 

 

Πξφβιεκα 2ν 

Λχζε 
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h 
h 

85 m 

h΄ 

 
Απφ έλα αθίλεην αεξφζηαην πνπ βξίζθεηαη ζε χςνο h 
αθήλεηαη λα πέζεη έλαο ζάθνο κε άκκν γηα λα ειαθξχ-
λεη. Σαπηφρξνλα, ην αεξφζηαην αξρίδεη λα θηλείηαη 
θαηαθφξπθα πξνο ηα άλσ κε ζηαζεξή επηηάρπλζε 0,5 

m/sec
2
. Σε ζηηγκή πνπ ν ζάθνο θηάλεη ζην έδαθνο, ην 

αεξφζηαην βξίζθεηαη ζε χςνο 84 m. Να βξεζεί πφζν 
δηήξθεζε ε πηψζε ηνπ ζάθνπ. 

΢εκείσζε: 
Απφ ηε Φπζηθή είλαη γλσζηφ φηη: 
 Αλ έλα ζψκα αθήλεηαη λα πέζεη απφ χςνο h m, ηφηε  
 

ζα θηάζεη ζην έδαθνο ζε ρξφλν t sec, φπνπ  

θαη g = 10 m/sec
2
 πεξίπνπ. 

 
 

 Αλ έλα ζψκα αξρίδεη λα θηλείηαη κε ζηαζεξή επηηάρπλ- 
 

ζε α, ηφηε ζε ρξφλν t ζα δηαλχζεη δηάζηεκα  
 

 
 
α) Αλ ε πηψζε ηνπ ζάθνπ δηήξθεζε  
t sec, ηφηε ζην ρξφλν απηφ ν ζάθνο  
δηήλπζε απφζηαζε 

 

                                          
αθνχ q = 10 m/sec

2
. 

 

΢ηνλ ίδην ρξφλν ην αεξφζηαην αλέβεθε θαηά χςνο 

 
 

αθνχ α = 0,5 m/sec
2
. 

Πξφβιεκα 3ν 

Λχζε 
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Δπεηδή h + h΄ = 84, έρνπκε ηελ  
 

εμίζσζε  5t
2
 +       t

2
 = 84 ή  

 

20t
2
 + t

2
 = 336 ή 21t

2
 = 336 

ή t
2
 = 16, νπφηε t = 4 ή  t = -4. 

Δπεηδή ην t παξηζηάλεη ρξφλν, πξέπεη t > 0, νπφηε 
ζπκπεξαίλνπκε φηη ε δηάξθεηα ηεο πηψζεο ηνπ 
ζψκαηνο ήηαλ t = 4 sec. 

 
 ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 

 1  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά απφ ηηο 
πεξηπηψζεηο. 

 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 2  Να βξείηε έλα ζεηηθφ αξηζκφ, ηέηνην ψζηε:  
α) Σν κηζφ ηνπ ηεηξαγψλνπ ηνπ λα είλαη ίζν κε ην  

δηπιάζηφ ηνπ.  
β) Σν γηλφκελφ ηνπ κ’ έλαλ αξηζκφ, πνπ είλαη θαηά 2 

κηθξφηεξνο, λα είλαη 24.  
γ) Σν δηπιάζην ηνπ ηεηξαγψλνπ ηνπ, λα είλαη θαηά 3 
κεγαιχηεξν απφ ην πεληαπιάζηφ ηνπ. 
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 3  Ζ ρσξεηηθφηεηα ελφο δνρείνπ ιαδηνχ είλαη 10 ιίηξα. 
Αλ ην δνρείν έρεη ζρήκα νξζνγσλίνπ παξαιιειεπη-
πέδνπ κε χςνο 2,5 dm θαη βάζε ηεηξάγσλν, λα 
βξείηε ην κήθνο ηεο πιεπξάο ηεο βάζεο ηνπ.  

(1 ιίηξν = 1dm
3
) 

 
 4  Έλα νηθφπεδν έρεη ζρήκα νξζνγσλίνπ κε εκβαδφλ 

150 m
2
. Αλ ην κήθνο ηνπ είλαη 5 m κεγαιχηεξν απφ 

ην πιάηνο ηνπ, λα βξείηε πφζα κέηξα ζπξκαηφπιεγ-
κα ρξεηάδνληαη γηα ηελ πεξίθξαμή ηνπ. 

 
 5  Να βξείηε δχν δηαδνρηθνχο πεξηηηνχο αθεξαίνπο, 

πνπ ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ηνπο λα είλαη 74. 
 

 6  Ο θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ πξφηεηλε ζηνπο 
καζεηέο ηνπ λα ιχζνπλ νξηζκέλεο αζθήζεηο γηα λα 
εκπεδψζνπλ ηελ ελφηεηα πνπ δηδάρηεθαλ. Όηαλ 
απηνί ηνλ ξψηεζαλ ζε πνηα ζειίδα είλαη γξακκέλεο 
νη αζθήζεηο, απηφο απάληεζε: «Αλ αλνίμεηε ην βηβιίν 
ζαο, ην γηλφκελν ησλ αξηζκψλ ησλ δχν αληηθξηζηψλ 
ζειίδσλ κέζα ζηηο νπνίεο είλαη γξακκέλεο νη 
αζθήζεηο, είλαη 506». Μπνξείηε λα βξείηε ζε πνηεο 
ζειίδεο είλαη γξακκέλεο νη αζθήζεηο; 

 
 7  ΢ην πξσηάζιεκα πνδνζθαίξνπ κηαο ρψξαο θάζε 

νκάδα έδσζε κε φιεο ηηο ππφινηπεο νκάδεο δχν 
αγψλεο (εληφο θαη εθηφο έδξαο). Αλ έγηλαλ ζπλνιηθά 
240 αγψλεο, πφζεο ήηαλ νη νκάδεο πνπ ζπκκεηείραλ 
ζην πξσηάζιεκα; 

 

 8  Έλα ηξίγσλν έρεη πιεπξέο 4 cm, 6 cm θαη 8 cm. Αλ 
θάζε πιεπξά ηνπ ήηαλ κεγαιχηεξε θαηά x cm, ηφηε ην 
ηξίγσλν ζα ήηαλ νξζνγψλην. Να βξείηε ηνλ αξηζκφ x. 
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 9  Οη καζεηέο κηαο ηάμεο ξψηεζαλ ηνλ θαζεγεηή ηνπο 
πφζν εηψλ είλαη θαη πνηα είλαη ε ειηθία ησλ παηδηψλ 
ηνπ. Δθείλνο δελ έραζε ηελ επθαηξία θαη ηνπο 
πξνβιεκάηηζε γηα κηα αθφκε θνξά, αθνχ ηνπο είπε: 
«Αλ πνιιαπιαζηάζεηε ηελ ειηθία πνπ είρα πξηλ 5 
ρξφληα, κε ηελ ειηθία πνπ ζα έρσ κεηά απφ 5 ρξφληα 
ζα βξείηε 1200. Όζνλ αθνξά ηα δχν παηδηά κνπ, απηά 
είλαη δίδπκα θαη αλ πνιιαπιαζηάζεηε ή πξνζζέζεηε 
ηηο ειηθίεο ηνπο βξίζθεηε ηνλ ίδην αξηζκφ». Μπνξείηε 
λα βξείηε ηελ ειηθία ηνπ θαζεγεηή θαη ησλ παηδηψλ 
ηνπ; 

 

 10  Σν κήθνο θάζε θχιινπ ελφο βηβιίνπ είλαη 
κεγαιχηεξν απφ ην πιάηνο ηνπ θαηά 6 cm. Αλ 
δηπιψζνπκε έλα θχιιν ΑΒΓΓ, έηζη ψζηε ε πιεπξά 
ΓΓ λα πέζεη πάλσ ζηελ ΑΓ, ηφηε ην εκβαδφλ ηνπ 
θχιινπ κεηψλεηαη θαηά ηα 3 ηνπ αξρηθνχ εκβαδνχ 
ηνπ. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο θάζε θχιινπ ηνπ 
βηβιίνπ. 

 
 
 
 
 

 
 
 11  Θέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε  

έλα θπθιηθφ ζηληξηβάλη θαη  
γχξσ απφ απηφ λα ζηξψ- 
ζνπκε κε βφηζαια έλα θπθιη- 
θφ δαθηχιην πιάηνπο 3 m. Αλ  
ν δαθηχιηνο πξέπεη λα έρεη  
εκβαδφλ ηξηπιάζην απφ ην εκβαδφλ πνπ θαιχπηεη 
ην ζηληξηβάλη, λα βξείηε ηελ αθηίλα ηνπ ζηληξηβαληνχ. 

 

Α 

Β Δ Γ 

Γ Γ΄ 
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 12  Γηα ηελ θαηαζθεπή κηαο θιεηζηήο θπιηλδξηθήο δεμα-

κελήο θαπζίκσλ χςνπο 6 m, ρξεηάζηεθαλ 251,2 m
2
 

ιακαξίλαο. Να ππνινγίζεηε ηελ αθηίλα ηεο βάζεο 
ηεο δεμακελήο. 

 

13  Παξαηεξψληαο ηελ πηψζε ελφο ζψκαηνο, πνπ 
αθέζεθε λα πέζεη απφ ηελ θνξπθή Κ ελφο νπξαλν-
μχζηε, δηαπηζηψλνπκε φηη ζηα δχν ηειεπηαία δεπηε-
ξφιεπηα ηεο θίλεζεο ηνπ δηήλπζε κηα απφζηαζε  

 

ΠΔ ίζε κε ηα       ηνπ χςνπο ηνπ νπξαλνμχζηε. Να  
 

βξείηε πφζν ρξφλν δηήξθεζε ε πηψζε ηνπ 
ζψκαηνο θαη πνην ήηαλ ην χςνο ηνπ νπξαλνμχζηε 

(g = 10 m/sec
2
). 
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 2.2  Κιαζκαηηθέο εμηζψζεηο 
 

       Μαζαίλω λα ιύλω θιαζκαηηθέο εμηζώζεηο,  
          πνπ κεηαζρεκαηίδνληαη ζε εμηζώζεηο  

πξώηνπ ή δεπηέξνπ βαζκνύ. 
 
 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

 

1. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε  
 

2. Να βξείηε ην Δ.Κ.Π. ησλ x + 2, x, x
2
 + 2x θαη λα ιχζεηε  

 

θαη ηελ εμίζσζε 
 
Δπαιεζεχεηαη ε εμίζσζε απφ φιεο ηηο ηηκέο ηνπ x πνπ 
βξήθαηε; 

 
Τπάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ ε επίιπζε ηνπο νδεγεί ζε 
εμίζσζε, πνπ πεξηέρεη έλα ηνπιάρηζηνλ θιάζκα κε 
άγλσζην ζηνλ παξνλνκαζηή θαη ε νπνία νλνκάδεηαη 

θιαζκαηηθή εμίζσζε. 

 
 
 

Γηα λα νξίδνληαη νη φξνη κηαο θιαζκαηηθήο εμίζσζεο 
πξέπεη φινη νη παξνλνκαζηέο λα είλαη δηάθνξνη ηνπ 
κεδελφο. 
Σηο θιαζκαηηθέο εμηζψζεηο ηηο επηιχνπκε φπσο θαη ηηο 
ππφινηπεο εμηζψζεηο πνπ έρνπλ παξνλνκαζηή γλσζηφ 
αξηζκφ. 
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M at h Com poser  1. 1. 5
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Γηα παξάδεηγκα, πξνθεηκέλνπ λα επηιχζνπκε ηελ 
εμίζσζε  
 

εξγαδφκαζηε σο εμήο:  
 

 

 
 
 

 
Πξέπεη x ≠ 0 θαη x + 2 ≠ 0 
δειαδή x ≠ 0 θαη x ≠ -2 
 

Σν ΔΚΠ ησλ παξνλνκα-
ζηψλ είλαη x(x + 2) ≠ 0 
θαη ε εμίζσζε γξάθεηαη: 

 
 
 
 

x
2
 + 4(x + 2) = x + 8 

x
2
 + 4x + 8 = x + 8 ή  

x
2
 + 3x = 0 ή 

x(x + 3) = 0,  άξα x = 0 ή  
x = -3. 

 
 

Ζ ιχζε x = 0 απνξξίπηε-
ηαη, αθνχ πξέπεη x ≠ 0 
θαη x ≠ -2, νπφηε ε  
εμίζσζε έρεη κνλαδηθή  
ιχζε ηελ x = -3. 
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Αλαιχνπκε ηνπο 
παξνλνκαζηέο ζε γηλφκελν 
πξψησλ παξαγφλησλ. 

Πξνζδηνξίδνπκε ηηο ηηκέο 
ηνπ αγλψζηνπ γηα ηηο νπνί-
εο φινη νη παξνλνκαζηέο 
είλαη δηάθνξνη ηνπ κεδελφο. 
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Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα 
δχν κέιε ηεο εμίζσζεο κε ην 
Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ. 

 

Κάλνπκε απαινηθή παξνλν-
καζηψλ θαη επηιχνπκε ηελ 

εμίζσζε πνπ πξνθχπηεη. 

Απφ ηηο ιχζεηο πνπ βξήθα-
κε, απνξξίπηνπκε εθείλεο 
πνπ δελ ηθαλνπνηνχλ ηνπο 
πεξηνξηζκνχο. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 

 
Λχζε 
α) Γηα λα νξίδνληαη νη φξνη ηεο εμίζσζεο πξέπεη x ≠ 0 
θαη x ≠ -1. To Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ είλαη  
x(x + 1) ≠ 0 θαη ε εμίζσζε γξάθεηαη 

 
 
 

x
2
 - 8(x + 1) = x(x + 1)  ή   x

2
 - 8x - 8 = x

2
 + x   ή -9x = 8   

 

ή   (ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο).  
 

Άξα ε εμίζσζε έρεη ιχζε ηελ 

 
β) Αλαιχνπκε ηνπο παξνλνκαζηέο ζε γηλφκελν πξψησλ 
παξαγφλησλ θαη ε εμίζσζε γίλεηαη  

 
 
Γηα λα νξίδνληαη νη φξνη ηεο εμίζσζεο πξέπεη x ≠ 0 θαη  
x ≠ 2. 
Σν Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ είλαη x(x - 2) ≠ 0 θαη ε 
εμίζσζε (1) γξάθεηαη 

 
 
x - (x - 2) = 2 ή x - x = 2 - 2   ή  0x = 0. 
 

Άξα ε εμίζσζε έρεη σο ιχζε νπνηνδήπνηε αξηζκφ, 
εθηφο απφ ηνπο αξηζκνχο 0 θαη 2. 
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 2   Έλαο καξαζσλνδξφκνο δηήλπζε ηελ απφζηαζε ησλ 
42 km θαη δελ κπφξεζε λα θεξδίζεη θάπνην κεηάιιην. 
Όηαλ κε ηνλ πξνπνλεηή ηνπ αλέιπζαλ ηελ πξνζπάζεηά 
ηνπ, δηαπίζησζαλ φηη, αλ ε κέζε ηαρχηεηά ηνπ ήηαλ  

1 km/h κεγαιχηεξε, ζα ηεξκάηηδε ζε       ηεο ψξαο  

λσξίηεξα θαη ζα έπαηξλε ην ρξπζφ κεηάιιην. Πνηα ήηαλ 
ε κέζε ηαρχηεηα κε ηελ νπνία έηξεμε; 
Λχζε 
Αλ ε κέζε ηαρχηεηα κε ηελ νπνία έηξεμε ήηαλ x km/h, 
ηφηε ηελ απφζηαζε ησλ 42 km ηε δηήλπζε ζε ρξφλν         
 

ψξεο. Αλ ε ηαρχηεηά ηνπ ήηαλ 1 km/h κεγαιχηεξε,  
 

δειαδή (x + 1) km/h, ηφηε ζα έθαλε            ψξεο. Ο  
 

ρξφλνο απηφο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ πξνεγνχκελν  
 

θαηά       ηεο ψξαο, νπφηε έρνπκε ηελ εμίζσζε 
 

 
 
 

Οη φξνη ηεο εμίζσζεο νξίδνληαη, αθνχ x > 0. 
Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο κε ην 
Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ πνπ είλαη  
10x(x + 1) ≠ 0 θαη ε εμίζσζε (1) γξάθεηαη  

 
 

420(x + 1) = 420x + x(x + 1)  ή  420x + 420 = 420x + x
2
 + x 

ή x
2
 + x - 420 = 0 

H δηαθξίλνπζα είλαη  

Γ = β
2
 - 4αγ = 12 - 4  1  (-420) = 1681 > 0. 

Άξα ε εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο, ηηο  
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(x + 4) Χ 

(x + 4) Χ 

Δ 

 
 
δειαδή είλαη x = 20 ή x = -22. 
Δπεηδή x > 0, ε κέζε ηαρχηεηα ηνπ καξαζσλνδξφκνπ 
ήηαλ 20 km/h. 
 
 3   ΢ε έλα ειεθηξηθφ θχθισκα δχν αληηζηάηεο πνπ 
ζπλδένληαη παξάιιεια έρνπλ αληηζηάζεηο αληίζηνηρα 
4Χ θαη 9Χ κεγαιχηεξεο απφ ηελ νιηθή ηνπο αληίζηαζε. 
Να βξεζεί ε νιηθή αληίζηαζε ηνπ θπθιψκαηνο. 
 

΢εκείσζε: Απφ ηε Φπζηθή είλαη γλσζηφ φηη, αλ δχν 
αληηζηάηεο πνπ έρνπλ αληηζηάζεηο R1, R2 ζπλδεζνχλ 

παξάιιεια, ηφηε ε νιηθή ηνπο αληίζηαζε Roι δίλεηαη  
 

απφ ηνλ ηχπν  

 
Λχζε 
Αλ ε νιηθή αληίζηαζε είλαη x Χ, ηφηε νη δχν αληηζηάζεηο 
ηνπ θπθιψκαηνο ζα είλαη (x + 4) Χ  θαη  (x + 9) Χ. 

 
Άξα ηζρχεη 

 
                   (1) 

 
 

 
 
Οη φξνη ηεο εμίζσζεο νξίδνληαη, αθνχ x > 0. 
Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο κε ην 
Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηψλ πνπ είλαη x(x + 4)(x + 9) ≠ 0 
θαη ε εμίζσζε (1) γξάθεηαη 
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x(x + 4)(x + 9)            + x(x + 4)(x + 9)            = 

 
= x(x + 4)(x + 9)  
 

x(x + 9) + x(x + 4) = (x + 4)(x + 9) ή  

x
2
 + 9x + x

2
 + 4x = x

2
 + 4x + 9x + 36 ή x

2
 = 36 ή                .  

Άξα x = 6 ή x = -6. 
Απφ ηηο δχν ιχζεηο ηεο εμίζσζεο κφλν ε x = 6 είλαη 
ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Άξα ε νιηθή αληίζηαζε ηνπ 
θπθιψκαηνο είλαη 6 Χ. 
 

ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
 

α) Οη φξνη ηεο εμίζσζεο 
 

νξίδνληαη αλ x ≠ 0 θαη x ≠ 1.  
 
β) Ο αξηζκφο 0 είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο 

 
 
γ) Αλ απαιείςνπκε ηνπο παξνλνκαζηέο  

 

ηεο εμίζσζεο                      ηφηε απηή γξάθεηαη  
 

5x + 3 = 2. 
 

δ) Οη φξνη ηεο εμίζσζεο  

 
νξίδνληαη γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ  
x θαη ν αξηζκφο 0 είλαη ιχζε ηεο. 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

x + 4
  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

x + 9
  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

x
  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = ± 36

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

6

x - 1
 + 

 4 

x
 = 8

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

x + 1
 + 

 x 

x
 = 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 5 

x
 + 

 3 

x
2
 = 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3

x
2
 + 1

 = x

63 / 105-106 



 2  Αλ δηαηξέζνπκε έλαλ αξηζκφ x κε ηνλ αξηζκφ πνπ  
 

είλαη θαηά 2 κνλάδεο κεγαιχηεξνο βξίζθνπκε       .  
 
Πνηα απφ ηηο παξαθάησ εμηζψζεηο εθθξάδεη ηελ 
παξαπάλσ πξφηαζε; 
 
α)                             β) 
 
 
γ) δ) 
 

 

 3  H εμίζσζε                               έρεη σο ιχζε ηνλ αξηζκφ 
 

α) x = 1    β) x = -1    γ) x = 0  δ) x = 2 
 

 4  Έλαο καζεηήο γηα λα ιχζεη ηελ εμίζσζε                           
 
έθαλε απαινηθή παξνλνκαζηψλ θαη ιχλνληαο ηελ  
εμίζσζε 2x - 1 = 1 πνπ πξνέθπςε, βξήθε σο ιχζε  
ηνλ αξηζκφ x = 1. H απάληεζή ηνπ είλαη ζσζηή; 

 
 

 
 ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 

 1  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
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 2  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  

 
 
 
 
 
 
 
 3  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  

 
 
 
 
 
 4  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 

 
 
 
 
 
 

 5  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
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 6  Να ιχζεηε ηνπο ηχπνπο: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7  α) Να βξείηε δχν αληίζηξνθνπο αξηζκνχο πνπ έρνπλ  
 

άζξνηζκα  
 

β) Πνηνλ αξηζκφ πξέπεη λα πξνζζέζνπκε ζηνπο  
 

φξνπο ηνπ θιάζκαηνο      γηα λα βξνχκε ηνλ  
 

αξηζκφ       . 
 

γ) Να βξείηε δχν δηαδνρηθνχο άξηηνπο θπζηθνχο  
 

αξηζκνχο πνπ έρνπλ ιφγν  

 
 8  Σα έμνδα ελφο γεχκαηνο ήηαλ 84 €.  

Μεηαμχ ησλ αηφκσλ πνπ γεπκάηηζαλ  
ήηαλ θαη 3 παηδηά, νπφηε νη  
ππφινηπνη ελήιηθεο ζπκθψλεζαλ,  
πξνθεηκέλνπ λα θαιχςνπλ ηα έμνδα ησλ παηδηψλ, λα 
πιεξψζεη θαζέλαο 9 € παξαπάλσ απφ απηά πνπ 
έπξεπε λα πιεξψζεη. Πφζα ήηαλ ηα άηνκα πνπ 
γεπκάηηζαλ; 
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 9  Ο δηαρεηξηζηήο κηαο πνιπθαηνηθίαο  
αγφξαζε ππξνζβεζηήξεο γηα ηελ ππξα- 
ζθάιεηα ηνπ θηηξίνπ θαη έδσζε 240 €.  
Πξηλ απφ ιίγα ρξφληα, πνπ ε ηηκή θάζε  
ππξνζβεζηήξα ήηαλ 4 € κηθξφηεξε, κε ηα ίδηα 
ρξήκαηα ζα αγφξαδε 2 ππξνζβεζηήξεο πεξηζζφηε-
ξνπο. Να βξείηε πφζνπο ππξνζβεζηήξεο αγφξαζε. 

  

 10  Αλακεηγλχνπκε 12 gr ελφο δηαιχκαηνο Α κε 15 gr 

ελφο δηαιχκαηνο Β θαη ζρεκαηίδνπκε 25 cm
3
 ελφο 

δηαιχκαηνο Γ. Να βξεζεί ε ππθλφηεηα ηνπ 
δηαιχκαηνο Α, αλ ε ππθλφηεηα ηνπ δηαιχκαηνο Β 

είλαη 0,2 gr/cm
3
 κηθξφηεξε. 

 

 11  Οη ππάιιεινη κηαο βηνηερλίαο έπξεπε λα 
ζπζθεπάζνπλ 120 πξντφληα κηαο παξαγγειίαο. 
Απνπζίαζαλ φκσο 2 ππάιιεινη, νπφηε θαζέλαο 
απφ ηνπο ππφινηπνπο ππαιιήινπο ππνρξεψζεθε 
λα ζπζθεπάζεη 3 πξντφληα παξαπάλσ γηα λα 
θαιπθζεί ε παξαγγειία. Να βξείηε πφζνη είλαη νη 
ππάιιεινη ηεο βηνηερλίαο. 

 

 12  Οη θίιαζινη κηαο νκάδαο ηαμηδεχνληαο  
κε έλα πνχικαλ έπξεπε λα δηαλχ- 
ζνπλ κηα απφζηαζε 210 km γηα λα 
δνπλ ηελ αγαπεκέλε ηνπο νκάδα.  
Τπνιφγηδαλ λα θηάζνπλ ζηνλ  
πξννξηζκφ ηνπο κηζή ψξα πξηλ  
απφ ηελ έλαξμε ηνπ αγψλα. Ο  
νδεγφο φκσο, ιφγσ νιηζζεξφηεηαο ηνπ δξφκνπ,  
κείσζε ηε κέζε ηαρχηεηα θαηά 10 km/h θαη έηζη 
έθηαζαλ ζην γήπεδν αθξηβψο ηελ ψξα πνπ άξρηδε 
ν αγψλαο. Να βξείηε ηε κέζε ηαρχηεηα κε ηελ νπνία 
δηήλπζαλ ηειηθά ηελ απφζηαζε. 
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ΔΝΑ ΘΔΜΑ ΑΠΟ ΣΖΝ Η΢ΣΟΡΗΑ  

ΣΧΝ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ 

 
H ρξπζή ηνκή 
 

Πψο κπνξνχκε λα ρσξίζνπκε έλα επζχγξακκν ηκήκα 
ζε δχν άληζα κέξε, έηζη ψζηε ην απνηέιεζκα πνπ ζα 
πξνθχςεη απφ απηφλ ηνλ ρσξηζκφ λα δεκηνπξγεί κηα 
αίζζεζε αξκνλίαο; 
Ζ θαηαζθεπή ησλ δπν δηαδσκάησλ ζην ζέαηξν ηεο 
Δπηδαχξνπ (ηέινο ηνπ 4νπ αηψλα π.Υ.) δείρλεη πψο 
έιπζαλ ην πξφβιεκα απηφ νη αξραίνη Έιιελεο. Σα 
ζθαιηά ηνπ ζεάηξνπ έρνπλ ρσξηζηεί ζε δχν άληζα κέξε 
κε ηέηνην ηξφπν, πνπ ην αηζζεηηθφ απνηέιεζκα είλαη 
επράξηζην ζην κάηη. Γηα λα θαηαιάβεηε κε πνηνλ ηξφπν 
ην πέηπραλ: 
 

α) Τπνινγίζηε ηνπο ιφγνπο ησλ ζθαιηψλ        
 
 
 
Ση παξαηεξείηε; 
Ο ρσξηζκφο έρεη γίλεη κε ηπραίν ηξφπν; Σν πξφβιεκα 
απηφ δηαηππψλεηαη σο εμήο: 
«Να ρσξηζηεί έλα επζχγξακκν ηκήκα AB = ι ζε δχν 
άληζα κέξε ΑΣ θαη ΣΒ, ψζηε ν ιφγνο νιφθιεξνπ πξνο 
ην κεγαιχηεξν κέξνο λα είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ 
κεγαιχηεξνπ πξνο ην ππφινηπν ηκήκα». 
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β) Να δείμεηε φηη ε ιχζε ηνπ 
πξνβιήκαηνο απηνχ αλάγεηαη 
ζηελ επίιπζε ηεο θιαζκαηηθήο  
 
εμίζσζεο  

 
 

 
γ) Να ιχζεηε ηελ θιαζκαηηθή 
εμίζσζε (1) θαη λα ππνινγίζεηε 
ην x σο ζπλάξηεζε ηνπ ι. 

 

δ) Να απνδείμεηε φηη ν ιφγνο                είλαη ίζνο κε  

 
 
Ο αξηζκφο 1,618...  

νλνκάδεηαη ιόγνο ηεο  
ρξπζήο ηνκήο θαη  
ζπκβνιίδεηαη δηεζλψο  
κε ην γξάκκα θ πξνο  
ηηκή ηνπ γιχπηε Φεηδία. Οη αξραίνη Έιιελεο είραλ 
δηαπηζηψζεη φηη, φπνπ  
εκθαλίδεηαη ν ιφγνο ηεο 
ρξπζήο ηνκήο, δεκηνπξγείηαη κηα αίζζεζε αξκνλίαο. 
Σν νξζνγψλην ηνπ νπνίνπ νη δηαζηάζεηο έρνπλ ιφγν θ, 
ιέγεηαη «ρξπζφ νξζνγψλην» θαη ην ζπλαληάκε ζπρλά 
ζηελ αξρηηεθηνληθή θαη ηε δσγξαθηθή. 
Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηειεί ν Παξζελψλαο,  
 

νη δηαζηάζεηο ηνπ νπνίνπ έρνπλ ιφγν 
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 2.5    Αληζφηεηεο - Αληζψζεηο κε έλαλ άγλσζην 
 

 Θπκάκαη πώο νξίδεηαη ε δηάηαμε κεηαμύ  

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 Μαζαίλω λα απνδεηθλύω θαη λα  

ρξεζηκνπνηώ ηηο ηδηόηεηεο ηεο δηάηαμεο. 
 Θπκάκαη πώο ιύλνληαη νη αληζώζεηο πξώηνπ  

βαζκνύ κε έλαλ άγλωζην. 
 

 Α  Γηάηαμε πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 
 

Γλσξίδνπκε φηη θάζε πξαγκαηηθφο αξηζκφο 
παξηζηάλεηαη κε έλα ζεκείν ελφο άμνλα. Αλ ζηνλ άμνλα 
έρνπκε δχν νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, 
ηφηε κεγαιχηεξνο είλαη εθείλνο πνπ βξίζθεηαη δεμηφηεξα 
π.ρ. -2 > -4,     -3 < 2,      π >      . 

  
 
 

Γχν ή πεξηζζφηεξνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί πνπ έρνπλ 

παξαζηαζεί κε ζεκεία ελφο άμνλα είλαη δηαηεηαγκέλνη, 
νπφηε κπνξνχκε λα ηνπο ζπγθξίλνπκε. 
Δπνκέλσο: 
 Κάζε ζεηηθφο αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο  

απφ ην κεδέλ. 
 Κάζε αξλεηηθφο αξηζκφο είλαη κηθξφηεξνο  

απφ ην κεδέλ. 
 Κάζε ζεηηθφο αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο  

απφ θάζε αξλεηηθφ αξηζκφ. 
 

Πψο φκσο ζα ζπγθξίλνπκε δχν νπνηνπζδήπνηε 
πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο πνπ δελ έρνπλ παξαζηαζεί κε 
ζεκεία ελφο άμνλα; 
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Αλ πάξνπκε δχν αξηζκνχο, π.ρ. ηνπο 5 θαη 3, γηα ηνπο 
νπνίνπο ηζρχεη 5 > 3, παξαηεξνχκε φηη έρνπλ δηαθνξά 
έλα ζεηηθφ αξηζκφ, αθνχ 5 - 3 = 2 > 0. 
Οκνίσο, νη αξηζκνί -2 θαη -4, γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  
-2 > -4, παξαηεξνχκε φηη έρνπλ δηαθνξά έλα ζεηηθφ 
αξηζκφ, αθνχ (-2) - (-4) = -2 + 4 = 2 > 0. 
Αληίζεηα, νη αξηζκνί 3 θαη 5 ή -4 θαη  -2, γηα ηνπο νπνίνπο 
ηζρχεη 3 < 5 θαη -4 < -2, παξαηεξνχκε φηη έρνπλ δηαθνξά 
έλαλ αξλεηηθφ αξηζκφ, αθνχ 3 - 5 = - 2 < 0 θαη  
(-4) - (-2) = -4 + 2 = -2 < 0. Γεληθά ηζρχεη: 
 

  Αλ α > β ηφηε α - β > 0...  

ελψ 
 

   Αλ α < β ηφηε α - β < 0...  

 

Γηα λα ζπγθξίλνπκε ινηπφλ δχν πξαγκαηηθνχο αξηζ-
κνχο α θαη β, πνπ δελ έρνπλ παξαζηαζεί κε ζεκεία ελφο 
άμνλα, βξίζθνπκε ηε δηαθνξά ηνπο α - β θαη εμεηάδνπκε 
αλ είλαη ζεηηθή ή αξλεηηθή ή κεδέλ. 
 

 Αλ α - β > 0 ηφηε α > β 

 Αλ α - β < 0 ηφηε α < β 

 Αλ α - β = 0 ηφηε α = β 
 

 Β  Ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

Αθνχ δηαηάμεηε ηνπο αξηζκνχο 0, 8, -2, 4, -5, ηφηε: 
1. Να δηαηάμεηε θαη ηνπο αξηζκνχο πνπ πξνθχπηνπλ, αλ  

ζε θαζέλαλ απφ ηνπο παξαπάλσ αξηζκνχο  
πξνζζέζεηε ηνλ αξηζκφ 3 

 

71 / 111 



2. Να δηαηάμεηε θαη ηνπο αξηζκνχο πνπ πξνθχπηνπλ, αλ 
i) αθαηξέζεηε ηνλ αξηζκφ 3 
ii) πνιιαπιαζηάζεηε κε ηνλ αξηζκφ 2 
iii) πνιιαπιαζηάζεηε κε ηνλ αξηζκφ -2 

΢ε πνηα απφ ηηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο ε θνξά 
ησλ αληζνηήησλ δηαηεξείηαη θαη ζε πνηα αιιάδεη; 

 

O νξηζκφο ηεο δηάηαμεο κεηαμχ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 
ρξεζηκνπνηείηαη θαη γηα ηελ απφδεημε ησλ ηδηνηήησλ ηεο 
δηάηαμεο. Οη ηδηφηεηεο απηέο είλαη: 

α) Αλ θαη ζηα δύν κέιε κηαο αληζόηεηαο πξνζζέζνπκε 

ή αθαηξέζνπκε ηνλ ίδην αξηζκό, ηόηε πξνθύπηεη 
αληζόηεηα κε ηελ ίδηα θνξά. 
Π.ρ. είλαη 8 > 4, νπφηε 8 + 3 > 4 + 3 θαη 8 - 3 > 4 - 3. 
Γεληθά ηζρχεη: 

 

Αλ α > β ηφηε α + γ > β + γ  θαη   α - γ > β - γ 

 

Απφδεημε 
 Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηνπο αξηζκνχο α + γ θαη β + γ, 

βξίζθνπκε ηε δηαθνξά ηνπο θαη εμεηάδνπκε αλ είλαη 
ζεηηθή ή αξλεηηθή ή κεδέλ. Έηζη έρνπκε: 
(α + γ) - (β + γ) = α + γ - β - γ = α - β. Δίλαη φκσο α > β, 
νπφηε α - β > 0. Γειαδή ε δηαθνξά (α + γ) - (β + γ) είλαη 
ζεηηθφο αξηζκφο, νπφηε α + γ > β + γ. 
 Με αλάινγν ηξφπν απνδεηθλχνπκε θαη α - γ > β - γ. 
 
β) Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ή δηαηξέζνπκε θαη ηα δχν 

κέιε κηαο αληζφηεηαο κε ηνλ ίδην ζεηηθφ αξηζκφ, ηφηε 
πξνθχπηεη αληζφηεηα κε ηελ ίδηα θνξά. 
Π.ρ. είλαη 8 > 4, νπφηε 8  2 > 4  2  

 

θαη               . Γεληθά ηζρχεη: 
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 β 
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 α 

γ
 < 

 β 

γ

 

Αλ α > β θαη γ > 0 ηφηε αγ > βγ θαη  
 

 

Απφδεημε 
 Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηνπο αξηζκνχο αγ θαη βγ,  

βξίζθνπκε ηε δηαθνξά ηνπο θαη εμεηάδνπκε αλ είλαη 
ζεηηθή ή αξλεηηθή ή κεδέλ. Έηζη έρνπκε  
αγ - βγ = γ(α - β)   (1).  
Δίλαη φκσο γ > 0 θαη α - β > 0, αθνχ α > β. Άξα νη 
αξηζκνί γ θαη α - β είλαη ζεηηθνί, νπφηε έρνπλ γηλφκελν 
ζεηηθφ, δειαδή γ(α - β) > 0. Απφ ηελ ηζφηεηα (1) 
έρνπκε φηη ε δηαθνξά αγ - βγ είλαη ζεηηθφο αξηζκφο, 
νπφηε αγ > βγ. 

 Με αλάινγν ηξφπν απνδεηθλχνπκε θαη 
 

γ) Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ή δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν 

κέιε κηαο αληζόηεηαο κε ηνλ ίδην αξλεηηθό αξηζκό, 
ηόηε πξνθύπηεη αληζόηεηα κε αληίζεηε θνξά. 
Π.ρ. είλαη 8 > 4, νπφηε  8  (-2) < 4  (-2) θαη  -8- < -4. 
Γεληθά απνδεηθλχεηαη φηη: 

 

 

Αλ α > β θαη γ < 0 ηφηε αγ < βγ  θαη     
 

 

δ) Αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε δύν ή πεξηζζόηεξεο 

αληζόηεηεο πνπ έρνπλ ηελ ίδηα θνξά, ηόηε 
πξνθύπηεη αληζόηεηα κε ηελ ίδηα θνξά. 
Π.ρ. είλαη 3 > 2 θαη 7 > 4, νπφηε 3 + 7 > 2 + 4.  
Γεληθά απνδεηθλχεηαη φηη: 

 

   Αλ α > β θαη γ > δ ηφηε α + γ > β + δ... 
 

Απφ ηηο πξνεγνχκελεο ηδηφηεηεο πξνθχπηεη θαη ε 

κεηαβαηηθή ηδηόηεηα: 
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Αλ α > β θαη β > γ ηφηε α > γ 

 

Π.ρ. είλαη 3 > 1 θαη 1 > -2,5 νπφηε 3 > -2,5. 
 

ε) Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε δύν ή 

πεξηζζόηεξεο αληζόηεηεο πνπ έρνπλ ηελ ίδηα θνξά 
θαη ζεηηθά κέιε, ηόηε πξνθύπηεη αληζόηεηα κε ηελ 
ίδηα θνξά. 
Π.ρ. είλαη 3 > 2 > 0 θαη 7 > 4 > 0, νπφηε 3  7 > 2  4.  
Γεληθά ηζρχεη: 

 

Αλ α, β, γ, δ ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε  
α > β θαη γ > δ ηφηε αγ > βδ 

 

Απφδεημε 
Δίλαη α > β θαη γ > 0, νπφηε ζχκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα (β) 
έρνπκε αγ > βγ (1) 
Δίλαη γ > δ θαη β > 0, νπφηε γηα ηνλ ίδην ιφγν έρνπκε  
βγ > βδ (2) 
Απφ ηηο αληζφηεηεο (1), (2) θαη ζχκθσλα κε ηε 
κεηαβαηηθή ηδηφηεηα έρνπκε αγ > βδ. 
 

Παξαηεξήζεηο: 
1) Τπελζπκίδνπκε φηη ην ηεηξάγσλν θάζε πξαγκαηηθνχ 

αξηζκνχ α είλαη κε αξλεηηθφο αξηζκφο, δειαδή ηζρχεη 

α
2
 ≥ 0 

Δπνκέλσο: 

Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β ηζρύεη  

α
2
 + β

2
 = 0, ηόηε α = 0 θαη β = 0. 

2) Γελ επηηξέπεηαη λα αθαηξνχκε ή λα δηαηξνχκε 
αληζφηεηεο θαηά κέιε, γηαηί είλαη δπλαηφ λα 
νδεγεζνχκε ζε ιαλζαζκέλν ζπκπέξαζκα. 
Πξάγκαηη, αλ αθαηξέζνπκε ή δηαηξέζνπκε θαηά κέιε  
 

74 / 112 



Απαιείθνπκε ηνπο 
παξνλνκαζηέο. 

Κάλνπκε ηηο πξάμεηο θαη 
βγάδνπκε ηηο παξελζέζεηο 

Υσξίδνπκε γλσζηνχο απφ 
αγλψζηνπο (πξνζζέηνληαο 
θαη ζηα δχν κέιε ηνλ ίδην 
αξηζκφ, ιδιόηηηα α). 

 

ηηο αληζφηεηεο               , ηφηε θαηαιήγνπκε ζηηο  
 
αληζφηεηεο 3 > 3 ή 2 > 4, πνπ δελ ηζρχνπλ. 
 

 Γ  Αληζψζεηο πξψηνπ βαζκνχ κ’ έλαλ άγλσζην 
 

Οη ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο ρξεζηκνπνηνχληαη θαη γηα ηελ 
επίιπζε αληζψζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ζέινπκε λα  
 

επηιχζνπκε ηελ αλίζσζε                             πνπ είλαη  
 

πξψηνπ βαζκνχ κε έλαλ άγλσζην, εξγαδφκαζηε σο 
εμήο: 

 
 

 
 
 
 
  
 
 
 
 

 
 
4x - 6x  > 3 + 2 

 - 2x > 5 
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4   x - 4   
3x + 1

2
 > 4   

 3 

4
    

Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα 
δχν κέιε ηεο αλίζσζεο κε 
ην Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκα-
ζηψλ. (΢ην παξάδεηγκα 
έρνπκε Δ.Κ.Π. = 4> 0, νπφηε 
ε θνξά ηεο αλίζσζεο δελ 
αιιάδεη, ιδιόηηηα β), 

4x - 2(3x + 1) > 3 

4x - 6x - 2 > 3 

Κάλνπκε αλαγσγή νκνίσλ 
φξσλ. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 
 1  Πνηεο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο πξέπεη λα εθαξκφζνπ-

κε ζηελ αληζφηεηα α > 4 γηα λα απνδείμνπκε ηηο 
παξαθάησ αληζφηεηεο; 

 

α) -3α + 2 < -10                            γ) -2(α + 2) < -12 
 

 
 

Λχζε  
 

α)  
α > 4 (πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν 

 κέιε ηεο αληζφηεηαο κε -3) 
-3α < -12  (πξνζζέηνπκε θαη ζηα δχν κέιε 

 ηεο αληζφηεηαο ην 2) 
-3α + 2 < -12 + 2 
-3α + 2 < -10 

 

β)  (πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δπν 
α > 4   

 κέιε ηεο αληζφηεηαο κε      ) 

 
 (αθαηξνχκε θαη απφ ηα δπν κέιε 
 ηεο αλίζσζεο ην 1) 
 
 

                           νπφηε  
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4
 - 1 > 5 - 1

Γηαηξνχκε θαη ηα δχν κέιε 
ηεο αλίζσζεο κε ην ζπληε-
ιεζηή ηνπ αγλψζηνπ. (΢ην 
παξάδεηγκα ν ζπληειεζηήο 
είλαη -2 < 0 θαη γη’ απηφ αι-
ιάδεη ε θνξά ηεο αλίζσζεο, 
ιδιόηηηα γ). 
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γ) α > 4  (πξνζζέηνπκε θαη ζηα δπν κέιε  
 ηεο αλίζσζεο ην 2) 
α + 2 > 4 + 2 
α + 2 > 6  (πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δπν 
 κέιε ηεο αλίζσζεο κε ην -2) 
-2(α + 2) < -2  6 
-2(α + 2) < -12 
 
 2  Γηα ηηο δηαζηάζεηο α, β ελφο νξζνγσλίνπ ηζρχνπλ 
 4 ≤ α ≤ 6    θαη      2,5 ≤ β ≤ 4,5.  
 Πνηεο ηηκέο κπνξεί λα πάξεη 
 α) ε πεξίκεηξνο ηνπ νξζνγσλίνπ;  
 β) ην εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ;  
 
Λχζε  
 

α) Ζ πεξίκεηξνο ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη Π = 2α + 2β. 
Πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε ησλ αληζνηήησλ  

 

κε ην 2, νπφηε έρνπκε 

 
Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο ηειεπηαίεο αληζφηεηεο θαη 
έρνπκε 

 

8 + 5 ≤ 2α + 2β ≤ 12 + 9 ή 13 ≤ 2α + 2β ≤ 21 ή 13 ≤ Π ≤ 21. 
 

Άξα νη ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ε πεξίκεηξνο ηνπ 
νξζνγσλίνπ είλαη απφ 13 έσο θαη 21. 
 

β) Σν εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη Δ = αβ.  
 
Οη αληζφηεηεο                               έρνπλ ηελ ίδηα θνξά  
 

θαη ζεηηθά κέιε, νπφηε πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε  
έρνπκε 4  2,5 ≤ αβ ≤ 6  4,5 ή 10 ≤ αβ ≤ 27 ή 10 ≤ Δ ≤ 27.  
Άξα νη ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ην εκβαδφλ ηνπ 
νξζνγσλίνπ είλαη απφ 10 έσο θαη 27. 

β 

α 

≤ ≤ 

≤ ≤ 
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 3  Γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο x, y, λα 

απνδεηρηεί φηη ηζρχεη x
2
 + y

2
 ≥ 2xy. Πφηε ηζρχεη ε 

ηζφηεηα; 
 

Λχζε  
 

Γηα λα απνδείμνπκε φηη x
2
 + y

2
 ≥ 2xy, αξθεί λα απνδεί-

μνπκε φηη ε δηαθνξά ηνπο είλαη κεγαιχηεξε ή ίζε ηνπ 

κεδελφο, δειαδή x
2
 + y

2
 - 2xy ≥ 0 ή (x  - y)

2
 ≥ 0.  

H ηειεπηαία ζρέζε είλαη αιεζήο, αθνχ ην ηεηξάγσλν 
θάζε αξηζκνχ είλαη κε αξλεηηθφο αξηζκφο. 

Ζ ηζφηεηα ηζρχεη φηαλ (x - y)
2
 = 0, νπφηε x - y = 0  

δειαδή x = y. 
 

 4  Οη καζεηέο κηαο ηάμεο πξνθεηκέλνπ λα πάλε κηα 
εθδξνκή δήηεζαλ πξνζθνξά απφ δχν πξαθηνξεία.  
– Σν πξψην πξαθηνξείν δήηεζε 15 επξψ γηα θάζε 
καζεηή θαη εθφζνλ νη καζεηέο ήηαλ πάλσ απφ 25 ζα 

έθαλε θαη έθπησζε 10%.                                               
– Σν δεχηεξν πξαθηνξείν δήηεζε 12 επξψ γηα θάζε 
καζεηή θαη 45 επξψ γηα ηα δηάθνξα έμνδα (δηφδηα, 
λαχια θεξηκπφη θ.η.ι.)                                                
Αλ νη καζεηέο πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ εθδξνκή είλαη 
πεξηζζφηεξνη απφ 25, πνην πξαθηνξείν έθαλε ηελ 
θαιχηεξε πξνζθνξά; 

 

Λχζε  
 

Τπνζέηνπκε φηη νη καζεηέο πνπ ηειηθά ζπκκεηέρνπλ 
ζηελ εθδξνκή είλαη x, φπνπ x > 25. 
΢ην πξψην πξαθηνξείν πξέπεη λα πιεξψζνπλ  
 

επξψ, ελψ ζην δεχηεξν  
 

πξαθηνξείν πξέπεη λα πιεξψζνπλ 12x + 45 επξψ. 
Γηα λα είλαη θαιχηεξε ε πξνζθνξά ηνπ πξψηνπ 
πξαθηνξείνπ, πξέπεη λα ηζρχεη 
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< 12x + 45 ή 30x - 3x - 24x < 90 ή  3x < 90 ή  
 

x < 30.  
 

Δπνκέλσο αλ νη καζεηέο είλαη πεξηζζφηεξνη απφ 25 θαη 
ιηγφηεξνη απφ 30, ηφηε ηελ θαιχηεξε πξνζθνξά έθαλε 
ην πξψην πξαθηνξείν, ελψ αλ νη καζεηέο είλαη πεξηζ-
ζφηεξνη απφ 30, ηελ θαιχηεξε πξνζθνξά έθαλε ην 
δεχηεξν πξαθηνξείν. Αλ νη καζεηέο είλαη 30, ηφηε νη 
πξνζθνξέο ησλ δχν πξαθηνξείσλ είλαη ίδηεο. 
 

 
 

 

ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο.  

 

α) Αλ α < 6, ηφηε α - 6 < 0.  
 

β) Αλ α > β, ηφηε -α < -β.  
 

γ) Αλ α < 0, ηφηε -α > 0.  
 

δ) Αλ -3x > -12, ηφηε x > 4. 
 

ε) Αλ                ηφηε x > y.  
 

ζη) Αλ x > 0, ηφηε x + 5 > 0. 
 

δ) Αλ α > 6 θαη β > -4, ηφηε α + β > 2. 
 

ε) Αλ x > 2 θαη y > 3, ηφηε xy > 6. 
 
 2  Να ζπκπιεξψζεηε ηα θελά κ’ έλα απφ ηα ζχκβνια 

>, <, ≥ , ≤, ψζηε λα πξνθχςνπλ αιεζείο πξνηάζεηο. 
 

α) Αλ α > 3, ηφηε α - 3 ... 0   
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β) Αλ α < β θαη β < γ, ηφηε α ... γ 
 

γ) Αλ α > 0 θαη β < 0, ηφηε       ... 0 
 

δ) Αλ γ < 0 θαη αγ < βγ, ηφηε α ... β 

ε) Αλ α ≠ 0, ηφηε α
2
 ... 0  

ζη) Αλ α < 0 θαη β < 0, ηφηε α + β ... 0 
 
 3  Πνηεο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο ρξεζηκνπνηνχκε, ψζηε 

απφ ηελ αλίζσζε 3x - 4 < 7 λα γξάςνπκε 3x < 7 + 4  
 

θαη απφ ηελ αλίζσζε 3x < 11 λα γξάςνπκε  
 
 4  Με πνηεο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο απφ ηελ αληζφηεηα  

x > 3 πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ αληζφηεηεο; 

α) x + 4 > 7   β) x - 2 > 1   γ) 5x > 15   δ) -6x < -18 
 
 5  Αλ α > 12 θαη β > 3, ηφηε πνηεο απφ ηηο παξαθάησ 

αληζφηεηεο πξνθχπηνπλ απφ ηηο ηδηφηεηεο ηεο 
δηάηαμεο; 

α) α + β > 15    β) α - β > 9    γ) αβ > 36    δ)          

 
 6  Έλαο καζεηήο γλσξίδεη φηη γηα λα είλαη              , αξθεί  
 

λα ηζρχεη αδ = βγ. Βαζηδφκελνο ζ’ απηφ ζθέθηεθε φηη  
 

γηα λα ηζρχεη                αξθεί λα απνδείμεη φηη αδ > βγ. 
 

Ζ ζθέςε πνπ έθαλε είλαη ζσζηή; 
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        ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 
 1  Αλ ηζρχεη 3(α - β) > 2(α + β), ηφηε λα απνδείμεηε φηη  

α > 5β. 
 
 2  Πνηεο ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο πξέπεη λα εθαξκφζνπ-

κε ζηελ αληζφηεηα x > -6 γηα λα απνδείμνπκε ηηο 
παξαθάησ αληζφηεηεο; 

α) -5x - 30 < 0      β) 3x + 18 > 0      γ) 2(x + 4) > - 4 
  
 3  Αλ 2 < α < 6, λα βξείηε κεηαμχ πνηψλ αξηζκψλ 

βξίζθνληαη νη αξηζκνί  

α) α - 2                 β) 2α - 5               γ) 1 - 3α 
 
 4  Αλ α < β, ηφηε λα απνδείμεηε φηη 

α) 5α - 3 < 5β - 3       β) -2α + 4 > -2β + 4    
 

γ)                              δ) 
 
 5  Αλ 1 < x < 3 θαη 2 < y < 5, λα απνδείμεηε φηη: 

α) 3 < x + y < 8    β) 4 < 2x + y < 11   γ) -4 < x - y < 1 
 
 6  Αλ x > 2 θαη y > 3, ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 

α) xy > 6      β) (x - 2)(y - 3) > 0     γ) (x + 2)y > 12 
 
 7  Αλ α, β ζεηηθνί αξηζκνί κε α > β, ηφηε λα απνδείμεηε 

φηη α
2
 > β

2
. 

 

 8  Να απνδείμεηε φηη:  

α) Αλ α > 1, ηφηε α
2
 > α    β) Αλ x > 2, ηφηε x

3
 > 2x

2
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 9  Αλ α > β θαη α, β νκφζεκνη, ηφηε λα απνδείμεηε φηη   
 
 
 
 10. Αλ x > 3 θαη y < 2, ηφηε λα απνδείμεηε φηη: 

α) (x - 3)(y - 2) < 0      β) xy + 6 < 2x + 3y 
 
 11. Γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο x, y, λα 
απνδείμεηε φηη: 

α) x
2
 + 1 > 2x      β) (x + y)

2
 > 4xy     γ) x

2
 + y

2
 + 1 > 2y 

΢ε θάζε πεξίπησζε λα βξείηε πφηε ηζρχεη ε ηζφηεηα 
 
 12. Να απνδείμεηε φηη: 
 

α) Αλ x > 0, ηφηε  
 

 

β) Αλ x < 0, ηφηε  
 
 13. Να βξείηε ην θπζηθφ αξηζκφ πνπ είλαη κεηαμχ ησλ 

αξηζκψλ 114 θαη 135 θαη ν νπνίνο, φηαλ δηαηξεζεί κε 
ην 15, δίλεη ππφινηπν 6. 

 
 14. Ζ ηηκή ελφο παληεινληνχ θπκαίλεηαη απφ 30 έσο 35 

€ θαη κηαο κπινχδαο απφ 22 έσο 25 €. Αλ θάπνηνο 
ζέιεη λ’ αγνξάζεη 2 παληειφληα θαη 3 κπινχδεο, ηφηε 
κεηαμχ πνησλ πνζψλ ζα θπκαίλνληαη ηα ρξήκαηα 
πνπ πξέπεη λα πιεξψζεη; 

 
 15. Μ’ έλα πνχικαλ ηαμηδεχνπλ 51  

άηνκα (ν νδεγφο θαη 50επηβάηεο).  
Αλ ην βάξνο θάζε αηφκνπ θπκαί- 
λεηαη κεηαμχ 60 kg θαη 100 kg, νη  
απνζθεπέο θάζε επηβάηε δπγίδνπλ  
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ζη) 1 - 
 1 

2
x + 

 2 

3
 < 

x + 4

6

απφ 4 kg έσο θαη 15 kg θαη ην πνχικαλ έρεη 
απφβαξν 13,25 t, ηφηε λα εθηηκήζεηε ην ζπλνιηθφ 
βάξνο ηνπ πνχικαλ. Δίλαη δπλαηφλ ην πνχικαλ λα 
δηαζρίζεη κηα γέθπξα επαξρηαθνχ δξφκνπ πνπ ην 
αλψηαην επηηξεπφκελν βάξνο δηέιεπζεο είλαη 20 t; 

 
 16. Να ιχζεηε ηηο αληζψζεηο:  

α) 11 - 3x < 7x + 1          β) 2x - 9 > 5x + 6 

 
γ) 4(3x - 5) > 3(4x + 5)    δ) 

 
ε)                                  ζη) 

 
 

 17. Να βξείηε ηηο θνηλέο ιχζεηο ησλ αληζψζεσλ: 

 
α)                                  β) 

 

 
γ) 

 
 
 18. Να βξείηε ζεηηθφ αθέξαην αξηζκφ x, ψζηε  
 
                           θαη  
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6
 - x < 
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          ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 2νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 

 
 
 1  Αλ α ≠ β, λα ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
 

α) (x + α)
2
 - (x + β)

2
 = β

2
 - α

2
 

 
 2  ΢ην παξαθάησ ζρήκα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΓΓ είλαη 

νξζνγψληα. Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ x, y. 

 

 

 
 
 3  To γηλφκελν δχν ζεηηθψλ δηαδνρηθψλ αθεξαίσλ 

αξηζκψλ, αλ δηαηξεζεί κε ην άζξνηζκά ηνπο, δίλεη 
πειίθν 7 θαη ππφινηπν 23. Να βξείηε ηνπο αξηζκνχο. 

 

 4  Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  
α ≠ 0. 

 
 
 
 

 5  Αλ κηα ιχζε ηεο εμίζσζεο x
2
 + (ι - 5)x + ι = 0 είλαη ν 

αξηζκφο 1, λα βξείηε ηελ άιιε ιχζε. 
 

 6  Γίλεηαη ην πνιπψλπκν Ρ(x) = x
3
 + 3x

2
 - 13x - 15. Να 

ιχζεηε ηελ εμίζσζε Ρ(x) = 0, αλ είλαη γλσζηφ φηη ην  
x - 3 είλαη παξάγνληαο ηνπ πνιπσλχκνπ Ρ(x). 
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 7  Να βξείηε δχν δηαδνρηθνχο αθέξαηνπο αξηζκνχο, 
ηέηνηνπο ψζηε ην άζξνηζκα ησλ αληηζηξφθσλ ηνπο 
απμεκέλν θαηά ηνλ αληίζηξνθν ηνπ γηλνκέλνπ ηνπο 
λα είλαη ίζν κε 1. 

 
 8  Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο ελφο νηθνπέδνπ ζρήκαηνο 

νξζνγσλίνπ, αλ είλαη γλσζηφ φηη νη πιεπξέο ηνπ 
δηαθέξνπλ θαηά 2 m θαη ην εκβαδφλ ηνπ νηθνπέδνπ 

είλαη 399 m
2
. 

 
 9  Γίλεηαη νξζνγψλην ηξίγσλν  

ΑΒΓ (Α = 90°) θαη ην χςνο  

ηνπ ΑΓ. Αλ είλαη ΑΓ = x,  
ΒΓ = 2x + 9 θαη ΓΓ = 3, λα  
ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκφ x. 

 
 10  Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνχο (1 + α)(1 + β) θαη  

1 + α + β. 
  

 11  α) Να απνδείμεηε φηη (α - β)
2
 + (β - γ)

2
 + (γ - α)

2
 =  

= 2(α
2
 + β

2
 + γ

2
 - αβ - βγ - γα).  

β) Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β, γ ηζρχεη  

α
2
 + β

2
 + γ

2
 = αβ + βγ + γα, λα απνδείμεηε φηη  

α = β = γ. 
 

 12  Να απνδείμεηε φηη   
 

γηα θάζε ζεηηθφ αθέξαην λ. 
 
 13  Αλ α, β, γ είλαη ηα κήθε ησλ πιεπξψλ ηξηγψλνπ, λα 

απνδείμεηε φηη:  

α) α
2
 + β

2
 > γ

2
 - 2αβ           β) α

2
 + β

2
 < γ

2
 + 2αβ 

γ) α
2
 + β

2
 + γ

2
 < 2αβ + 2βγ + 2αγ 

A B 

Γ 
Γ 

2x + 9 
x 
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 14  Να δηαηάμεηε ηνπο ζεηηθνχο αξηζκνχο α, β, γ απφ ην 
κηθξφηεξν πξνο ην κεγαιχηεξν, αλ ηζρχεη 2007α = 
2008β = 2009γ. 

 

 15  Αλ α > 4, λα απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε  

(α + 1)x
2
 - (3α - 2)x + α + 1 = 0 έρεη δχν ιχζεηο άληζεο. 

 

 16  Να ππνινγίζεηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  
α, β, γ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε  

α
2
 + β

2
 + γ

2
 - 2α - 4β - 6γ + 14 = 0. (Γηαγωληζκόο 

Δ.Μ.Δ. 1995). 
 

 17  Να πξνζδηνξίζεηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο 

παξάζηαζεο Α = α
2
 - 10αβ + 27β

2
 - 8β + 8. Γηα πνηεο 

ηηκέο ησλ α, β ε παξάζηαζε Α γίλεηαη ειάρηζηε;  

(Γηαγωληζκόο Δ.Μ.Δ. 2001). 
 
 18   - Ο θαζεγεηήο: 

Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε 
 
 

- O καζεηήο:  
Κχξηε, απηή ε εμίζσζε νχηε κέρξη ην 2020 δε 
ιχλεηαη. Δζείο κπνξείηε λα ηε ιχζεηε; 

Υπόδειξη: Παπαηηπήζηε όηι 
 

θ.η.ι. 

 
 19   Να ιχζεηε ην ζηαπξφιεμν  
 
ΟΡΗΕΟΝΣΗΑ 

1. Δίλαη ε εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0. 

2. Οξίδεηαη κεηαμχ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 
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3. Ζ εμίζσζε απηή επαιεζεχεηαη γηα θάζε ηηκή ηνπ 
αγλψζηνπ. 

4. Ο αξηζκφο 2 είλαη ............ ηεο εμίζσζεο x
2
 - 5x + 6 = 0. 

5. Δίλαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο (x - 1)
2
 = 0. 

6. H επίιπζε κηαο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ γίλεηαη θαη κε 
.......................... ηεηξαγψλνπ. 
7. Ζ εμίζσζε απηή πεξηέρεη θιάζκα κε άγλσζην ζηνλ 
παξνλνκαζηή. 
 

ΚΑΘΔΣΑ 
1. Σν πξφζεκν ηεο θαζνξίδεη ην πιήζνο ησλ ιχζεσλ 
κηαο εμίζσζεο 2νπ βαζκνχ. 

2. Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 κε β

2
 - 4αγ > 0 έρεη 

.................... ιχζεηο. 
3. Ηδηφηεηα πνπ ηζρχεη θαη ζηε δηάηαμε πξαγκαηηθψλ 
αξηζκψλ. 
4. Ζ εμίζσζε αx + β = 0 κε α ≠ 0 έρεη .................. ιχζε. 
5. Λέγεηαη θαη ξίδα κηαο εμίζσζεο. 
6. Δίλαη ε εμίζσζε 0x = 7. 
 
 

       3         

   1          4  6 

  1              

     2           

    2            

                

      3          

              5  

     4     5      

                

 6               

                

7                
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ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΗΧ΢Ζ 
 2νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 
 
 

 1. ΔΞΗ΢Χ΢ΔΗ΢ ΠΡΧΣΟΤ ΒΑΘΜΟΤ - ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 Ζ γεληθή κνξθή κηαο εμίζσζεο πξψηνπ βαζκνχ κε 
έλαλ άγλσζην είλαη αx + β = 0 κε α ≠ 0, π.ρ. 3x + 18 = 0 

 Λύζε ή ξίδα κηαο εμίζσζεο είλαη ε ηηκή ηνπ αγλψζηνπ 
πνπ ηελ επαιεζεχεη. Π.ρ. ν αξηζκφο x = -6 είλαη ιχζε 
ηεο εμίζσζεο 3x + 18 = 0, αθνχ 3  (-6) + 18 = 0. 

 Η εμίζωζε αx + β = 0 
 

Σπκπεξάζκαηα από ηε ιύζε ηεο 
εμίζωζεο αx + β = 0 

Παξαδείγκαηα 

α ≠ 0 

έρεη κνλαδηθή ιχζε ηελ 
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4x + 3 = 0 ή 4x = -3  
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x = - 
 3 

4
 
 

α = 0 β ≠ 0 δελ έρεη ιχζε (αδχλαηε) 0x = 2 (αδχλαηε) 

 
 

β = 0 
έρεη ιχζε 

θάζε αξηζκφ (ηαπηφηεηα) 
0x = 0 (ηαπηφηεηα) 

 
 2. ΔΞΗ΢Χ΢ΔΗ΢ ΓΔΤΣΔΡΟΤ ΒΑΘΜΟΤ - ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 Ζ γεληθή κνξθή κηαο εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνχ κε 

έλαλ άγλσζην είλαη αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0,  

π.ρ. 2x
2
 - 5x + 3 = 0  κε α = 2, β = -5 θαη γ = 3 

 Η εμίζωζε x
2
 = α 

 
 
 
 
 

ή 
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Σπκπεξάζκαηα από ηε ιύζε ηεο 

εμίζωζεο x
2
 = α 

Παξαδείγκαηα 

α > 0 
έρεη δχν ιχζεηο 
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x
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 = 2 άξα  
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x = 2 ή x = - 2 
α < 0 δελ έρεη ιχζε (αδχλαηε) x

2
 = -4 (αδχλαηε) 

α = 0 
έρεη κία ιχζε ηε x = 0 

(δηπιή) 
x

2
 = 0 άξα x = 0  

(δηπιή ιχζε) 

 

 Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0 κε α ≠ 0 

 
 

Γ
ηα

θ
ξ

ίλ
ν

π
ζ

α
 Γ

 =
 β

2
 -

 4
α

γ
 Σπκπεξάζκαηα από ηε ιύζε ηεο εμίζωζεο 

αx
2
 + βρ + γ = 0 κε α ≠ 0 

Γ > 0 

έρεη δχν άληζεο ιχζεηο, ηηο 
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x = 
-β - Δ

2α  

Γ = 0 

 

έρεη κία δηπιή ιχζε, ηελ  
   

Γ < 0 δελ έρεη ιχζε (αδχλαηε) 

 

 Παξαγνληνπνίεζε ηξησλχκνπ: 

Αλ ξ1, ξ2 είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0  

κε α ≠ 0, ηφηε αx
2
 + βx + γ = α(x - ξ1)(x - ξ2) 

 
 

 3. ΚΛΑ΢ΜΑΣΗΚΔ΢ ΔΞΗ΢Χ΢ΔΗ΢ 
 

 Κιαζκαηηθή εμίζωζε νλνκάδεηαη ε εμίζσζε πνπ 
πεξηέρεη έλα ηνπιάρηζηνλ θιάζκα κε άγλσζην ζηνλ 
παξνλνκαζηή. 
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 Έλαο αξηζκφο πνπ κεδελίδεη θάπνηνλ παξνλνκαζηή 
κηαο θιαζκαηηθήο εμίζσζεο δελ κπνξεί λα είλαη ιχζε 
(ή ξίδα) ηεο. 

 
 4. ΑΝΗ΢ΟΣΖΣΔ΢ - ΑΝΗ΢Χ΢ΔΗ΢ ΠΡΧΣΟΤ ΒΑΘΜΟΤ ΜΔ 

ΔΝΑΝ ΑΓΝΧ΢ΣΟ 
 

Οξηζκόο δηάηαμεο:  
 

Αλ α - β > 0, ηφηε α > β 
Αλ α - β < 0, ηφηε α < β 
Αλ α - β = 0, ηφηε α = β 
 
Ηδηφηεηεο ηεο δηάηαμεο 
 

 Αλ α > β,   ηφηε   α + γ > β + γ θαη γ > β - γ 
 
 

 Αλ α > β θαη γ > 0, ηφηε αγ > βγ θαη 
 

 

 

 Αλ α > β θαη γ < 0, ηφηε αγ < βγ θαη 
  

 Αλ α > β θαη γ > δ, ηφηε α + γ > β + δ 

 Αλ α > β θαη β > γ, ηφηε α > γ  (Μεηαβαηηθή ηδηφηεηα) 

 Αλ α > β > 0 θαη γ > δ > 0, ηφηε  αγ > βδ 

 
Παξαηεξήζεηο: 

 Γηα θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ α ηζρχεη α
2
 ≥ 0. 

 Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β ηζρχεη  

α
2
 + β

2
 = 0, ηφηε α = β = 0 

 Γελ επηηξέπεηαη λα αθαηξνχκε ή λα δηαηξνχκε 
αληζφηεηεο θαηά κέιε. 
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Δζχ πνπ ηα μέξεηο φια, βξεο 
κνπ δχν αξηζκνχο πνπ έρνπλ 

άζξνηζκα 100 θαη δηαθνξά 40 

 
 

 

 

 

΢πνπδαία ηα 
ιάραλα. 

x + y = 100 
x - y = 40 

ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΑ 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3ν ΚΔΦΑΛΑΗΟ 

΢Τ΢ΣΖΜΑΣΑ 
ΓΡΑΜΜΗΚΧΝ 
ΔΞΗ΢Χ΢ΔΧΝ 

 
3.1 Ζ έλλνηα ηεο 
γξακκηθήο εμίζσζεο 
 
3.2 Ζ έλλνηα ηνπ γξακ-
κηθνχ ζπζηήκαηνο θαη 
ε γξαθηθή επίιπζή ηνπ 
 
3.3 Αιγεβξηθή επίιπζε 
γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο 
Γεληθέο αζθήζεηο 3νπ 
θεθαιαίνπ Δπαλάιεςε 
- Αλαθεθαιαίσζε 
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 3.1  Ζ έλλνηα ηεο γξακκηθήο εμίζσζεο 

 
 Μαζαίλω ηη νλνκάδεηαη γξακκηθή  

εμίζωζε κε δπν αγλώζηνπο θαη πώο 
παξηζηάλεηαη γξαθηθά. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

 
 

Αλ ζην δηπιάζην ελφο αξηζκνχ x πξνζζέζνπκε έλαλ  
αξηζκφ y, βξίζθνπκε άζξνηζκα 6. 
α) Να βξείηε πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηνπο αξηζκνχο x θαη y.  
β) Πνηα απφ ηα δεχγε (-1, 8), (0, 6), (-2, 7), (2, 2) (3, 0),   

(3, 5) επαιεζεχνπλ ηελ πξνεγνχκελε ζρέζε;  
γ) ΢’ έλα ζχζηεκα αμφλσλ λα παξαζηήζεηε κε ζεκεία 

φζα απφ ηα πξνεγνχκελα δεχγε επαιεζεχνπλ ηε 
ζρέζε. Με ηε βνήζεηα ελφο ράξαθα λα εμεηάζεηε αλ 
φια απηά ηα ζεκεία βξίζθνληαη πάλσ ζε κηα επζεία ε. 

δ) Πάλσ ζηελ επζεία ε λα πάξεηε έλα νπνηνδήπνηε 
ζεκείν Μ θαη λα εμεηάζεηε αλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 
επαιεζεχνπλ ηε ζρέζε. 

 

Ζ εμίζσζε αx + βy = γ 
 

Τπάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ ε επίιπζε ηνπο νδεγεί ζε 
εμίζσζε κε δχν αγλψζηνπο x, y θαη ε νπνία είλαη ηεο 
κνξθήο αx + βy = γ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε 2x + y = 6 είλαη ηεο κνξθήο 
απηήο, κε α = 2, β = 1 θαη γ = 6. Παξαηεξνχκε φηη γηα x = 
1 θαη y = 4 ε εμίζσζε 2x + y = 6 επαιεζεχεηαη, αθνχ  
2  1 + 4 = 6, ελψ γηα x = 3 θαη y = 5 δελ επαιεζεχεηαη, 
αθνχ 2  3 + 5 = 11 ≠ 6. Σν δεχγνο ησλ αξηζκψλ (1, 4) 
πνπ επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε 2x + y = 6, ιέκε φηη είλαη 

κία ιύζε ηεο. 
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Γεληθά 

Λχζε κηαο εμίζσζεο αx + βy = γ νλνκάδεηαη θάζε δεχγνο 
αξηζκψλ (x, y) πνπ ηελ επαιεζεχεη. 
 

Ζ εμίζσζε φκσο 2x + y = 6 δελ έρεη ιχζε κφλν ην 

δεχγνο (1, 4), αιιά έρεη άπεηξεο ιύζεηο. Πξάγκαηη, γηα 
νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ x κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε 
ηελ αληίζηνηρε ηηκή ηνπ y, ψζηε ην δεχγνο (x, y) λα είλαη 
ιχζε ηεο θαη έηζη λα ζρεκαηίζνπκε έλαλ πίλαθα ηηκψλ. 
 

Γηα x = -1 έρνπκε 2  (-1) + y = 6, νπφηε y = 8. 
Γηα x = 0 έρνπκε 2  0 + y = 6, νπφηε y = 6. 
Γηα x = 2 έρνπκε 2  2 + y = 6, νπφηε y = 2. 
Γηα x = 3 έρνπκε 2  3 + y = 6, νπφηε y = 0   θ.η.ι. 
 

Άξα ηα δεχγε   (-1, 8), (0, 
6), (2, 2), (3, 0), … είλαη 
ιχζεηο ηεο εμίζσζεο  
2x + y = 6. 

 
 
 

Αλ ζ’ έλα ζχζηεκα αμφ-
λσλ πξνζδηνξίζνπκε ηα 
ζεκεία πνπ θαζέλα έρεη 
ζπληεηαγκέλεο κηα ιχζε 
ηεο εμίζσζεο  
2x + y = 6, παξαηεξνχκε 
φηη απηά βξίζθνληαη ζε 
κηα επζεία ε. 

 
 

x -1 0 2 3 

y 8 6 2 0 

x 

y 

8 
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Αληηζηξφθσο, αλ πάξνπκε έλα νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο 
επζείαο ε, π.ρ. ην Μ(4, -2), παξαηεξνχκε φηη νη ζπλ-
ηεηαγκέλεο ηνπ επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε 2x + y = 6, 
αθνχ 2  4 + (-2) = 6. Άξα θάζε ζεκείν ηεο επζείαο ε έρεη 
ζπληεηαγκέλεο (x, y) πνπ είλαη ιχζε ηεο παξαπάλσ 
εμίζσζεο. 
΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ε εμίζσζε 2x + y = 6 
παξηζηάλεη ηελ επζεία ε θαη ζπκβνιίδεηαη ε: 2x + y = 6. 
 
Γεληθά 

 Αλ έλα ζεκείν αλήθεη ζε κηα επζεία, ηφηε νη ζπληεηαγ-
κέλεο ηνπ επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο. 

 Αλ νη ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ επαιεζεχνπλ ηελ 
εμίζσζε κηαο επζείαο, ηφηε ην ζεκείν αλήθεη ζηελ 
επζεία απηή. 

 

Δηδηθέο πεξηπηψζεηο 
 

Ζ εμίζσζε y = k. 
Αλ ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε  
0x + 2y = 6, πνπ είλαη ηεο  
κνξθήο αx + βy = γ κε α = 0,  
ηφηε κπνξνχκε λα δηαπηζηψ- 
ζνπκε φηη γηα νπνηαδήπνηε  
ηηκή ηνπ x έρνπκε y = 3.  
Γηα παξάδεηγκα, ηα δεχγε  
(-1, 3), (1, 3), (3, 3), θ.η.ι. είλαη ιχζεηο ηεο.  
Δπνκέλσο, ε εμίζσζε 0x + 2y = 6 παξηζηάλεη κηα επζεία 
ε ηεο νπνίαο φια ηα ζεκεία έρνπλ ηελ ίδηα ηεηαγκέλε  
y = 3 θαη ηεηκεκέλε νπνηνλδήπνηε αξηζκφ. Άξα ε ε είλαη 
κηα επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x πνπ ηέκλεη ηνλ 
άμνλα y΄y ζην ζεκείν (0, 3). ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε 
φηη ε επζεία ε έρεη εμίζσζε y = 3 
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Γεληθά 

H εμίζσζε y = k κε k ≠ 0 παξηζηάλεη κηα επζεία πνπ είλαη 
παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y ζην 
ζεκείν (0, k), ελψ ε εμίζσζε y = 0 παξηζηάλεη ηνλ άμνλα 
x΄x 

 
Ζ εμίζσζε x = k 
 

Av ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε  
3x + 0y = 6, πνπ είλαη ηεο κνξθήο 
αx+βy = γ κε β = 0, ηφηε κπνξνχκε λα 
δηαπηζηψζνπκε φηη γηα νπνηαδήπνηε 
ηηκή ηνπ y έρνπκε x = 2.  
Γηα παξάδεηγκα, ηα δεχγε (2, -2),  
(2, 1), (2, 3), θ.η.ι. είλαη ιχζεηο ηεο. 
Δπνκέλσο, ε εμίζσζε 3x + 0y = 6 
παξηζηάλεη κηα επζεία ε ηεο νπνίαο 
φια ηα ζεκεία έρνπλ ηελ ίδηα ηεηκε-
κέλε x = 2 θαη ηεηαγκέλε νπνηνλδή-
πνηε αξηζκφ. Άξα ε ε είλαη κηα επζεία 
παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y πνπ ηέκ-
λεη ηνλ άμνλα x΄x ζην ζεκείν (2, 0). 
΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ε 
επζεία ε έρεη εμίζσζε x = 2. 

 
Γεληθά 

H εμίζσζε x = k κε k ≠ 0 παξηζηάλεη κηα επζεία πνπ είλαη 
παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζην 
ζεκείν (k, 0), ελψ ε εμίζσζε x = 0 παξηζηάλεη ηνλ άμνλα 
y΄y 
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Ζ εμίζσζε αx + βy = γ κε α = β = 0 
 
 Ζ εμίζσζε 0x + 0y = 7 δελ παξηζηάλεη επζεία, αθνχ 

θαλέλα δεχγνο αξηζκψλ (x, y) δελ είλαη ιχζε ηεο 

(αδύλαηε εμίζωζε). 
 Ζ εμίζσζε 0x + 0y = 0 επαιεζεχεηαη γηα θάζε δεχγνο 

αξηζκψλ (x, y). Γηα παξάδεηγκα, ηα δεχγε (-1, 0), (0, 1), 

(2, 1), (2, 2), θ.η.ι. είλαη ιχζεηο ηεο (αόξηζηε εμίζωζε). 
Σα ζεκεία φκσο, πνπ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο είλαη 
ιχζεηο ηεο εμίζσζεο δε βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Άξα ε εμίζσζε 0x + 0y = 0 δελ παξηζηάλεη επζεία, φπσο 
θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα. 
 
Δμηζψζεηο, φπσο νη 2x + y = 6,  
0x + 2y = 6, 3x + 0y = 6, 0x + 0y = 7, 0x + 0y = 0, 

νλνκάδνληαη γξακκηθέο εμηζώζεηο κε δχν αγλψζηνπο x, 
y. Όπσο δηαπηζηψζακε ζηα πξνεγνχκελα 
παξαδείγκαηα κφλν νη ηξεηο πξψηεο παξηζηάλνπλ 
επζεία. ΢ηηο εμηζψζεηο απηέο έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο 
ζπληειεζηέο ησλ x,y είλαη δηαθνξεηηθφο απφ ην κεδέλ. 
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Γεληθά 

Γξακκηθή εμίζσζε κε αγλψζηνπο x, y νλνκάδεηαη θάζε 
εμίζσζε ηεο κνξθήο αx + βy = γ θαη παξηζηάλεη επζεία 
φηαλ α ≠ 0 ή β ≠ 0. 

 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1  α) Να ζρεδηαζηεί ε επζεία ε : 2x - 3y = 12. 
β) Έλα ζεκείν Μ έρεη ηεηαγκέλε -2. Πνηα πξέπεη λα  

είλαη ε ηεηκεκέλε ηνπ, ψζηε ην ζεκείν λ’ αλήθεη  
ζηελ επζεία ε; 

 
 

Λχζε  
 

α) Γηα λα ζρεδηάζνπκε  
ηελ επζεία  
ε : 2x - 3y = 12 αξθεί  
λα πξνζδηνξίζνπκε 
δχν ζεκεία ηεο. 
Γηα x = 0 έρνπκε  
-3y =12, νπφηε  
y = -4. Γηα y = 0  
έρνπκε   2x = 12,  
νπφηε x = 6. Άξα ε  
εμίζσζε 2x - 3y = 12  
παξηζηάλεη επζεία ε πνπ δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  
Α(0, -4) θαη Β(6, 0). 

 

β) Σν ζεκείν Μ αλήθεη ζηελ επζεία ε, αλ νη ζπληεηαγκέ-
λεο ηνπ επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε ηεο. Αθνχ ην 
ζεκείν Μ έρεη ηεηαγκέλε y = -2 γηα ηελ ηεηκεκέλε ηνπ 
x πξέπεη λα ηζρχεη 2x - 3(-2) = 12 ή 2x + 6 = 12 ή 2x = 
6 ή x = 3. 
Άξα ε ηεηκεκέλε ηνπ Μ είλαη x = 3. 
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 2  Αλ ε επζεία ε : αx - y = 1 δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  
Α(2, 5), ηφηε λα πξνζδηνξηζηεί ε ηηκή ηνπ α θαη ζηε  
ζπλέρεηα λα βξεζνχλ ηα θνηλά ζεκεία ηεο ε κε ηνπο  
άμνλεο. 

 
 

Λχζε  
 

Ζ επζεία ε : αx - y = 1 δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Α(2, 5), 
νπφηε νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α επαιεζεχνπλ 
ηελ εμίζσζε αx - y = 1. Άξα έρνπκε 2α - 5 = 1 ή 2α = 6 ή 
α = 3. Δπνκέλσο ε επζεία ε έρεη εμίζσζε 3x - y = 1.  
Γηα x = 0 έρνπκε 3  0 - y = = 1 ή -y = 1 ή y = -1, δειαδή ε 
επζεία ε ηέκλεη ηνλ άμνλα y'y ζην ζεκείν (0, -1). 
 

Γηα y = 0 έρνπκε 3x - 0 = 1 ή 3x = 1 ή             , δειαδή ε  
 
επζεία ε ηέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζην ζεκείν (      , 0). 
 
 

 3  Ζ πεξίκεηξνο ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη 40 m.  
α) Να βξεζεί ε ζρέζε πνπ  

ζπλδέεη ηα x, y.  
β) Αλ ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ y  

είλαη 10 m, πνηα είλαη ε  
κέγηζηε ηηκή ηνπ x; 

 
 

 

Λχζε  
 

α) Ζ πεξίκεηξνο ηνπ ζρήκαηνο είλαη 5x + y + 3x + y, άξα 
ηζρχεη 5x + y + 3x + y = 40 ή 8x + 2y = 40 ή 4x + y = 20 
(1). 

β) Αλ ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ y είλαη 10 m, ηφηε ε κεηαβιεηή 
y παίξλεη ηηκέο απφ 10 θαη πάλσ, δειαδή ηζρχεη        
y ≥ 10. Απφ ηελ ηζφηεηα (1) έρνπκε   y = 20 - 4x, νπφηε 
πξέπεη 20 - 4x ≥ 10 ή -4x ≥ 10 - 20 ή -4x ≥ -10 ή x ≤ 2,5. 
Άξα ε κεηαβιεηή x παίξλεη ηηκέο απφ 2,5 θαη θάησ, 
νπφηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο είλαη 2,5 m. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
 1 

3
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

3

y y 

x 

x 

x 

x x 

98 / 125 



 
 
 

             ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Πνηα απφ ηα δεχγε (3, 2), (1, 5), (0, 6), (-3, 10), (-2, 8) 
είλαη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 4x + 3y = 18; 

 
 2  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 

αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
α) Σν ζεκείν (3, -2) αλήθεη ζηελ επζεία  

ε : 3x - y = 7.  
β) H επζεία ε : 5x + y = -10 ηέκλεη ηνλ άμνλα  

x΄x ζην ζεκείν (-2, 0).  
γ) Ζ επζεία ε : 2x + 5y = 0 δηέξρεηαη απφ ηελ  

αξρή ησλ αμφλσλ.  
δ) H επζεία ε : 3x + y = 6 ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y  

ζην ζεκείν (0, 3). 
 

 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ πίλαθα αληηζηνηρίδνληαο ζε 
θάζε επζεία ε ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ κία απφ ηηο 
εμηζψζεηο: 

1. y = 1        2. x = -1         3. y = x        4. x = 1 
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 4  Οη επζείεο δ1, δ2 δηρνηνκνχλ ηηο γσλίεο ησλ αμφλσλ. 

Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. 

 
 
 
 
 
 

i) Ζ εμίζσζε ηεο δ1 είλαη:   

α) x = 1   β) y = 1   γ) y = x  δ) y = -x 
 

ii) Ζ εμίζσζε ηεο δ2 είλαη:   

α) x = -1  β) y = -1  γ) y = x  δ) y = -x 
 
 5  Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. 

i) H επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν (4, -3) θαη  
είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x έρεη εμίζσζε: 

α β γ δ 
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α) y = 4   β) x = 4   γ) x = -3   δ) y = -3   ε) 4x - 3y = 0 
 

ii) H επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν (4, -2) θαη  
είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y έρεη εμίζσζε: 

α) y = 4   β) x = 4   γ) x = -2   δ) y = -2ε) 4x - 2y = 0 
 
 

 

ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ζρεδηάζεηε ζην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ  
ηηο επζείεο: 

α) ε1 : 2x - y = 2   β) ε2 : -4x + 2y = 10    

γ) ε3: 10x - 5y = 20  Ση παξαηεξείηε; 

 
 2  Γίλεηαη ε επζεία ε : 6x + 2y = 8 - 2ι 

α) Να βξείηε ηνλ αξηζκφ ι, ψζηε ε επζεία ε λα 
δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ.  

β) Γηα ι = 4 λα ζρεδηάζεηε ηελ επζεία ε. 
 
 3  Αλ ε επζεία ε : 4x + 3y = 12 ηέκλεη ηνπο άμνλεο x΄ θαη 

y΄y ζηα ζεκεία Α θαη Β αληηζηνίρσο, ηφηε: 
α) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ 

Α θαη Β. 
β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ, 

φπνπ Ο ε αξρή ησλ αμφλσλ. 
 
 4  α) ΢ην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ λα ζρεδηάζεηε ηηο 

επζείεο ε1 : 2x = -4, ε2 : 3y = 6 θαη λα 

πξνζδηνξίζεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θνηλνχ ηνπο 
ζεκείνπ. 

β) Πνηα απφ ηηο παξαθάησ επζείεο δηέξρεηαη απφ ην 
πξνεγνχκελν ζεκείν;  

δ1 : 2x - y = 6,  δ2 : 3x + y = 10  θαη δ3 : -5x + 3y = 16 
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Γ 

Β 

y 

• 

• • x A 

 5  α) ΢ην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ λα ζρεδηάζεηε ηηο 
επζείεο κε εμηζψζεηο: 
x = -1,     x = 5,      y = -2    θαη    y = 3  

β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ ηεηξαπιεχξνπ 
πνπ ζρεκαηίδεηαη. 

 
 6  α) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι, ψζηε ε εμίζσζε  

(ι - 2)x +(ι - 1)y = 6 λα παξηζηάλεη επζεία πνπ 
είλαη: 

α) παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x    
β) παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y.  
Να ζρεδηάζεηε ηελ αληίζηνηρε επζεία ζε θάζε 
πεξίπησζε. 

 
 

 7  Κάπνηνο πεξπάηεζε απφ  
ην ζεκείν Α ζην ζεκείν  
Β κε ηαρχηεηα 4 km/h θαη  
κεηά θνιχκπεζε κε ηαρχ- 
ηεηα 2 km/h κέρξη λα  
θηάζεη ζην ζεκείν Γ. Αλ  
ν ζπλνιηθφο ρξφλνο πνπ κεζνιάβεζε κέρξη λα 
θηάζεη ζην ζεκείν Γ είλαη κηα ψξα, ηφηε:  
α) Να βξείηε ηε γξακκηθή εμίζσζε κε ηελ νπνία 

ζπλδένληαη νη απνζηάζεηο x, y.  
β) Αλ πεξπάηεζε 3 km, πφζν ρξφλν θνιχκπεζε; 

 
 8  ΢’ έλα μελψλα ππάξρνπλ x δίθιηλα θαη y ηξίθιηλα 

δσκάηηα. Αλ ν μελψλαο έρεη ζπλνιηθά 25 θξεβάηηα, 
ηφηε λα βξείηε ηε γξακκηθή εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηα 
x, y. Να ραξάμεηε ζε ηεηξαγσληζκέλν ραξηί ηελ 
αληίζηνηρε επζεία θαη απφ ην ζρήκα λα 
δηαπηζηψζεηε πφζα δίθιηλα θαη πφζα ηξίθιηλα 
δσκάηηα είλαη δπλαηφ λα έρεη ν μελψλαο. 
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 3.2  Ζ έλλνηα ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο θαη  

ε γξαθηθή επίιπζή ηνπ 
 

 Μαζαίλω ηη ιέγεηαη γξακκηθό   

ζύζηεκα θαη  πώο επηιύεηαη γξαθηθά. 

 

 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

1. ΢ε ηεηξαγσληζκέλν ραξηί λα ραξάμεηε έλα ζχζηεκα 
αμφλσλ θαη λα ζρεδηάζεηε ηηο επζείεο  

ε1 : x + y = 5 θαη ε2 : 2x + y = 8. 
 

2. Να βξείηε ην δεχγνο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζεκείνπ 
ηνκήο ηνπο θαη λα εμεηάζεηε αλ είλαη ιχζε θαη ησλ 
δχν εμηζψζεσλ. 

 
Αλ έρνπκε δχν γξακκηθέο εμηζψζεηο κε δχν αγλψζηνπο 
x, y,  

π.ρ. x + y = 5 θαη 2x + y = 8 
θαη αλαδεηνχκε ην δεχγνο ησλ αξηζκψλ (x, y) πνπ είλαη 
ηαπηφρξνλα ιχζε θαη ησλ δχν εμηζψζεσλ, ηφηε ιέκε φηη 

έρνπκε λα επηιχζνπκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα δύν 

εμηζώζεωλ κε δύν αγλώζηνπο x θαη y. 
 
Παξαηεξνχκε φηη ην δεχγνο ησλ αξηζκψλ (3, 2) 
επαιεζεχεη θαη ηηο δχν εμηζψζεηο ηνπ γξακκηθνχ  
 

ζπζηήκαηνο,                      , αθνχ 

 
΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ην δεχγνο (3, 2) είλαη 

ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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Γεληθά 

Λχζε γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο δχν εμηζψζεσλ κε δχν 
αγλψζηνπο x θαη 
 y νλνκάδεηαη θάζε δεχγνο (x, y) πνπ επαιεζεχεη ηηο 
εμηζψζεηο ηνπ. 

 
Πψο φκσο κπνξνχκε λα επηιχζνπκε έλα γξακκηθφ 
ζχζηεκα δχν εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο x, y; 
Γειαδή πψο κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε δεχγνο  
(x, y) πνπ λα είλαη ιχζε ηνπ; 
Έλα γξακκηθφ ζχζηεκα δχν εμηζψζεσλ κε δχν 
αγλψζηνπο x, y επηιχεηαη γξαθηθά αιιά θαη αιγεβξηθά. 
 

Γξαθηθή επίιπζε γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο κε δχν 
αγλψζηνπο 
 

΢χζηεκα κε κνλαδηθή ιχζε 
 

Γηα ηε γξαθηθή επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο  
 
π.ρ. ηνπ                       εξγαδφκαζηε σο εμήο: 
 
΢ρεδηάδνπκε ζην ίδην  
ζχζηεκα αμφλσλ ηηο  

επζείεο ε1 : x + y = 5  

θαη ε2 : 2x + y = 8, νη  

νπνίεο φπσο παξαηε- 
ξνχκε ζην παξαθάησ  

ζρήκα ηέκλνληαη ζην  
ζεκείν Α. 
Πξνζδηνξίδνπκε ηηο  
ζπληεηαγκέλεο (3, 2)  

ηνπ θνηλνύ ζεκείνπ Α  
ησλ επζεηψλ απηψλ. 
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Δπεηδή ην ζεκείν Α(3, 2) αλήθεη θαη ζηηο δχν επζείεο, νη 
ζπληεηαγκέλεο ηνπ x = 3 θαη y = 2 επαιεζεχνπλ θαη ηηο 
δχν εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, άξα ην δεχγνο (3, 2) 

είλαη ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη επζείεο φκσο ε1, ε2 δελ 

έρνπλ άιιν θνηλφ ζεκείν, νπφηε θαη ην ζχζηεκα δελ 
έρεη άιιε ιχζε. Απηφ ζεκαίλεη φηη ην δεχγνο (3, 2) είλαη 

ε κνλαδηθή ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 
 
Αδχλαην ζχζηεκα 
 

Γηα λα επηιχζνπκε ην ζχζηεκα                         ζρεδηά-
δνπκε ηηο επζείεο  

ε1 : 2x - 3y = 6 θαη  

ε2 : 4x - 6y = -24, νη  

νπνίεο φπσο παξαηε- 
ξνχκε ζην παξαθάησ  
ζρήκα είλαη παξάιιε- 
ιεο.  
Απηφ ζεκαίλεη φηη δελ  
έρνπλ θνηλφ ζεκείν,  

νπφηε ην ζχζηεκα δελ 
έρεη ιύζε. ΢ηελ πεξί- 

πησζε απηή ιέκε φηη ην ζχζηεκα είλαη αδύλαην. 
 
Αφξηζην ζχζηεκα 
 

Γηα λα επηιχζνπκε ην ζχζηεκα  
ζρεδηάδνπκε ηηο επζείεο 

ε1 : 3x - y = 6   θαη ε2 : 6x - 2y = 12, νη νπνίεο, φπσο 

παξαηεξνχκε ζην παξαθάησ ζρήκα, ζπκπίπηνπλ 
(ηαπηίδνληαη). Άξα έρνπλ φια ηα ζεκεία ηνπο θνηλά θαη 

επνκέλσο ην ζχζηεκα έρεη άπεηξεο ιύζεηο. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ην ζχζηεκα είλαη αόξηζην. 
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 ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1  α) Να επηιπζεί γξαθηθά ην ζχζηεκα 
 
 

β) Να βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ πνπ ζρεκαηί- 

δνπλ νη επζείεο ε1: 2x + 3y = 14, ε2: x - 2y = 0 θαη ν  

άμνλαο x΄x. 
 
 

Λχζε  
 

α) Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηελ επζεία ε1 : 2x + 3y = 14 

πξνζδηνξίδνπκε δχν ζεκεία ηεο.  
Γηα x = 1 έρνπκε 2 + 3y = 14 ή 3y = 12, νπφηε y = 4.  
Γηα x = 7 έρνπκε 2  7 + 3y = 14 ή 3y = 0, νπφηε y = 0. 

Άξα ε επζεία ε1 δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α(1, 4) θαη 

Β(7, 0).  

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηελ επζεία ε2: x - 2y = 0 

πξνζδηνξίδνπκε δχν ζεκεία ηεο.  
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Γηα x = 0 έρνπκε -2y = 0, νπφηε y = 0.  
Γηα x = 2 έρνπκε 2 - 2y = 0  ή -2y = -2, νπφηε y = 1.  

Άξα ε επζεία ε2 δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία 0(0, 0) θαη  

Γ(2, 1).  

Παξαηεξνχκε φηη νη επζείεο ε1, ε2 έρνπλ έλα κφλν 

θνηλφ ζεκείν ην Μ(4, 2), νπφηε ην ζχζηεκα (΢) έρεη 
κία ιχζε ηελ (x, y) = (4, 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
β) Σν ηξίγσλν πνπ ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο ε1, ε2 θαη ν 

άμνλαο x΄x είλαη ην ΟΜΒ, ην νπνίν έρεη βάζε ΟΒ = 7 
θαη χςνο ΜΓ = 2. 
Άξα ην εκβαδφλ ηνπ είλαη                                 
ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 

 
 2  Να ζρεδηάζεηε ηηο επζείεο:   

ε1 : x - y = 0, ε2 : x + y = 0, ε3 : -x + y = -3. 

Πφζεο ιχζεηο έρεη θαζέλα απφ ηα παξαθάησ  
ζπζηήκαηα:  
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Λχζε  
 

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηελ επζεία ε1 : x - y = 0 

πξνζδηνξίδνπκε δχν ζεκεία ηεο.  
Γηα x = 0 έρνπκε y = 0 θαη γηα x = 1 έρνπκε y = 1.  

Άξα ε επζεία ε1 δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

Ο(0, 0) θαη Α(1, 1). 

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηελ επζεία ε2 : x + y = 0 

πξνζδηνξίδνπκε δχν ζεκεία ηεο. 
Γηα x = 0 έρνπκε y = 0 θαη γηα x = -1 έρνπκε y = 1.  

Άξα ε επζεία ε2 δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

Ο(0, 0) θαη Β(-1, 1). 

΢ρεδηάδνπκε θαη ηελ επζεία ε3 : -x + y = -3.  

Γηα x = 0 έρνπκε y = -3 θαη γηα y = 0 έρνπκε x = 3.  

 Άξα ε επζεία ε3 δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία  

Γ(0, -3) θαη Γ(3, 0). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(΢1) : 
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Σν ζχζηεκα (΢1) έρεη κνλαδηθή ιχζε ηελ (0, 0), αθνχ νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζην ζεκείν Ο(0, 0), ελψ ην 

ζχζηεκα (΢2) είλαη αδχλαην, αθνχ νη επζείεο ε1 θαη ε2 

είλαη παξάιιειεο. 

 
 
 

 ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. 
 

Σν ζχζηεκα                     έρεη σο ιχζε ηηο ζπληεηαγ- 
 
κέλεο ηνπ ζεκείνπ: 

 

α) Α(-3, 2)  β) Β(1, -1)  γ) Γ(1, -4)  δ) Γ(2, -3) 
 
 2  Αλ νη εμηζψζεηο ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο παξη-

ζηάλνληαη κε ηηο επζείεο ε1 θαη ε2, λα ζπκπιεξψζεηε 

ηνλ παξαθάησ πίλαθα αληηζηνηρίδνληαο ζε θάζε δεχ-
γνο επζεηψλ ηεο ζηήιεο Α, ην ζσζηφ ζπκπέξαζκα 
απφ ηε ζηήιε Β. 

 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α. Οη επζείεο ε1, ε2 

ηέκλνληαη. 
 

β. Οη επζείεο ε1, ε2 

είλαη παξάιιειεο. 
 

γ. Οη επζείεο ε1, ε2 

ζπκπίπηνπλ. 

1.To ζχζηεκα είλαη αφξηζην. 
 
 
2. Σν ζχζηεκα έρεη κία κφλν ιχζε. 
 
 
3. Σν ζχζηεκα είλαη αδχλαην. 

 

 
 

α β γ 
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 3  Με ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο λα βξείηε ηε 
ιχζε ζε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ιχζεηε γξαθηθά ηα ζπζηήκαηα: 

 
 

α) 
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 2  Να πξνζδηνξίζεηε γξαθηθά ην πιήζνο ησλ ιχζεσλ  
ζε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα: 

 
 
 
 
 3  ΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ην δηάγξακκα ηαρχ-

ηεηαο - ρξφλνπ δχν απηνθηλήησλ Α θαη Β. Να βξείηε: 
α) Σελ αξρηθή ηαρχηεηα θάζε απηνθηλήηνπ. 
β) ΢ε πφζν ρξφλν κεηά ηελ εθθίλεζή ηνπο ηα δχν 

απηνθίλεηα ζα έρνπλ ηελ ίδηα ηαρχηεηα θαη πνηα 
ζα είλαη απηή; 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4  Έλαο θίιαζινο γηα λα παξαθνινπζήζεη ηνπο αγψλεο 
κηαο νκάδαο έρεη ηηο εμήο δπλαηφηεηεο: 
– Να πιεξψλεη 20 € γηα θάζε αγψλα πνπ 

παξαθνινπζεί. 
– Να πιεξψζεη 60 € σο αξρηθή ζπλδξνκή θαη γηα 

θάζε αγψλα πνπ παξαθνινπζεί λα πιεξψλεη 10 €. 
– Να πιεξψζεη 300 € θαη λα παξαθνινπζεί φζνπο 

αγψλεο επηζπκεί. 
Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην πιήζνο ησλ αγψλσλ πνπ 
ζα παξαθνινπζήζεη ν θίιαζινο κε ην ρξεκαηηθφ 
πνζφ πνπ ζα πιεξψζεη ζε θάζε πεξίπησζε 
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παξηζηάλεηαη κε ζεκεία κηαο απφ ηηο επζείεο ε1, ε2, 

ε3.  

α) Να αληηζηνηρίζεηε θάζε πεξίπησζε ζε κηα απφ ηηο 
ηξεηο επζείεο.  

β) Πφζνπο αγψλεο πξέπεη λα παξαθνινπζήζεη έλαο 
θίιαζινο, ψζηε ηα ρξήκαηα πνπ ζα πιεξψζεη λα 
είλαη ηα ίδηα ζηε δεχηεξε θαη ηξίηε πεξίπησζε;  

γ) Αλ ν θίιαζινο παξαθνινχζεζε ηειηθά 12 αγψλεο, 
πνηα πεξίπησζε ήηαλ ε πην ζπκθέξνπζα; 

δ) Αλ παξαθνινχζεζε κφλν 15 αγψλεο θαη δελ είρε 
επηιέμεη ηελ πην ζπκθέξνπζα πεξίπησζε, πφζα 
επξψ δεκηψζεθε;  

ε) Πφηε είλαη πην ζπκθέξνπζα θάζε πεξίπησζε; 
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 3.3  Αιγεβξηθή επίιπζε γξακκηθνχ 

ζπζηήκαηνο 
 

 Μαζαίλω λα ιύλω έλα γξακκηθό ζύζηεκα 

δύν εμηζώζεωλ κε δύν αγλώζηνπο κε ηε 
κέζνδν:  
α) ηεο αληηθαηάζηαζεο   
β) ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ    

 Μαζαίλω λα ιύλω πξνβιήκαηα κε ηε 

βνήζεηα ζπζηεκάηωλ. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 
 
 

Καηά ηε δηάξθεηα ελφο πνδνζθαηξηθνχ πξσηαζιήκαηνο, 
απφ ηνπο 30 αγψλεο πνπ έδσζε κηα νκάδα εηηήζεθε 
ζηνπο 10, ελψ ζηνπο ππφινηπνπο θέξδηζε ή έθεξε 
ηζνπαιία. Γηα θάζε λίθε ηεο πήξε 3 βαζκνχο, γηα θάζε 
ηζνπαιία πήξε 1 βαζκφ θαη γηα θάζε ήηηα δελ πήξε 
βαζκφ. Αλ ηειηθά ζπγθέληξσζε 44 βαζκνχο, πφζεο 
θνξέο λίθεζε θαη πφζεο έθεξε ηζνπαιία; 

 
Ζ γξαθηθή επίιπζε ελφο ζπζηήκαηνο δελ νδεγεί 
πάληνηε ζηνλ αθξηβή πξνζδηνξηζκφ ηεο ιχζεο ηνπ, 
αθνχ ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 
θνηλνχ ζεκείνπ ησλ δχν επζεηψλ ηνπ δελ είλαη εχθνιν 
λα πξνζδηνξηζηνχλ. 
Ζ αιγεβξηθή φκσο επίιπζή ηνπ, φπσο ζα δνχκε ζ’ απηή 
ηελ παξάγξαθν, καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 
πξνζδηνξίδνπκε κε αθξίβεηα ηε ιχζε ηνπ (αλ ππάξρεη) 
ζε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε. 
Γηα λα επηιχζνπκε αιγεβξηθά έλα ζχζηεκα, επηδηψθνπ-
κε λα απαιείςνπκε απφ κηα εμίζσζε ηνλ έλα απφ ηνπο 
δχν αγλψζηνπο θαη λα θαηαιήμνπκε ζε εμίζσζε κε έλαλ 
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άγλσζην. Γχν απφ ηηο κεζφδνπο κε ηηο νπνίεο 
επηηπγράλεηαη απηφ είλαη νη εμήο: 

 
α) Μέζνδνο ηεο αληηθαηάζηαζεο 
 

Γηα λα επηιχζνπκε ην ζχζηεκα                         κε ηε  
 
κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο εξγαδφκαζηε σο εμήο: 
 
 

 
 
Λχλνπκε ηελ εμίζσζε x + y = 20 σο πξνο x θαη έρνπκε  
x = 20 - y 

 
 
 
 
Αληηθαζηζηνχκε ην x κε 20 - y ζηελ εμίζσζε x + 3y = 44 
θαη έρνπκε:  
(20 - y) + 3y = 44  
        20 + 2y = 44  
        2y = 44 - 20  
2y = 24 άξα y = 12 

 
 
 
Γηα y = 12 απφ ηελ εμίζσζε x = 20 - y έρνπκε: 
x = 20 - 12  
x = 8 
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  x + y = 20

x + 3y = 44

 Λχλνπκε κία απφ ηηο εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο σο 
πξνο έλαλ άγλσζην.

 Αληηθαζηζηνχκε ζηελ άιιε εμίζσζε ηνπ 
ζπζηήκαηνο ηνλ άγλσζην απηφλ κε ηελ ίζε 
παξάζηαζή ηνπ, νπφηε πξνθχπηεη εμίζσζε κε έλαλ 

άγλσζην, ηελ νπνία θαη ιχλνπκε.

 Σελ ηηκή ηνπ αγλψζηνπ πνπ βξήθακε ηελ 
αληηθαζηζηνχκε ζηελ πξνεγνχκελε εμίζσζε, νπφηε 

βξίζθνπκε θαη ηνλ άιιν άγλσζην.
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Άξα ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη x = 8, y = 12, δειαδή 
ην δεχγνο (x, y) = (8, 12) 
 
Γηα επαιήζεπζε, αληηθαζηζηνχκε ηηο ηηκέο x = 8 θαη  
y = 12 ζηηο εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη 
δηαπηζηψλνπκε φηη ην δεχγνο (8, 12) είλαη ιχζε ηνπ,  
 

αθνχ  

 
΢ηελ ίδηα ιχζε ζα θαηαιήγακε θαη αλ ιχλακε κία απφ ηηο 
εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο σο πξνο y. 
 

β) Μέζνδνο ησλ αληηζέησλ ζπληειεζηψλ 
 
Αλ ζηηο δχν εμηζψζεηο, νη ζπληειεζηέο ελφο αγλψζηνπ 
είλαη αληίζεηνη αξηζκνί, ηφηε κπνξνχκε λα ιχζνπκε ην 
ζχζηεκα πην γξήγνξα, αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε ηηο 
εμηζψζεηο ηνπ. 
 

Γηα παξάδεηγκα, ζην ζχζηεκα                             νη  
 
ζπληειεζηέο ηνπ y είλαη αληίζεηνη αξηζκνί θαη αλ 
πξνζζέζνπκε ηηο δχν εμηζψζεηο θαηά κέιε, ηφηε ν 
άγλσζηνο y απαιείθεηαη. 
 

Έηζη έρνπκε: 
3x + 5x = 12 + 4 ή 8x = 16, νπφηε x = 2. 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ηηκή ηνπ x ζε κηα απφ ηηο δχν 
εμηζψζεηο, π.ρ. ζηελ πξψηε, ηφηε έρνπκε: 

3  2 + 2y = 12 ή 2y = 6 ή y = 3. 
Άξα ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη x = 2, y = 3, δειαδή 
ην δεχγνο (x, y) = (2, 3). 
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8 + 3   12 = 44  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

3x + 2y = 12

5x - 2y = 4

 Πξνζδηνξίδνπκε ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο.
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Όηαλ φκσο έρνπκε λα ιχζνπκε ην  

 
ζχζηεκα ζην νπνίν δελ ππάξρνπλ αληίζεηνη ζπληειε-
ζηέο ζηνλ ίδην άγλσζην ηφηε: 
 
 Πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε θάζε εμίζσζεο κε 
θαηάιιειν αξηζκφ, ψζηε λα εκθαληζηνχλ αληίζεηνη 
ζπληειεζηέο ζ’ έλαλ απφ ηνπο δχν αγλψζηνπο 
πξνθεηκέλνπ λα ηνλ απαιείςνπκε 

 
Γηα λα απαιείςνπκε ηνλ άγλσζην x, 
πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε ηεο πξψηεο εμίζσζεο κε ην 
-2 θαη ηεο δεχηεξεο κε ην 3, νπφηε έρνπκε: 

 
 
 
-6x - 10y + 6x+ 21y = -2 + 24  

 
 Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δχν εμηζψζεηο, νπφηε 
πξνθχπηεη εμίζσζε κε έλαλ άγλσζην ηελ νπνία θαη 
ιχλνπκε. 
 

11y = 22, νπφηε y = 2 
 

 Αληηθαζηζηνχκε ηελ ηηκή ηνπ αγλψζηνπ πνπ βξήθακε 
ζε κία απφ ηηο δχν εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, νπφηε 
βξίζθνπκε ηελ ηηκή θαη ηνπ άιινπ αγλψζηνπ. 
 

Αθνχ y = 2, ε εμίζσζε 3x + 5y = 1 γξάθεηαη: 
3x + 5  2 = 17  ή  3x + 10 = 1 
           3x = -9  ή    x = -3 
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 Πξνζδηνξίδνπκε ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 
Άξα ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη x = -3, y = 2, δειαδή 
ην δεχγνο (x, y) = (-3, 2) είλαη ιχζε ηνπ, αθνχ 
 

 
 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1  Να βξεζνχλ δχν παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο, αλ ε κία 
απφ απηέο είλαη κεγαιχηεξε απφ ην ηξηπιάζην ηεο 

άιιεο θαηά 12°. 
 

 
 

Λχζε  
 

Αλ σ, θ είλαη νη δχν παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο, ηφηε  

σ + θ = 180°. Αλ σ είλαη ε κεγαιχηεξε, ηφηε έρνπκε θαη 

σ = 3θ + 12°. Γηα λα βξνχκε ηηο γσλίεο σ, θ ιχλνπκε ην 

ζχζηεκα απηψλ ησλ εμηζψζεσλ. 

 
 
 
 
 
 
 
Άξα νη δεηνχκελεο γσλίεο είλαη σ = 138° θαη θ = 42°. 
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 2  Να ιπζεί ην ζχζηεκα 
 

 
 

Λχζε  
 

Αληηθαζηζηνχκε ην x + 2y κε 4 ζηελ πξψηε εμίζσζε ηνπ 
ζπζηήκαηνο, νπφηε έρνπκε: 

 
 
 
 
 
 
Άξα ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη    x = -2, y = 3, δειαδή 
ην δεχγνο (x, y) = (-2, 3). 
 

 
 

 3  Να ιπζεί ην ζχζηεκα 

 
 

 
 

Λχζε  
 

Γηα λα απινπζηεπζνχλ νη εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, 
θάλνπκε απαινηθή παξνλνκαζηψλ θαη ηηο 
απαηηνχκελεο πξάμεηο, νπφηε έρνπκε: 
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Οη ζπληειεζηέο ηνπ αγλψζηνπ y είλαη αληίζεηνη, νπφηε 
πξνζζέηνληαο θαηά κέιε έρνπκε:    

11x + 4x = 8 + 37 ή  15x = 45 ή x = 3. 
Αληηθαζηζηνχκε ηελ ηηκή x = 3 ζηε δεχηεξε εμίζσζε θαη 
έρνπκε: 

4  3 + 5y = 37  ή   12 + 5y = 37  ή  5y = 25  ή  y = 5. 
Άξα ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη x = 3, y = 5, δειαδή 
ην δεχγνο (x, y) = (3, 5). 
 
 4  Ο θεξκαηνδέθηεο ελφο κεραλήκαηνο πψιεζεο 
αλαςπθηηθψλ δέρεηαη θέξκαηα ησλ 50 ιεπηψλ θαη ηνπ 1 
επξψ. Όηαλ αλνίρηεθε, δηαπηζηψζεθε φηη πεξηείρε 126 
θέξκαηα ζπλνιηθήο αμίαο 90 επξψ. Πφζα θέξκαηα 
ππήξραλ απφ θάζε είδνο; 
 
 

Λχζε  
 

Αλ x ήηαλ ηα θέξκαηα ησλ 50 ιεπηψλ θαη y ήηαλ ηα 
θέξκαηα ηνπ 1 επξψ, ηφηε έρνπκε ηελ εμίζσζε    
x + y = 126 (1). 
H ζπλνιηθή αμία ησλ θεξκάησλ ζε επξψ ήηαλ  
0,50  x + 1  y, νπφηε έρνπκε ηελ εμίζσζε  
0,50  x + 1  y = 90 (2). 
Λχλνπκε ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (1) θαη (2): 

 
 
 

ή 
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Με πξφζζεζε θαηά κέιε έρνπκε y - 2y = 126 - 180   ή   
-y = -54 ή y = 54. 
Αληηθαζηζηνχκε ηελ ηηκή y = 54 ζηελ πξψηε εμίζσζε θαη 
έρνπκε:  
x + 54 = 126  ή  x = 126 - 54   ή  x = 72. 
Άξα ππήξραλ 72 θέξκαηα ησλ 50 ιεπηψλ θαη 54 
θέξκαηα ηνπ 1 επξψ. 
 
 
 
 

 

ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να βξείηε πνην απφ ηα παξαθάησ δεχγε είλαη ιχζε  
 

ηνπ ζπζηήκαηνο 

 
 

α) (2, 4)      β) (7, -1)       γ) (6, 2)       δ) (5, 1)  

 
 2  Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
 

κε ηε κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο είλαη πξνηηκφηεξν  
λα ιχζνπκε: 

α) ηελ πξψηε εμίζσζε σο πξνο x;  

β) ηελ πξψηε εμίζσζε σο πξνο y; 

γ) ηε δεχηεξε εμίζσζε σο πξνο x;  

δ) ηε δεχηεξε εμίζσζε σο πξνο y; 

 
 3  Αλ ζην ζχζηεκα                          εθαξκφζνπκε ηε  
 

κέζνδν ησλ αληηζέησλ ζπληειεζηψλ πνηα απφ ηηο  
παξαθάησ εμηζψζεηο πξνθχπηεη; 

 

α) 3x = -1     β) 2x = -9     γ) 5x = -10     δ) 5x = 10 
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x + y = 6

x - y = 4
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3x + 2y = 5

2x - y = 7
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3x + 5y = -1

2x - 5y = -9
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 4  Με πνηνπο αξηζκνχο πξέπεη λα πνιιαπιαζηάζνπκε 
ηα κέιε θάζε εμίζσζεο γηα λα πξνθχςνπλ αληίζεηνη 
ζπληειεζηέο ζηνλ άγλσζην y ζε θάζε ζχζηεκα; 

 
 
 
 

 5  Με πνηα κέζνδν είλαη πξνηηκφηεξν λα ιχζνπκε 
θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα;  

 
 
 
 

 
 6  ΢ε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα 
 

 
 
 

αλ εθαξκφζνπκε ηε κέζνδν ησλ αληηζέησλ ζπληειε-
ζηψλ, ηφηε απαιείθνληαη θαη νη δχν άγλσζηνη. Πνην 
ζπκπέξαζκα πξνθχπηεη γηα θαζέλα απφ ηα 
ζπζηήκαηα; 
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5x + 4y = 9

-3x + 2y = 1

…… 

…… 
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4x - 3y = 1

2x + 5y = 4

…… 

…… 
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-2x + y = 5

 2x - y = 3
(΢1) : 
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  5x - 7y = -4

-5x + 7y = 4
(΢2): 
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7x + 4y = 8

y = 3x - 5
α) 
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2x + 5y = 7

5x - 5y = 18
β) 
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y = 3x + 2

y = -5x + 8
γ) 
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5x + 3y = 2

3x - 2y = 4
δ) 



 

 

 ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 

 
 
 
 
 

 2  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 

 
 
 
 
 
 3  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 

 
 
 
 
 4  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 
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x - 2y = 1

       y = 4
α) 
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x + 3y = -2

2x + y = 0
β) 
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4x - y = 10

x + 3y = 9
γ) 
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3x + y = -4

x + 2y = -3
δ) 

α) 
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2x + y

4
 = 3

3x - y

2
 = 4

M at h Com poser  1. 1. 5
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x - 1

4
 - y = 1

 x 

6
 + 

 y 

4
 = -1

β) 
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x - 5

2
 + 

2y + 1

3
 = 3

x + 4

3
 - 

y - 6

2
 = 4

γ) 
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4x - 3(2x + 3y) = 20 - x + y 

2(x - 2y) + 5(x - 2) = 3y + 4α) 
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x(y + 4) = y(x - 6) - 15 + 3x

(x - 1)(x + 2y) = (x + y)
2
 - y(y + 1)β) 
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3x - y = 7

-2x + y = 4
α) 
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2x - y = 3

5x + 2y = 6
β) 
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3x - 2y = 0

2x + 3y = 0
γ) 
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-2x + 3y = 5

6x - 9y = 3
δ) 
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 5  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα: 

 
 
 
 
 7  Να βξείηε ην θνηλφ ζεκείν ησλ επζεηψλ  

ε1 : 2x + 5y = 10 θαη ε2 : x - y = 1. 

 
 8  Οη επζείεο:  

ε1 : 2x - 3y = -14 ε2 : x + y = -2 ε3 : 3x - y = 14 

ηέκλνληαη έμσ απφ ην ραξηί ζρεδίαζεο. Μπνξείηε λα 
βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνηλψλ ζεκείσλ ηνπο; 
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1,3α - 0,8β = 2,1

0,9α + 0,4β = 0,5α) 
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 ω 

4
 - 0,2θ = 1,5

3ω + 1,4θ = -1
β) 
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 1 

x
 - 

 2 

y
 = 0

  x + y = 3
α) 
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 1 

α
 + 

 2 

β
 = 

 1 

6

 3 

α
 + 

 4 

β
 = 

 5 

6

β) 
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 2 

ω
 - 

 1 

θ
 = 

 1 

3

-6

ω 
 + 

 9 

θ
 = 1

γ) 
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2,5x + 3,2y = -1,8 

1,6x - 2,4y = -5,6
γ) 
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 9  Αλ 3 + 3 + 3 + … + 3 + 5 + 5 + 5 + + … + 5 = 410 θαη ην 
πιήζνο ησλ πξνζζεηέσλ ηνπ πξψηνπ κέινπο είλαη 
100, λα βξείηε πφζεο θνξέο ρξεζηκνπνηήζεθε ν 
αξηζκφο 3 θαη πφζεο θνξέο ν αξηζκφο 5. 

 
 
 10  Αλ ην ζχζηεκα                           έρεη σο ιχζε x = 1  
 

θαη y = 2, λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ αξηζκψλ α, β. 
 
 11  Ζ επζεία κε εμίζσζε αx + y = β δηέξρεηαη απφ ηα 

ζεκεία Α(1, 2) θαη Β(-3, -2). Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ 
α, β. 

 
 12  Να βξείηε ηνπο αξηζκνχο ι, κ, ψζηε ε εμίζσζε  

x
2
 + (ι - κ)x + + κ - 2ι = 0 λα έρεη ξίδεο ηνπο 

αξηζκνχο -1 θαη 3. 
 

 13  ΢ην πάλσ κέξνο ελφο  
ηνίρνπ κήθνπο 180 cm  
έρνπλ ηνπνζεηεζεί  
πξάζηλα θαη γαιάδηα  
δηαθνζκεηηθά ηνχβια ζε  
δχν ζεηξέο. Να ππνινγίζεηε  
ην κήθνο θάζε πξάζηλνπ θαη γαιάδηνπ ηνχβινπ. 

 

 14  ΢πζθεπάζακε 2,5 ηφλνπο ειαηφιαδνπ ζε  
800 δνρεία ησλ 2 θαη 5 θηιψλ. Να βξείηε  
πφζα δνρεία ρξεζηκνπνηήζακε απφ  
θάζε είδνο. 

 

 15  O κέζνο φξνο ηεο βαζκνινγίαο ελφο καζεηή ζηε 
Φπζηθή θαη ηε Υεκεία θαηά ην πξψην ηξίκελν ήηαλ 
16. ΢ην δεχηεξν ηξίκελν ν βαζκφο ηεο Φπζηθήο 
κεηψζεθε θαηά 2 κνλάδεο, ν βαζκφο ηεο Υεκείαο 

M at h Com poser  1. 1. 5
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αx + βy = 7

2αx - βy = 8

180 cm 
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απμήζεθε θαηά 4 κνλάδεο κε απνηέιεζκα νη δχν 
βαζκνί λα γίλνπλ ίζνη. Πνηνπο βαζκνχο είρε ν 
καζεηήο ζε θαζέλα απφ ηα δχν καζήκαηα θαηά ην 
πξψην ηξίκελν; 

 

 16  Σα θέληξα δχν θχθισλ πνπ εθάπηνληαη εζσηεξηθά 
απέρνπλ 12 cm. Αλ νη θχθινη κεηαηνπηζηνχλ έηζη 
ψζηε λα εθάπηνληαη εμσηεξηθά, ηφηε ηα θέληξα ηνπ 
απέρνπλ 58 cm. Να βξείηε ηηο αθηίλεο ησλ δχν 
θχθισλ. 

 

 17  Αλ νη καζεηέο ελφο ηκήκαηνο θαζίζνπλ αλά έλαο ζε 
θάζε ζξαλίν, ηφηε ζα κείλνπλ φξζηνη 8 καζεηέο, ελψ 
αλ θαζίζνπλ αλά δχν ζα κείλνπλ θελά 4 ζξαλία. Να 
βξείηε πφζνη είλαη νη καζεηέο θαη πφζα ηα ζξαλία. 

 

 18  Μηα πνηνπνηία παξαζθεχαζε 400 ιίηξα νχδν πεξηε-

θηηθφηεηαο 38% vol, αλακεηγλχνληαο δχν πνηφηεηεο 

κε πεξηεθηηθφηεηεο 32% vol θαη 48% vol αληίζηνηρα. 
Πφζα ιίηξα απφ θάζε πνηφηεηα ρξεζηκνπνίεζε; 

 

 19  Έλα απηνθίλεην κεηά ηελ ελεξγνπνίεζε ησλ 
θξέλσλ ηνπ ζπλέρηδε λα θηλείηαη κε ηαρχηεηα           

π = π0 - αt, φπνπ t ν ρξφλνο πνπ κεζνιάβεζε απφ 

ηε ζηηγκή ηνπ θξελαξίζκαηνο.  
Αλ 2 sec κεηά ην θξελάξηζκα ην απηνθίλεην είρε 
ηαρχηεηα 12m/sec θαη 2sec αξγφηεξα είρε ηαρχηεηα 

4 m/sec, λα βξείηε ηελ αξρηθή ηαρχηεηα π0 θαη ηελ 

επηβξάδπλζε α. ΢ε πφζν ρξφλν απφ ηε ζηηγκή ηνπ 
θξελαξίζκαηνο ζα ζηακαηήζεη ην απηνθίλεην; 
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 20  Απφ έλα ζηαζκφ δηνδίσλ  
πέξαζαλ 945 απηνθίλεηα  
θαη κνηνζηθιέηεο θαη  
εηζπξάρηεθαλ 1810 €.  
Αλ ν νδεγφο θάζε  
απηνθηλήηνπ πιήξσζε  
2 € θαη ν νδεγφο θάζε  
κνηνζηθιέηαο πιήξσζε 1,2 €, λα βξείηε πφζα ήηαλ 
ηα απηνθίλεηα θαη πφζεο νη κνηνζηθιέηεο. 
 

 21  ΢’ έλα ηειενπηηθφ παηρλίδη ζε θάζε παίθηε ππνβάι-
ινληαη 10 εξσηήζεηο θαη γηα θάζε ζσζηή απάληεζε 
πξνζηίζεληαη βαζκνί, ελψ γηα θάζε ιαλζαζκέλε 
απάληεζε αθαηξνχληαη βαζκνί. Έλαο παίθηεο 
έδσζε 7 ζσζηέο απαληήζεηο θαη ζπγθέληξσζε 64 
βαζκνχο, ελψ έλαο άιινο έδσζε 4 ζσζηέο 
απαληήζεηο θαη ζπγθέληξσζε 28 βαζκνχο. Πφζνπο 
βαζκνχο παίξλεη έλαο παίθηεο γηα θάζε ζσζηή 
απάληεζε θαη πφζνη βαζκνί ηνχ αθαηξνχληαη γηα 
θάζε ιαλζαζκέλε απάληεζε; 
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                     ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 3νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

 
 1  Να επηιχζεηε γξαθηθά ην ζχζηεκα                   , φπνπ 

k πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 
 

 2  Av νη επζείεο ε1 : (ι + κ)x + y = 7 θαη  

ε2: x + (ι + 3κ)y = 1 ηέκλνληαη ζην ζεκείν Α(2, 1), λα 

ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ησλ ι θαη κ. 

 
 3  Αλ ηα ζπζηήκαηα                          ,    
 

 

θαη                                έρνπλ ηελ ίδηα ιχζε, λα βξείηε  

 
ηνπο αξηζκνχο α, β. 

 

 4  Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ησλ x, y φηαλ: 

α) (x + y - 2)
2
 + (2x - 3y + 1)

2
 = 0   

β) 2x
2
 + y

2
 - 2xy + 4x + 4 = 0 

 
 5  Να ιχζεηε ηα ζπζηήκαηα:  

 
 
 
 
 
 6  Να βξείηε δχν αξηζκνχο, πνπ έρνπλ άζξνηζκα 100 θαη 

αλ δηαηξέζνπκε ην κεγαιχηεξν κε ην κηθξφηεξν, ηφηε 
ζα πξνθχςεη πειίθν 4 θαη ππφινηπν 15. 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x + y = 1

x + y = k
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 x - y = 3

2x + y = 9΢1) 

΢2) 
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2x + αy = β

3x - βy = α
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(2x - 3y + 4)(x + y) = 0

2x + y = 4α) 
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(3x - 4y)(x + 2y) = 8

 x 

2
 + y = -2

β) 
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x
2
 + y

2
 = 2xy

x + y = 7γ) 
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 4 

3
 .

 7  Αλ ε εμίζσζε (2ι - θ - 3)x = =θ - ι + 1 είλαη αφξηζηε, 
λα βξείηε ηνπο αξηζκνχο θ, ι. 

 

 8  Σα θέληξα δχν θχθισλ πνπ εθάπηνληαη εμσηεξηθά 
απέρνπλ 18 cm. Αλ ηα εκβαδά ησλ δχν θχθισλ 

δηαθέξνπλ θαηά 72π cm
2
, λα βξείηε ηηο αθηίλεο ησλ 

δχν θχθισλ. 
 

 9  Να βξείηε ηηο ειηθίεο δχν αδειθψλ, αλ ζήκεξα 
δηαθέξνπλ θαηά 5 ρξφληα, ελψ κεηά απφ 11 ρξφληα νη  

 

ειηθίεο ηνπο ζα έρνπλ ιφγν  
 
 10  ΢’ έλα ηαμίδη κε πινίν, ην εηζηηήξην ηεο Α΄ ζέζεο 

θνζηίδεη 18 € θαη ηεο Β΄ ζέζεο θνζηίδεη 6 € ιηγφηεξα. 
Αλ ζ’ έλα ηαμίδη θφπεθαλ 350 εηζηηήξηα ζπλνιηθήο 
αμίαο 4500 €, λα βξείηε πφζα εηζηηήξηα θφπεθαλ 
απφ θάζε θαηεγνξία. 

 
 11  Να βξείηε έλα δηςήθην αξηζκφ, πνπ ην άζξνηζκα ησλ 

ςεθίσλ ηνπ είλαη ίζν κε 10 θαη αλ ελαιιάμνπκε ηα 
ςεθία ηνπ, ηφηε ζα πξνθχςεη αξηζκφο θαηά 18 
κηθξφηεξνο. 

 
 12  Αλ δηαηξέζνπκε έλα δηςήθην αξηζκφ κε ην άζξνηζκα 

ησλ ςεθίσλ ηνπ, βξίζθνπκε πειίθν 6 θαη ππφινηπν 
3. Αλ ελαιιάμνπκε ηα ςεθία ηνπ θαη ηνλ αξηζκφ πνπ 
πξνθχπηεη ηνλ δηαηξέζνπκε κε ην άζξνηζκα ησλ 
ςεθίσλ ηνπ, βξίζθνπκε πειίθν 4 θαη ππφινηπν 9. 
Πνηνο είλαη ν αξρηθφο δηςήθηνο αξηζκφο; 

 
 13  Αλ ειαηηψζνπκε ην κήθνο ελφο νξζνγσλίνπ θαηά 2 

m θαη απμήζνπκε ην πιάηνο ηνπ θαηά 5 m, ην εκβα-

δφλ ηνπ απμάλεηαη θαηά 94 m
2
. Αλ φκσο, απμήζνπκε 

ην κήθνο ηνπ θαηά 4 m θαη ειαηηψζνπκε ην πιάηνο 
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ηνπ θαηά 6 m, ην εκβαδφλ ηνπ ειαηηψλεηαη θαηά 104 

m
2
. Πνηεο είλαη νη δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ; 

 
 14  Οη πφιεηο Α θαη Β απέρνπλ 55 km. Έλα απηνθίλεην 

μεθηλά απφ ηελ πφιε Α θαη κε κέζε ηαρχηεηα 80 
km/h θηλείηαη πξνο ηελ πφιε Β. Γεθαπέληε ιεπηά 
κεηά ηελ εθθίλεζή ηνπ έλα άιιν απηνθίλεην μεθηλά 
απφ ηελ πφιε Β θαη κε κέζε ηαρχηεηα 60 km/h 
θηλείηαη πξνο ηελ πφιε Α. Πφζν ρξφλν θηλήζεθε 
θάζε απηνθίλεην κέρξη ηε ζπλάληεζή ηνπο; 

 
 
 
 
 
 
 
 15  Γχν απηνθίλεηα θηλνχληαη κε ζηαζεξέο ηαρχηεηεο 

θαη απέρνπλ κεηαμχ ηνπο 45 km. Αλ θηλνχληαη πξνο 
ηελ ίδηα θαηεχζπλζε ζα ζπλαληεζνχλ κεηά απφ 3 
ψξεο, ελψ αλ θηλνχληαη ζε αληίζεηε θαηεχζπλζε, ζα 
ζπλαληεζνχλ ζε 20 ιεπηά. Με πνηα ηαρχηεηα 
θηλείηαη θάζε απηνθίλεην; 

 

 16  Έλα ηξέλν θηλείηαη κε  
ζηαζεξή ηαρχηεηα. Ο ρξφ- 
λνο, πνπ κεζνιαβεί απφ  
ηε ζηηγκή πνπ ζα εηζέιζεη  
ζε κηα ζήξαγγα κήθνπο  
180 m κέρξη ηε ζηηγκή  
πνπ θαη ην ηειεπηαίν ηνπ βαγφλη ζα εμέιζεη απ’ απηή, 
είλαη 12 sec. ΢ε κηα δεχηεξε ζήξαγγα κήθνπο 930 m 
ν αληίζηνηρνο ρξφλνο πνπ κεζνιαβεί είλαη 42 sec. 
Να βξείηε ηελ ηαρχηεηα θαη ην κήθνο ηνπ ηξέλνπ. 
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 17  Οη αληηζηάζεηο R1, R2, αλ ζπλδεζνχλ παξάιιεια, 

έρνπλ νιηθή αληίζηαζε 2,4 Χ. Αλ ε αληίζηαζε R2 

ζπλδεζεί παξάιιεια κε αληίζηαζε 12 Χ, ηφηε ε 

νιηθή ηνπο αληίζηαζε είλαη R1, Να βξείηε ηηο ηηκέο 

ησλ αληηζηάζεσλ R1, R2. 

 
 

ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ – ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΗΧ΢Ζ 
3νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 
 1. ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΔΞΗ΢Χ΢Ζ ΜΔ ΓΤΟ ΑΓΝΧ΢ΣΟΤ΢ 

 
 Γξακκηθή εμίζσζε κε δχν αγλψζηνπο x, y νλνκάδεηαη 

θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο αx + βy = γ,  
π.ρ. 3x + 2y = 7. 

 

 Λύζε ηεο γξακκηθήο εμίζσζεο αx + βy = γ νλνκάδεηαη 
θάζε δηαηεηαγκέλν δεχγνο αξηζκψλ (x, y) πνπ ηελ 
επαιεζεχεη. 
Π.ρ. ην δηαηεηαγκέλν δεχγνο (1, 2) είλαη ιχζε ηεο 
εμίζσζεο 3x + 2y = 7, αθνχ 3  1 + 2  2 = 7. 

 

 Ζ γξακκηθή εμίζσζε αx + βy = γ παξηζηάλεη επζεία ε, 
αλ α ≠ 0 ή β ≠ 0. 

 
 
 
 
 
Αλ α ≠ 0 θαη β ≠ 0, ηφηε  
ε γξακκηθή εμίζσζε  
αx + βy = γ παξηζηάλεη  
επζεία πνπ ηέκλεη θαη  
ηνπο δχν άμνλεο. 
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Αλ α = 0, ηφηε ε γξακκηθή  Αλ β = 0, ηφηε ε γξακκηθή 
εμίζσζε είλαη ηεο κνξθήο  εμίζσζε είλαη ηεο κνξθήο 
y = θ θαη παξηζηάλεη επζεία  x = θ θαη παξηζηάλεη επζεία 
παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x  παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y 
ή ηνλ άμνλα x΄x.  ή ηνλ άμνλα y΄y. 
 
 Αλ έλα ζεκείν αλήθεη ζε κηα επζεία, ηφηε νη ζπληεηαγ-

κέλεο ηνπ επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο. Π.ρ. 
αλ ην ζεκείν Μ(3, 4) αλήθεη ζηελ επζεία ε :αx - y = 0, 
ηφηε ηζρχεη 3  α - 4 = 0. 

 Αλ νη ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ επαιεζεχνπλ ηελ 
εμίζσζε κηαο επζείαο, ηφηε ην ζεκείν αλήθεη ζηελ 
επζεία απηή. Π.ρ. ην ζεκείν Μ(0, -2) αλήθεη ζηελ επζεία 
ε : 4x - 5y = 10, αθνχ 4  0 - 5  (-2) = 10. 

 
 2. ΓΡΑΜΜΗΚO ΢Τ΢ΣΖΜΑ ΜΔ ΓΤΟ ΑΓΝΧ΢ΣΟΤ΢ 
 

 Ζ γεληθή κνξθή ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο δχν 
εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο x, y είλαη: 

 
π.ρ. 

 
 
 Λχζε ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο (΢) είλαη θάζε 

δηαηεηαγκέλν δεχγνο αξηζκψλ (x, y) πνπ επαιεζεχεη 
θαη ηηο δχν εμηζψζεηο ηνπ. Π.ρ. ην δηαηεηαγκέλν δεχγνο  
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(2, -1) είλαη ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο                      , 

 
αθνχ  

 
 

 Έλα γξακκηθφ ζχζηεκα κε δχν αγλψζηνπο x, y 
ιχλεηαη κε ηνπο εμήο ηξφπνπο:  

α) Γξαθηθά 
΢ην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ παξηζηάλνπκε ηηο 

εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο κε δχν επζείεο ε1, ε2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αλ νη ε1, ε2 ηέκλνληαη ζ’ έλα ζεκείν, ηφηε ην ζχζηεκα 

έρεη κνλαδηθή ιύζε ην δεχγνο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ  
 
ζεκείνπ ηνκήο ηνπο. Π.ρ. ην ζχζηεκα               έρεη 
κνλαδηθή ιχζε ηελ (x, y) = (3, 2). 
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Αλ νη ε1, ε2 είλαη παξάιιειεο ηφηε δελ έρνπλ θαλέλα 

θνηλφ ζεκείν, νπφηε ην ζχζηεκα δελ έρεη ιχζε. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ην ζχζηεκα είλαη αδύλαην. 

 
 
 
 
 

Αλ νη ε1, ε2 ηαπηίδνληαη, ηφηε  

έρνπλ φια ηνπο ηα ζεκεία  
θνηλά, νπφηε ην ζχζηεκα έρεη  
άπεηξεο ιχζεηο.  
΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε  

φηη ην ζχζηεκα είλαη αόξηζην. 
 
 

β) Αιγεβξηθά 
Υξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν ηεο αληηθαηάζηαζεο ή ησλ 
αληηζέησλ ζπληειεζηψλ πξνθεηκέλνπ λα απαιείςνπκε 
ηνλ έλαλ απφ ηνπο δχν αγλψζηνπο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη 
λα θαηαιήμνπκε ζε κηα εμίζσζε 1νπ βαζκνχ κε έλαλ 
άγλσζην. 
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