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Γ΄ Κ.Π.΢. / ΔΠΔΑΔΚ ΗΗ / Δλέξγεηα 2.2.1 / 
Καηεγνξία Πξάμεσλ 2.2.1.α: 
«Αλακφξθσζε ησλ πξνγξακκάησλ 
ζπνπδψλ θαη ζπγγξαθή λέσλ 
εθπαηδεπηηθψλ παθέησλ» 

ΠΑΗΓΑΓΧΓΗΚΟ ΗΝ΢ΣΗΣΟΤΣΟ 
Γεκήηξηνο Γ. Βιάρνο 
Οκφηηκνο Καζεγεηήο ηνπ Α.Π.Θ 
Πξφεδξνο ηνπ Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 

 

Πξάμε µε ηίηιν: «΢πγγξαθή λέσλ 
βηβιίσλ θαη παξαγσγή ππνζηεξηθηηθνχ 
εθπαηδεπηηθνχ πιηθνχ µε βάζε ην 
ΓΔΠΠ΢ θαη ηα ΑΠ΢ γηα ην Γπκλάζην» 
Δπηζηεµνληθφο Τπεχζπλνο Έξγνπ 
Αληψληνο ΢. Μπνκπέηζεο 
΢χκβνπινο ηνπ Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 

 

Αλαπιεξσηήο Δπηζηεµ. Τπεχζ. Έξγνπ 
Γεψξγηνο Κ. Παιεφο 
΢χκβνπινο ηνπ Παηδαγσγ. Ηλζηηηνχηνπ 
Ηγλάηηνο Δ. Υαηδεεπζηξαηίνπ 
Μφληκνο Πάξεδξνο ηνπ Παηδαγ. Ηλζηηη. 
Έξγν ζπγρξεµαηνδνηνχµελν 75% απφ 
ην Δπξσπατθφ Κνηλσληθφ Σακείν θαη 
25% απφ εζληθνχο πφξνπο. 



΢ΤΓΓΡΑΦΔΗ΢ 
Γεκήηξηνο Αξγπξάθεο, Μαθημ/κός,  

Εκπ/κός Β/θμιας Εκπαίδεσζης 
Παλαγηψηεο Βνπξγάλαο, Μαθ/κός,  

Εκπ/κός Β/θμιας Εκπαίδεσζης 
Κσλζηαληίλνο Μεληήο, Μαθημ/κός  

Εκπ/κός Β/θμιας Εκπαίδεσζης 
΢ηακαηνχια Σζηθνπνχινπ, Μαθ/κός  

Εκπ/κός Β/θμιας Εκπαίδεσζης 
Μηραήι Υξπζνβέξγεο, ΢τολικός  

΢ύμβοσλος Μαθημαηικών 
 

ΚΡΗΣΔ΢-ΑΞΗΟΛΟΓΖΣΔ΢ 
Δκκαλνπήι Μαλαηάθεο, Επίκ. Καθ.  
Πολσηετν. ΢τολής Παν/μίοσ Παηρών 
Μηραήι ΢αιίρνο, ΢τολικός  

΢ύμβοσλος Μαθημαηικών 
Νηθφιανο Παπαεπζηξαηίνπ,  
Μαθ/κός, Εκπ/κός Β/θμιας Εκπ/ζης  

 

ΔΗΚΟΝΟΓΡΑΦΖ΢Ζ 
Νηθφιανο Μαξνπιάθεο,  

΢κιηζογράθος - Εικονογράθος 



ΦΗΛΟΛΟΓΗΚΖ ΔΠΗΜΔΛΔΗΑ 
Δπγελία Βειάγθνπ, Φιλόλογος  

 
ΤΠΔΤΘΤΝΟ΢ ΣΟΤ ΜΑΘΖΜΑΣΟ΢ 
ΚΑΗ ΣΟΤ ΤΠΟΔΡΓΟΤ ΚΑΣΑ ΣΖ 

΢ΤΓΓΡΑΦΖ 
Γεκήηξηνο Κνληνγηάλλεο, 
΢ύμβοσλος ηοσ Παιδαγ. Θνζηιηούηοσ 

 
ΔΞΧΦΤΛΛΟ 

Παλαγηψηεο Γξάββαινο, Ζωγράθος  
 

ΠΡΟΔΚΣΤΠΧΣΗΚΔ΢ ΔΡΓΑ΢ΗΔ΢ 
ΔΚΓΟ΢ΔΗ΢ ΠΑΣΑΚΖ 
 

ΠΡΟ΢ΑΡΜΟΓΖ ΣΟΤ ΒΗΒΛΗΟΤ ΓΗΑ 
ΜΑΘΖΣΔ΢ ΜΔ ΜΔΗΧΜΔΝΖ ΟΡΑ΢Ζ 

Ομάδα Εργαζίας   
Αποθ. 16158/6-11-06 και 
75142/Γ6/11-7-07 ΤΠΕΠΘ 



Μαζεκαηηθά 

Γ΄ ΓΤΜΝΑ΢ΗΟΤ

ΜΔΡΟ΢ Β΄ 

Σφκνο 2νο 
ΚΔΦΑΛΑΗΑ 1.6 - 2.4 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ,
ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ KAI ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ 

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ 
ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

∆ημήτριος Αργυράκης              
Παναγιώτης Βουργάνας 
Κωνσταντίνος Μεντής               

Σταματούλα Τσικοπούλου
Μιχαήλ Χρυσοβέργης

ΑΝΑ∆ΟΧΟΣ ΣΥΓΓΡΑΦΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 



 
 
 



 

 

 

 1.6.  Λφγνο εκβαδψλ νκνίσλ 
ζρεκάησλ 

 Μαζαίλσ ηε ζρέζε  
πνπ ζπλδέεη ηα εκβαδά  
νκνίσλ πνιπγψλσλ. 

 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

Έλαο κεραληθφο ζρεδίαζε έλα 
γήπεδν κπάζθεη κε θιίκαθα 1 : 50. 
Σν ζρέδην είρε δηαζηάζεηο 60 cm x 
30 cm. 
1. Να ππνινγίζεηε  
ηηο πξαγκαηηθέο δηα- 
ζηάζεηο ηνπ γεπέ- 
δνπ. 
2. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν ηνπ 
εκβαδνχ ηνπ ζρεδίνπ πξνο ην αληί-
ζηνηρν εκβαδά ηνπ γεπέδνπ. 
3. Να ζπγθξίλεηε ην ιφγν πνπ βξή-
θαηε κε ην ηεηξάγσλν ηεο θιίκαθαο 
ηνπ ζρεδίνπ. 
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΢ρεδηάδνπκε έλα νξζνγψλην ΑΒΓΓ 
κε δηαζηάζεηο α, β. Αλ ζρεδηάζνπκε 
θαη ην νξζνγψλην Α΄Β΄Γ΄Γ΄ κε ηξη-
πιάζηεο δηαζηάζεηο, ηφηε ην νξζν-
γψλην απηφ είλαη φκνην πξνο ην 
αξρηθφ κε ιφγν νκνηφηεηαο ι = 3.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Σα εκβαδά Δ΄, Δ ησλ δχν νξζνγσ-
λίσλ είλαη: 

Δ΄ = 3α  3β θαη Δ = α  β 

νπφηε ν ιφγνο ηνπο είλαη: 

Α B 

Γ Γ 

α 

β 
Α΄ Β΄ 

Γ΄ Γ΄ 

3α 

3β 
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                    =                  = 3
2
  

 

Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη, ν ιφγνο 
ησλ εκβαδψλ ησλ νκνίσλ απηψλ 
νξζνγσλίσλ είλαη ίζνο κε ην ηεηξά-
γσλν ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 
 
 
 
 
 
 
 

Οκνίσο, αλ ζηηο θάζεηεο πιεπξέο 
ΑΒ, ΑΓ ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ πάξνπκε ηα ζεκεία Γ, Δ αληη- 

ζηνίρσο, ψζηε ΑΓ =      ΑΒ θαη  

ΑΔ =      ΑΓ, ηφηε  ζρεκαηίδεηαη ην  

νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΓΔ, πνπ είλαη 
νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓ κε θέληξν  

νκνηνζεζίαο Α θαη  ιφγν      . Άξα ην 

 Δ΄. 
Δ 

 
 

 3α  3β. 
α  β 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 
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ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη φκνην κε ην ηξί-
γσλν ΑΒΓ κε ιφγν νκνηφηεηαο  

ι =      . 
 

Γηα ηα εκβαδά (ΑΓΔ) θαη (ΑΒΓ) ησλ 
νκνίσλ απηψλ ηξηγψλσλ ηζρχεη: 
 

 
             =                        =                  = 
 

 
=             =         . 
 

Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη ν ιφγνο 
ησλ εκβαδψλ ησλ νκνίσλ ηξηγψ-
λσλ ΑΓΔ, ΑΒΓ είλαη θαη πάιη ίζνο 
κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ νκνηφ-
ηεηαο ηνπο. 
 

Γενικά 

Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ δχν νκνίσλ 
ζρεκάησλ είλαη ίζνο κε ην ηεηξάγσ-
λν ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηαο ηνπο. 

 3. 
5 

 
 

 (ΑΓΔ). 
(ΑΒΓ) 

 1. 
2 

 
 

  ΑΓ  ΑΔ 

 1. 
2 

 
 

  ΑΒ  ΑΓ 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΔ. 
ΑΓ 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

2 
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Γηα παξάδεηγκα, ζην παξαπάλσ 
ζρήκα ην πνιχγσλν (Π) είλαη φκνην 
κε ην πνιχγσλν (Π΄) θαη δχν νκφιν-
γεο πιεπξέο ηνπο είλαη 2 cm θαη  
4 cm αληηζηνίρσο. Ο ιφγνο νκνηφ-
ηεηαο ηνπ (Π) πξνο ην (Π΄) είλαη  

ι =      =      , νπφηε γηα ηα εκβαδά  

ηνπο Δ θαη Δ΄ ηζρχεη       =         =      . 

 
 
 
 

Π 

Π΄ 

2 cm 4 cm 

 2. 
4 

 
 

 1. 
2 

 
 

 Δ. 
Δ΄ 
 
 

 1. 
2 

 
 

 1. 
4 

 
 

2 

11 / 226 



Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 
1 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   ΢ηελ πιεπξά ΑΒ ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
παίξλνπκε ζεκείν Γ, ηέηνην ψζηε  

ΑΓ =       ΑΒ. Απφ ην Γ θέξνπκε  

παξάιιειε ζηε ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ 
ΑΓ ζην ζεκείν Δ. Αλ ην εκβαδφλ  

ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ είλαη 18 cm
2
, λα  

βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ 
ΓΔΓΒ. 
 

Λχζε  
Σα ηξίγσλα ΑΓΔ  
θαη ΑΒΓ έρνπλ ηε  

γσλία Α θνηλή  

θαη Γ1 = Β, γηαηί  

είλαη εληφο εθηφο θαη επί ηα απηά 
κέξε ησλ παξαιιήισλ ΓΔ, ΒΓ πνπ 
ηέκλνληαη απφ ηελ ΑΒ. Γειαδή, ηα 
ηξίγσλα απηά έρνπλ δχν γσλίεο 
ίζεο κία πξνο κία, νπφηε είλαη  

 2. 
3 

 
 

12 / 226 



φκνηα κε ιφγν νκνηφηεηαο  

ι =         =      . Άξα γηα ηα εκβαδά  

(ΑΓΔ) θαη (ΑΒΓ) ηζρχεη              =  

ή               =        ή (ΑΓΔ) = 8 cm
2
. 

 

Σν ηξαπέδην ΓΔΓΒ έρεη εκβαδφλ 

(ΓΔΓΒ) = 18 cm
2
 - 8 cm

2
 = 10 cm

2
. 

 
 2  ΢ε έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πξνε-
θηείλνπκε ηηο ΑΒ, ΑΓ, ΑΓ θαηά ίζα 
ηκήκαηα θαη ζρεκαηίδνπκε ην ηεηξά-
πιεπξν ΑΔΕΖ. Πφζεο θνξέο κεγα-
ιχηεξν είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ηεηξα-
πιεχξνπ ΑΔΕΖ απφ ην εκβαδφλ ηνπ 
ΑΒΓΓ; 
 

Λχζε  
Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΕΖ είλαη νκνηφ-
ζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε θέληξν Α θαη 
ιφγν 2. 
Άξα ΑΔΕΖ ≈ ΑΒΓΓ, νπφηε 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 2. 
3 

 
 

 (ΑΓΔ). 
(ΑΒΓ) 

 
 

 2. 
3 

 
 

2 

 (ΑΓΔ). 
18 

 
 

 4. 
9 
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                =           = 
 
 

=         =      .  
 
Δπνκέλσο, 
(ΑΔΕΖ) = 4(ΑΒΓΓ), δειαδή ην 
ηεηξάπιεπξν ΑΔΕΖ έρεη ηεηξαπιά-
ζην εκβαδφλ απφ ην ηεηξάπιεπξν 
ΑΒΓΓ. 
 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Αλ ηα πνιχγσλα Π1, Π2 είλαη 

φκνηα, λα ζπ- 
κπιεξψζεηε  
ηε ζρέζε πνπ  
ζπλδέεη ηα  
εκβαδά ηνπο  

Δ1, Δ2. 

 

 (ΑΒΓΓ). 
(ΑΔΕΖ) 

 
 

 ΑΒ. 
ΑΔ 

 
 

2 

 1. 
2 

 
 

2 
 1. 
4 

 
 

Α 

Β 
Γ 

Γ 

Δ Ε 

Ζ 

Π1 

Π2 

2 cm 

4 cm 

E1 = ...E2 
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 2  Να ζπκπιεξψζεηε ηα θελά ζηηο 
παξαθάησ πξνηάζεηο: 

α) Αλ ηξηπιαζηάζνπκε θάζε πιεπξά 
ελφο ηεηξαγψλνπ, ηφηε ην εκβαδφλ 
ηνπ γίλεηαη ....................... θνξέο 
κεγαιχηεξν. 

β) Αλ δηπιαζηάζνπκε θάζε πιεπξά 
ελφο ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ, ηφηε ην 
εκβαδφλ ηνπ γίλεηαη ......................... 
θνξέο κεγαιχηεξν. 

γ) Αλ έλαο ξφκβνο έρεη πιεπξά 6 
cm θαη έλαο άιινο φκνηνο ηνπ 
ξφκβνο έρεη πιεπξά 3 cm, ηφηε ν 
δεχηεξνο ξφκβνο έρεη εκβαδφλ  

4 cm 

2 cm Π1 
Π2 

E1 = ...E2 
 

Π1 Π2 

E1 = ...E2 
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....................... θνξέο κηθξφηεξν απφ 
ην εκβαδφλ ηνπ πξψηνπ ξφκβνπ. 
 

 3  Έλα νξζνγψλην Π1 είλαη φκνην 

κε ην νξζνγψλην Π2 κε ιφγν νκνηφ- 

ηεηαο      . 

Ο Γηάλλεο ηζρπξίδεηαη φηη ην 

εκβαδφλ ηνπ Π1, είλαη ην 16% ηνπ 

εκβαδνχ ηνπ Π2. Έρεη δίθην; 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – 
ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ΓΔ // ΒΓ.  Να 
ππνινγίζηε ην 

ιφγν   
 
 

 2. 
5 

 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

3 cm 

2 cm 

 (ΑΓΔ). 
ΑΒΓ 
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 2  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ΓΔ // ΒΓ.  Αλ ην 
ηξίγσλν ΑΓΔ  έρεη 

εκβαδφλ 18 cm
2
, 

ηφηε λα ππνιν- 
γίζεηε ην εκβα- 
δφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
 

 3  ΢ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε βάζεηο ΑΒ = 
= 1 cm θαη ΓΓ = 5 cm, νη δηαγψληεο 
ΑΓ θαη ΒΓ ηέκλνληαη ζην Ο. Να ππν-
ινγίζεηε πφζεο θνξέο ην εκβαδφλ 
ηνπ ηξηγψλνπ ΟΓΓ είλαη κεγαιχηεξν 
απφ ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ. 
 

 4  Αλ Γ, Δ, ΢ είλαη ηα κέζα ησλ 
πιεπξψλ ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
αληηζηνίρσο, ηφηε λα ππνινγίζεηε 
ηνπο ιφγνπο: 

α)                     β)  
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 3 cm 

5 cm 

 (ΑΕΔ). 
(ΑΒΓ) 
 
 

 (ΓΔΕ). 
(ΑΒΓ) 
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 5  Αλ Δ ην εκβα- 
δφλ ηνπ ηξη- 
γψλνπ ΑΒΓ, 
ΓΕ // ΒΓ θαη 
ΓΖ // ΑΓ, 
ηφηε λα  
απνδείμεηε  

φηη γηα ηα εκβαδά Δ1, Δ2, Δ3 ηζρχνπλ:  

Δ1 =      Δ,  Δ2 =      Δ,  θαη   Δ3 = Δ1. 

 
 

 6  ΢ην νξζνγψλην ηξί- 
γσλν ΑΒΓ λα θέξεηε ην  
χςνο ΑΓ πνπ αληηζηνη- 
ρεί ζηελ ππνηείλνπζα.  
Να ππνινγίζεηε ηνπο  
ιφγνπο: 

α)                     β)  
 

 
 

 7  ΢ην εζσηεξηθφ ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα 
πάξεηε ηπραίν ζεκείν Ο. Αλ Γ, Δ, Ε 

 4. 
9 

 
 

 1. 
9 

 
 

Α Γ 

Β 

Γ 

3 cm 

4
 c

m
 

 (ΑBΓ). 
(ΑΓΓ) 

 
 

 (ΑΒΓ). 
(ΑΒΓ) 

 
 

Α 

Β Γ 

Γ Ε 
Δ1 

Δ2 Δ3 

8 cm 

4 cm 

Ζ 
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είλαη αληηζηνίρσο  
ηα κέζα ησλ ΟΑ,  
ΟΒ, ΟΓ, ηφηε λα  
απνδείμεηε φηη:  
α) ην ηξίγσλν  
ΓΔΕ είλαη φκνην  
κε ην ηξίγσλν  
ΑΒΓ. β) ην εκβαδφλ ηεο ρξσκαηη-
ζκέλεο επηθάλεηαο είλαη ίζν κε ηα  

     ηνπ εκβαδνχ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
 

 

 8  Έλα νξζνγψλην έρεη εκβαδφλ 40 

cm
2
. Να βξείηε ην εκβαδφλ ηνπ 

νξζνγσλίνπ πνπ ζα πξνθχςεη, αλ 
θσηνηππεζεί: 
α) κεγέζπλζε 120%       
β) ζκίθξπλζε 75%. 
 

 9  Αλ θάζε πιεπξά ελφο ηεηξαγψ-
λνπ απμεζεί θαηά 30%, ηφηε λα  

Α 

Β Γ 

Γ 

Δ Ε 
Ο 

 3. 
4 

 
 

19 / 228 



βξείηε πφζν % ζα απμεζεί ην εκβα-
δφλ ηνπ. 
 

 10  Οη δηαζηάζεηο  
ελφο νξζνγσλίνπ  
νηθνπέδνπ κεηψζε- 
θαλ θαηά 20%, γηαηί  
απμήζεθε ην πιά- 
ηνο ησλ δηπιαλψλ 
 δξφκσλ. Να βξείηε πφζν % κεηψ-
ζεθε ην εκβαδφλ ηνπ νηθνπέδνπ. 
 
ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 1νπ   
ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

 1  Αλ ηα ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη ΑΓΔ ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκα- 
ηνο είλαη ηζνζθειή,  
λα απνδείμεηε  
φηη ΒΓ = ΓΔ. 

Α Β 

Γ Γ 
Μ 

Κ 

Λ 

Α 

Β Γ 
Γ Δ 
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 2  Γίλεηαη ηεηξά- 
γσλν ΑΒΓΓ θαη ζε- 
κεία Ε, Δ ησλ πιεπ- 
ξψλ ΑΒ θαη ΒΓ αληη- 
ζηνίρσο, ηέηνηα  
ψζηε ΑΕ = ΒΔ.  
Να απνδείμεηε φηη:  
α) ΓΕ = ΑΔ      β) ΓΕ ┴ ΑΔ. 

 
 3  ΢ε επζεία ε λα πάξεηε ηα δηαδνρη-
θά ζεκεία Α, Β θαη Γ. Πξνο ην ίδην 
κέξνο ηεο επζείαο λα θαηαζθεπά-
ζεηε ηα ηζφπιεπξα ηξίγσλα ΑΒΕ θαη 
ΒΓΖ. Να απνδείμεηε φηη ΑΖ = ΓΕ. 
 
 4  ΢ε δχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄  

είλαη ΒΓ = Β΄Γ΄, Β = Β΄ θαη νη 
δηρνηφκνη ΒΜ θαη Β΄Μ΄ είλαη ίζεο. 
Να απνδείμεηε φηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα. 

Α Β 

Γ Γ 

Δ 

Ε 
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 5  ΢ην δηπιαλφ  
ζρήκα είλαη  
ΒΓ // ΑΓ θαη  
ΓΔ // ΓΒ.  
α) Να ππνινγί- 
ζεηε ηα επζχγξακκα  
ηκήκαηα ΟΓ θαη ΟΔ.  

β) Να απνδείμεηε φηη ΟΒ
2
 = ΟΑ  ΟΔ.  

 

 6  Έλα ηζφπιεπξν ηξίγσλν έρεη 
πιεπξά 6 cm. Να βξείηε ηελ πιεπξά 
ελφο άιινπ ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ 
πνπ έρεη δηπιάζην εκβαδφλ. 
 

 7  Οη δηαγψληνη ηε- 
ηξαγψλνπ ΑΒΓΓ  
ηέκλνληαη ζην ζε- 
κείν Ο. Απφ ην κέ- 
ζνλ Μ ηνπ ΟΒ λα  
θέξεηε ΜΔ ┴ ΑΓ θαη 

ΜΕ ┴ ΓΓ. Να ππνινγίζεηε ην 

εκβαδφλ ηνπ ηεηξαγψλνπ ΜΔΓΕ. 

Α 
Β Δ 

x 

y 

Ο 

Γ 
Γ 

6 cm 

5 cm 

3 cm 

Α B 

Γ Γ 

Δ 

Ε 

Μ 

Ο 

8 cm 
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 8  Με πιεπξά ηε δηαγψλην ΑΓ, 
ηεηξαγψλνπ ΑΒΓΓ πιεπ- 
ξάο x, λα ζρεκαηίζε- 
ηε ην ηεηξάγσλν  
ΑΓΔΕ. 
α) Να ππνινγί- 
ζεηε ην ιφγν  

               . 
 

β) Αλ (ΑΓΔΕ) = 200 cm
2
, λα ππνιν-

γίζεηε ηελ πιεπξά x. 
 

 9  ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ  
ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη  
ΓΔ // ΒΓ θαη  

(ΑΓΔ) =      (ABΓ).  

Να ππνινγίζεηε ην x. 
  
 10  ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ ζρήκαηνο 
ηεο επφκελεο ζειίδαο είλαη  

Α Β 

Γ Γ 

Δ 

Ε 

x 

x 

x 

x 
 (AΓΔΕ). 
(ΑΒΓΓ) 
 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

3 cm 

x  9. 
16 
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ΓΔ // ΒΓ, Γ΢ // ΑΓ  
θαη ΔΖ // ΑΒ. Να  
απνδείμεηε φηη: 
α) ΒΕ = ΓΖ 
β) (ΓΔΖΕ) = 

=         (ΑΒΓ) 
 

 
           ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑ-  
           ΛΑΗΧ΢Ζ 1νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

Α. Θ΢Α ΣΡΘΓΩΝΑ 
 

● Ίζα ηξίγσλα ιέγνληαη ηα ηξίγσλα 
πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο 
κία πξνο κία θαη ηηο αληίζηνηρεο 
γσλίεο ηνπο ίζεο. 
● Κξηηήξηα ηζφηεηαο ηξηγψλσλ. Γχν 
ηξίγσλα είλαη ίζα φηαλ έρνπλ: 
- Γχν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη 
ηελ πεξηερφκελε γσλία ηνπο ίζε  
(Π - Γ - Π). 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

5 cm 

Ε Ζ 

2 cm 

 16. 
49 
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- Μία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθεί-
κελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο 
ίζεο κία πξνο κία (Γ - Π - Γ). 
- Σηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία (Π - Π - Π). 
● Κξηηήξηα ηζφηεηαο νξζνγσλίσλ 
ηξηγψλσλ. Γχν νξζνγψληα ηξίγσλα 
είλαη ίζα φηαλ έρνπλ: 
- Γχν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία 
πξνο κία. 
- Μία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία 
αληίζηνηρε νμεία γσλία ίζε. 
 

Β. ΛΟΓΟ΢ ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΩΝ 
ΣΜΗΜΑΣΩΝ - ΘΕΩΡΗΜΑ ΘΑΛΗ 
 

● Παξάιιειεο επζείεο, αλ νξίδνπλ 
ίζα ηκήκαηα ζε κηα επζεία πνπ ηηο 
ηέκλεη, ηφηε ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα 
θαη ζε νπνηαδήπνηε άιιε επζεία 
πνπ ηηο ηέκλεη. 
● Λφγνο ελφο επζχγξακκνπ ηκήκα-
ηνο ΓΓ πξνο ην επζχγξακκν ηκήκα  
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ΑΒ είλαη ν αξηζκφο ι γηα ηνλ νπνίν 
ηζρχεη ΓΓ = ι  ΑΒ. 
● Σα επζχγξακκα ηκήκαηα α, γ είλαη 
αλάινγα πξνο ηα επζχγξακκα ηκή- 

καηα β, δ, φηαλ ηζρχεη       =      . 

● Θεψξεκα Θαιή. Σξεηο ή πεξηζ-
ζφηεξεο επζείεο, αλ ηέκλνπλ δχν 
άιιεο επζείεο, ηφηε ηα ηκήκαηα πνπ 
νξίδνληαη ζηε κία είλαη αλάινγα 
πξνο ηα αληίζηνηρα ηκήκαηα πνπ 
νξίδνληαη ζηελ άιιε. 
 
Γ. ΟΜΟΘΘΕ΢ΘΑ - ΟΜΟΘΟΣΗΣΑ 
 

● Οκνηφζεην ελφο ζεκείνπ Α σο 
πξνο ην θέληξν Ο θαη ιφγν ι νλνκά-
δεηαη ην ζεκείν Α΄ ηεο εκηεπζείαο ΟΑ 
γηα ην νπνίν ηζρχεη ΟΑ΄ = ι  ΟΑ. 
● Σα νκνηφζεηα επζχγξακκα ηκήκα-
ηα πνπ δε βξίζθνληαη ζηελ ίδηα 
επζεία είλαη παξάιιεια.  

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
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● Οη νκνηφζεηεο γσλίεο είλαη ίζεο. 
● Γχν νκνηφζεηα πνιχγσλα έρνπλ 
ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη ηηο 
αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο.  
● Όκνηα πνιχγσλα ιέγνληαη ηα πν-
ιχγσλα πνπ ην έλα είλαη κεγέζπλζε 
ή ζκίθξπλζε ηνπ άιινπ.  
● Γχν πνιχγσλα είλαη φκνηα, φηαλ 
έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο 
θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο 
θαη αληηζηξφθσο. 
● Σα νκνηφζεηα πνιχγσλα είλαη 
φκνηα. 
● Γχν ηξίγσλα πνπ έρνπλ δχν 
γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία είλαη 
φκνηα θαη ζα έρνπλ ηηο νκφινγεο 
πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. 
● Αλ δχν πνιχγσλα είλαη φκνηα, 
ηφηε: 
- Ο ιφγνο ησλ πεξηκέηξσλ ηνπο 
είλαη ίζνο κε ην ιφγν νκνηφηεηάο 
ηνπο. 
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- Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ ηνπο είλαη 
ίζνο κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ 
νκνηφηεηάο ηνπο. 
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2ν ΚΔΦΑΛΑΗΟ 

 

εθσ =  
 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 

εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1 



 
 
 
 
 
 

ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΑ 
 

2.1 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί γσλίαο 

κε 0
ν
 ≤ σ ≤ 180

ν
 

2.2 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 
παξαπιεξσκαηηθψλ γσληψλ 

2.3 ΢ρέζεηο κεηαμχ ηξηγσλνκεηξη-
θψλ αξηζκψλ κηαο γσλίαο 

2.4 Νφκνο εκηηφλσλ  
   Νφκνο ζπλεκηηφλσλ          
 
Γεληθέο αζθήζεηο 2νπ Κεθαιαίνπ 
Δπαλάιεςε - Αλαθεθαιαίσζε 



 

2.1.  Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 

γσλίαο κε 0
ν
 ≤ σ ≤ 180

ν
 

 Θπκάκαη πωο νξίδνληαη 
νη ηξηγωλνκεηξηθνί αξηζ-
κνί νμείαο γωλίαο νξζν-
γωλίνπ ηξηγώλνπ. 

 Γλωξίδω πωο νξίδνληαη νη 
ηξηγωλνκεηξηθνί αξηζκνί  

γωλίαο ω κε 0
ν
 ≤ ω ≤ 180

ν
. 

 Μαζαίλω λα ππνινγίδω ηνπο 
ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο κηαο 
γωλίαο κε ηε βνήζεηα ελόο νξζν-
θαλνληθνύ ζπζηήκαηνο αμόλωλ. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε έλα νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφ-
λσλ Oxy θέξακε ηελ εκηεπζεία OM, 
πνπ ζρεκαηίδεη κε ηνλ εκηάμνλα Ox 
γσλία σ. 
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1. Να πξνζδην- 
ξίζεηε ηηο ζπληε- 
ηαγκέλεο ηνπ  
ζεκείνπ M θαη  
λα ππνινγίζεηε  
ηελ απφζηαζε  
ηνπ M απφ ηελ  
αξρή O. 
2. Να βξείηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο ηεο γσλίαο σ. 

΢ηελ πξνεγνχκελε ηάμε κάζακε 
πψο νξίδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί 
αξηζκνί κηαο νμείαο γσλίαο νξζν-
γσλίνπ ηξηγψλνπ, ηνπ νπνίνπ γλσ-
ξίδνπκε ηηο πιεπξέο ηνπ. ΢πγθεθξη-
κέλα, κάζακε φηη: 
 

εκσ =                                           = 
 
 

ζπλσ =                                       = 
 

y 

x Ο 

M 

1 
2 
3 

1 2 3 4 

απέλαληη θάζεηε πιεπξά 
ππνηείλνπζα 

 

AΓ 
ΒΓ 
 
 πξνζθείκελε θάζ. πι.  

ππνηείλνπζα 
 

AΒ 
ΒΓ 
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εθσ =                                           = 
 
Οη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί  
κηαο νμείαο γσλίαο νξί- 
δνληαη θαη κε ηε βνή- 
ζεηα ελφο νξζνθα- 
λνληθνχ ζπζηή- 
καηνο αμφλσλ. Αλ ζ’ έλα νξζνθαλν-
ληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy πάξνπκε 
ην ζεκείν M(4, 3) θαη θέξνπκε  
ΜΑ ┴ x΄x θαη ΜΒ ┴ y΄y, ηφηε έρνπκε 

OA = 4 θαη OB = ΑΜ = 3. Oη ηξηγσ-
λνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο γσλίαο σ =  

= xOM ππνινγίδνληαη απφ ην νξζν-
γψλην ηξίγσλν OAM. Απφ ην Ππζα-
γφξεην ζεψξεκα ζην ηξίγσλν απηφ 
γηα ηελ απφζηαζε ξ = OM έρνπκε 

ξ
2
 = 4

2
 + 3

2
, νπφηε  

ξ =                              5.  Άξα 

απέλαληη θάζεηε πιεπξά 
πξνζθείκελε θάζ. πι.  

 

AΓ 
ΑΒ 
 
 

Β 
σ 

Α 

Γ 
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4
2
 + 3

2
 = 25 =
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εκσ =    = 
 

 
ζπλσ =   = 
 

 
εθσ =     = 
 

Mε ηε βνήζεηα φκσο ελφο νξζνθα-
λνληθνχ ζπζηήκαηνο αμφλσλ κπν-
ξνχκε λα νξίζνπκε ηνπο ηξηγσλν-
κεηξηθνχο αξηζκνχο κηαο γσλίαο σ 
θαη φηαλ απηή δελ είλαη νμεία.  
Αλ έρνπκε κία ακβιεία γσλία σ, 
ηφηε ηελ ηνπνζεηνχκε ζ’ έλα νξζν-
θαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy, 
έηζη ψζηε ε θνξπθή ηεο λα ζπκπέ- 

y 

x Ο 

M (4,3) 

1 
2 
3 

1 2 3 4 
       ηεηαγκέλε ηνπ Μ          .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

3 
5 
 
 

       ηεηκεκέλε ηνπ Μ         .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

4 
5 
 
 

  ηεηαγκέλε ηνπ Μ .   
ηεηκεκέλε ηνπ Μ 

 

3 
4 
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + y

2
 

ζεη κε ηελ αξρή O, ε κία πιεπξά ηεο 
λα ζπκπέζεη κε ηνλ ζεηηθφ εκηάμνλα 
Ox θαη ε άιιε ηεο πιεπξά λα βξεζεί 
ζην 2ν ηεηαξηεκφξην. Αλ ζηελ πιεπ-
ξά απηή πάξνπκε έλα νπνηνδήπνηε 
ζεκείν M(x, y), δηαθνξεηηθφ απφ ην 
O, ηφηε γηα ηελ απφζηαζε ξ = OM 
ηζρχεη 
 

                   ξ =                    
 

Οη ηξηγσλν- 
κεηξηθνί 
αξηζκνί ηεο 
γσλίαο σ  
είλαη: 
 

εκσ =                                              = 
 

 
ζπλσ =                                             = 
 

 
εθσ =                                 = 
 

σ 

Ο 

ξ σ 

x 

y Μ (x,y) 

       ηεηαγκέλε ηνπ Μ          .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

y 
ξ 
 
 

       ηεηκεκέλε ηνπ Μ         .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

x 
ξ 
 
 

  ηεηαγκέλε ηνπ Μ .   
ηεηκεκέλε ηνπ Μ 

 

y 
x 
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Παξαηεξνχκε φηη: 

● Αλ ε γωλία ω είλαη νμεία, ηφηε 
είλαη x>0, y>0, ξ>0, νπφηε:  

εκω>0, ζπλω>0, εθω>0. 
● Αλ ε γωλία ω είλαη ακβιεία, ηφηε 
είλαη x<0, y>0, ξ>0, νπφηε:  

εκω>0, ζπλω<0, εθω<0. 
Oη πξνεγνχκελνη ηχπνη γεληθεχν-

ληαη θαη φηαλ σ = 0
o
 ή σ = 90

o
 ή σ = 

180
o
. Έηζη, κπνξνχκε ηψξα λα ππν-

ινγίζνπκε θαη ηνπο ηξηγσλνκεηξη-

θνχο αξηζκνχο ησλ γσληψλ 0
o
, 90

o
 

θαη 180
o
. 

 

Αλ M ζεκείν ηνπ  
εκηάμνλα Ox π.ρ.  
ην M(1,0), ηφηε  

σ = xOM = 0
ν
 θαη 

ξ = OM = 1. Άξα: 
 

εκ0
ν 

=    =    = 0   ζπλ0
ν 

=    =    = 1 
 

O 

y 

x 
M (1,0) 

σ = 0
ν
 

y 
ξ 
 
 

0 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

1 
1 
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εθ0
ν 

=    =    = 0   
 

 

 

Αλ M ζεκείν ηνπ  
εκηάμνλα Oy π.ρ.  
ην M(0,1), ηφηε  

σ = xOM = 90
ν
 θαη  

ξ= OM = 1. Άξα: 
 

εκ90
ν 

=    =    = 1  ζπλ90
ν 

=   =    = 0 
 

εθ90
ν 

 δελ νξίδεηαη (γηαηί x=0)   
 

Αλ M ζεκείν ηνπ  
εκηάμνλα Ox΄ π.ρ.  
ην M(-1,0), ηφηε  

σ = xOM = 180
ν

 θαη  

ξ = OM = 1. Άξα: 
 

εκ180
ν 

=    =    = 0  ζπλ180
ν 

=    =   

=     = -1      εθ180
ν 

=    =    = 0      
 

y 
x 
 
 

0 
1 
 
 

y 
ξ 
 
 

1 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

0 
1 
 
 

M (0,1) 

O 

y 

x 
σ = 90

ν
 

σ 

y 
ξ 
    
 

0 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

-1 
1 
 
 

y 
x 
 
 

0 
1 
 
 

M (-1,0) 

O 

y 

x 
σ = 180

ν
 

σ 
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Τπελζπκίδνπκε θαη ηνπο ηξηγσλνκε-

ηξηθνχο αξηζκνχο ησλ γσληψλ 30
ν
, 

45
ν
 θαη 60

ν
 πνπ θαίλνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφ-
λσλ Oxy παίξλνπκε ην ζεκείν Μ(-4, 
3). Να ππνινγηζηνχλ νη ηξηγσλνκε- 

ηξηθνί αξηζκνί ηεο γσλίαο σ = xOM. 
 
 
 

σ 30
ν
 45

ν
 60

ν
 

εκσ 
   

ζπλσ 
   

εθσ 
 

1 
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1

2
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3

2
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3

2
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1

2
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2

2
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2

2
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Λχζε   
Γηα ηελ απφζηα- 
ζε ΟΜ = ξ έρνπ- 
κε: 
ξ =                = 
 

=                                   . 
 

εκσ
 
=    =   ,    ζπλσ

 
=    =      = - 

 
 

εθσ =    =      = -    . 
 
 

 2   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφ-
λσλ Oxy θέξνπκε εκηεπζεία Oz, 

ψζηε xOz = 135
o
. Πάλσ ζηελ Oz 

παίξλνπκε ην ζεκείν Μ κε ηεηκεκέ-
λε -1. Να ππνινγηζηνχλ νη ηξηγσλν-
κεηξηθνί αξηζκνί ηεο γσλίαο  

xΟΜ = 135
o
. 

 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + y

2
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com
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x 
ξ 
 
 

-4 
1 
 
 

4 
5 
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Λχζε  
Φέξλνπκε ΜΒ ┴ x΄x θαη ΜΓ ┴  y΄y. 

Δπεηδή  

ρΟΜ = 135
ν
 θαη  

xOy = 90
ν

 ζα είλαη  

ΓΟΜ = 45
ν
, νπφηε  

ην νξζνγψλην  
ηξίγσλν ΟΜΓ είλαη θαη ηζνζθειέο. 
Άξα ΟΓ = ΜΓ = ΟΒ = 1 θαη ε ηεηαγ-
κέλε ηνπ ζεκείνπ Μ είλαη y = 1. 
Γειαδή έρνπκε Μ(-1, 1) θαη  

ξ =  
 

Άξα εκ135
ν
 =  

 

ζπλ135
ν
 =                          θαη 

 

εθ135
ν
 =  

 
 

Γ M  

z 

ξ 

O 

y 

x 
Β (-1,0) 135

ν
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ξ 
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ξ 
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   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Γηα ην ζεκείν Μ(5, 12) είλαη  

ξ = ΟΜ = 13. Αλ σ = xΟΜ λα ζπ-
κπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηε-
ηεο: 
εκσ = .......  ζπλσ = .......  εθσ = ....... 
 
 2  Αλ ε γσλία σ = xOM είλαη ακ-
βιεία, ηφηε λα ζπκπιεξψζεηε ηα πα-
ξαθάησ θελά κε ην ζχκβνιν > ή <. 
εκσ ... 0       ζπλ ... 0        εθσ ... 0 
 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ πίλαθα 
ηεο επφκελεο ζειίδαο  αληηζηνη-
ρίδνληαο ζε θάζε ηξηγσλνκεηξηθφ 
αξηζκφ ηεο ζηήιεο Α ηνλ ίζν ηνπ 
αξηζκφ απφ ηε ζηήιε Β. 
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΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α.  εκ90
ν
  

β.  ζπλ180
ν
  

1.       0 
γ.  εθ0

ν
 

δ.  ζπλ90
ν
 

2.     -1 
ε.  εκ0

ν
 

ζη. εθ180
ν
  

3.       1 
δ.  ζπλ0

ν
 

ε.  εκ180
ν
  

 

 
 4  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ 
πξνηάζεηο κε (΢), αλ είλαη ζσζηέο ή 
κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
α) Γηα θάζε γσλία σ ηζρχεη  
-1 ≤ ζπλσ ≤ 1.   
β) Αλ ε γσλία σ είλαη ακβιεία, ηφηε 
εθσ < 0.   

α β γ δ ε ζη δ ε 
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γ) Αλ γηα ηε γσλία σ ηζρχεη  
εκσ > 0, ηφηε ε σ είλαη νμεία.   
δ) Σν εκίηνλν νπνηαζδήπνηε 
γσλίαο ηξηγψλνπ είλαη ζεηηθφο 
αξηζκφο.   
 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – 
ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο  

σ = ρΟΜ, φηαλ:  
α) M(3, 4)     β) M(-5, 12)     γ) M(0, 3) 

 
 2  Μηα επζεία ε έρεη εμίζσζε y = -2x. 
α) Να ζρεδηάζεηε ηελ επζεία ε θαη 
λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ηεηαγκέλε 
ελφο ζεκείνπ ηεο M πνπ έρεη ηεηκε-
κέλε -1.  
β) Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο  

σ = xOM. 
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 3  Έλα πινίν Π αλαρψξεζε απφ ην 
ιηκάλη Ο θαη θηλήζεθε βνξεηναλα-
ηνιηθά πξνο κία  
θαηεχζπλζε πνπ  
ζρεκάηηδε κε ηνλ  

άμνλα Οx γσλία 30
o
.  

Να βξείηε ηηο ζπ- 
ληεηαγκέλεο ηνπ  
πινίνπ κεηά απφ δηαδξνκή 10 
κηιίσλ. 
 
 4  ΢ην δηπιαλφ ζρή- 
κα ην ηξίγσλν ΟΒΜ  
είλαη ηζφπιεπξν.  
Να ππνινγίζεηε:  
α) ηηο ζπληε- 
ηαγκέλεο ηνπ Μ.  
β) ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηεο γσλίαο 120°. 
 
 5  ΢ην ζρήκα ηεο επφκελεο ζειίδαο 
ην ηξίγσλν ΟΒΜ είλαη ηζνζθειέο. 

Π 

Ο x 

y 

30
ν
 

120
ν
 60

ν
 
O x 

y 
M 

B(-2,0) 
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α) Να απνδείμεηε φηη νη 
ζπληεηαγκέλεο ηνπ 
Μ είλαη (-     , 1).  
β) Να ππνινγί- 
ζεηε ηνπο ηξη- 
γσλνκεηξηθνχο 

αξηζκνχο ηεο γσλίαο 150
ν
. 

 

 6  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  

είλαη εθσ = –      . Αλ  

ε ηεηκεκέλε ηνπ ζε- 
κείνπ Μ είλαη -1, ηφηε  
λα ππνινγίζεηε: 
α) ηελ ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ.  
β) ην εκσ θαη ην ζπλσ. 
 

 7  Έλα ππξνβφιν φπιν βξίζθεηαη 
ζηε ζέζε Ο θαη έρεη ζηξέςεη ηελ 

θάλλε ζην ζηφρν ΢1. Αλ ν ζηφρνο 

΢1 κεηαθηλεζεί ζηε ζέζε ΢2, ηφηε λα 

ππνινγίζεηε πφζεο κνίξεο πξέπεη  

B 

150
ν
 

30
ν
 
O x 

y 

M 
2 
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λα ζηξαθεί ε θάλλε ηνπ ππξνβφινπ 
φπινπ γηα λα ζεκαδεχεη ην ζηφρν 
ζηε λέα ηνπ ζέζε; 
(Να τρηζιμοποιήζεηε ηριγωνομε-
ηρικούς πίνακες). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ο 4 8 12 16 20 

4 

8 

12 

16 

20 

x 

y 

΢1 

΢2 
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2.2.  Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 
παξαπιεξσκαηηθψλ γσληψλ 

Γλωξίδω πνηα ζρέζε 
ζπλδέεη: 

 Τνπο ηξηγωλνκεηξηθνύο 

αξηζκνύο παξαπιε- 

ξωκαηηθώλ γωληώλ  
 Τηο γωλίεο πνπ έρνπλ ην 
ίδην εκίηνλν. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ 
Oxy λα πάξεηε ην ζεκείν Μ(3, 4). 
1. Πνηεο είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 
ζεκείνπ Μ΄, πνπ είλαη ζπκκεηξηθφ 
ηνπ Μ σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y; 

2. Να εμεγήζεηε γηαηί νη γσλίεο xOM  

= σ θαη xOM΄ = θ είλαη παξαπιεξσ-
καηηθέο. 
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3. Να βξείηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο ησλ γσληψλ σ θαη θ θαη 
ηε ζρέζε πνπ ηνπο ζπλδέεη. 

 
 

΢ε νξζνθαλν- 
ληθφ ζχζηεκα  
αμφλσλ Oxy  
παίξλνπκε ην  
ζεκείν Μ(3, 4)  
θαη βξίζθνπκε  
ην ζπκκεηξηθφ  
ηνπ ζεκείν Μ΄(-3, 4) σο πξνο ηνλ 
άμνλα y΄y. Αλ νλνκάζνπκε σ ηε  

γσλία xOM, ηφηε ιφγσ ζπκκεηξίαο  

είλαη x΄OM΄ = σ, νπφηε γηα ηε γσλία  

θ = xOM΄ ηζρχεη θ = 180
ν
 - σ, πνπ 

ζεκαίλεη φηη νη γσλίεο σ θαη θ είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο, αθνχ σ + θ = 

180
ν
. Έρνπκε αθφκε φηη 

ξ = OM = OM΄ =               =        = 5,  

σ σ 

-2 0 1 2 3 x -1 -3 x΄ 

2 
3 
4 

1 
θ 

Μ΄(-3,4) Μ(3,4) 

ξ ξ 

y 
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νπφηε:  

εκσ =    ,  ζπλσ =   ,   εθσ =        θαη 

 

εκθ =    ,  ζπλθ = -    ,  εθθ = -    . 
 

Παξαηεξνχκε ινηπφλ, φηη: 

Οη παξαπιεξωκαηηθέο γωλίεο ω, θ 

= 180
ν 

- ω έρνπλ ην ίδην εκίηνλν 

θαη αληίζεηνπο ηνπο άιινπο 
ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο. 
 

Γενικά 

Γηα δχν παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο 

σ θαη 180
o
 – σ ηζρχνπλ:  

• εκ(180
o
 – σ)   = εκσ       

• ζπλ(180
o
 – σ) = –ζπλσ      

• εθ(180
o
 – σ)   = –εθσ 

 
Με ηνπο πξνεγνχκελνπο ηχπνπο 
κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο 
ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο κηαο  

4 
5 
 
 

3 
5 
 
 

4 
3 
 
 

4 
5 
 
 

3 
5 
 
 

4 
3 
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γσλίαο, αλ γλσξίδνπκε ηνπο ηξηγσ-
λνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο παξα-
πιεξσκαηηθήο ηεο.  
Γηα παξάδεηγκα, 

εκ150
o
 = εκ(180

o
 - 30

o
) = εκ30

o
 =  

ζπλ150
o
 = ζπλ(180

o
 - 30

o
) =  

-ζπλ30
o
 = -   

εθ150
o
 = εθ(180

o
 - 30

o
) =  

 

-εθ30o = -  
 
 
΢ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα βιέ-
πνπκε φηη νη παξαπιεξσκαηηθέο 

γσλίεο 150
o
 θαη 30

o
, αλ θαη δελ είλαη 

ίζεο, έρνπλ ην ίδην εκίηνλν. 
Δπνκέλσο: 

Αλ δύν γωλίεο έρνπλ ην ίδην εκίην-

λν θαη είλαη από 0
o
 κέρξη θαη 180

o
, 

 1. 
2 
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 ηόηε είλαη ίζεο ή παξαπιεξωκα-
ηηθέο. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ εκρ = εκ35
o
 θαη 

0 ≤ x ≤ 180
o
, ηφηε είλαη x = 35

o
 ή  

x = 180
o
 - 35

o
, δειαδή ρ = 35

o
  ή   

ρ = 145
o
. 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   Να ππνινγηζηεί ε ηηκή ηεο 

παξάζηαζεο Α = εκ140
o
 + ζπλ170

o
 

- εκ40
o
 + ζπλ10

o
. 

 
Λχζε  

Οη γσλίεο 140
o
 θαη 40

o
 είλαη παξα-

πιεξσκαηηθέο, νπφηε ζα έρνπλ ην 

ίδην εκίηνλν, δειαδή είλαη εκ140
o
 = 

εκ40
o
. 

Οη γσλίεο 170
o
 θαη 10

o
 είλαη παξα-

πιεξσκαηηθέο, νπφηε ζα έρνπλ  
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αληίζεηα ζπλεκίηνλα, δειαδή είλαη 

ζπλ170
o
 = –ζπλ10

o
. Άξα: 

Α = εκ140
o
 + ζπλ170

o
 - εκ40

o
 +  

+ ζπλ10
o
 = εκ40

o
 - ζπλ10

o
 - εκ40

o
 + 

+ ζπλ10
o
 = 0. 

 

 2   Αλ Α, Β, Γ είλαη γσλίεο ελφο ηξη-

γψλνπ ΑΒΓ κε Α = 80
o
 θαη Β = 70

o
 

λα απνδεηρζεί φηη:   
α) εκ(Α + Β) = εκΓ  
β) ζπλ(Α + Β) = –ζπλΓ 
 
Λχζε  
Οη γσλίεο Α, Β, Γ ηνπ ηξηγψλνπ 

έρνπλ άζξνηζκα 180
o
, δειαδή είλαη: 

80
o
 + 70

o
 + Γ= 180

o
, νπφηε Γ = 30

o
. 

Άξα: 

α) εκ(Α + Β) = εκ(80
o
 + 70

o
) = 

εκ150
o
 = εκ(180

o
 - 30

o
) = εκ30

o
 = 

εκΓ. 
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β) ζπλ(Α + Β) = ζπλ(80
o
 + 70

o
) = 

ζπλ150
o
 = ζπλ(180

o
 - 30

o
) =  

-ζπλ30
o
 = -ζπλΓ. 

 

 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ 
ηζφηεηεο κε (΢), αλ είλαη ζσζηέο ή 
κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

α) εκ150
o
 = εκ30

o
  

β) ζπλ135
o
 = ζπλ45

o
 

γ) εθ100
o
 = εθ80

o
  

δ) εθ75
o
 = -εθ105

o
 

ε) ζπλ110
o
 = -ζπλ70

o
  

ζη) εκ140
o
 = -εκ40

o
 

 
 2  Αλ γηα ηε γσλία x ηζρχεη  

0 ≤ x ≤ 180
o
, λα ζπκπιεξψζεηε ηηο 

παξαθάησ πξνηάζεηο: 

α) Αλ εκx = εκ60
o
, ηφηε x = ............. 
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β) Αλ ζπλx = -ζπλ20
o
, ηφηε x = ......... 

γ) Αλ εθx = -εθ30
o
, ηφηε x = ............ 

 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθά-
ησ πίλαθα αληηζηνηρίδνληαο ζε θάζε 
ηξηγσλνκεηξηθφ αξηζκφ ηεο ζηήιεο 
Α ηνλ ίζν ηνπ ηξηγσλνκεηξηθφ 
αξηζκφ απφ ηε ζηήιε Β. 

 
΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α. εκ140
o
 1. εκ40

o
 

2. ζπλ40
o
 

3. εθ40
o
 

4. -εκ40
o
 

5. -ζπλ40
o
 

6. -εθ40
o
 

β. ζπλ140
o
  

γ.  εθ140
o
 

 

α β γ 
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ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – 
ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ησλ γσληψλ:  

α) 120
ν
        β) 135

ν
        γ) 150

ν
 

 
 2  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εκ108
ν
 + ζπλ77

ν
 - εκ72

ν
 +  

+ ζπλ103
ν
 = 0  

β) εθ122
ν
 - εθ58

ν
  εθ135

ν
 = 0 

 
 3  Να απνδείμεηε φηη:  

α) ζπλ
2
45

ν
 + ζπλ

2
135

ν
 = 1  

β) εκ
2
30

ν
 + εκ

2
60

ν
 + εκ

2
120

ν
 +  

+ εκ
2
150

ν
 = 2  

 
 4  Να απνδείμεηε φηη:  

εκ(140
o
 + x) = εκ(40

o
 - x) θαη 

ζπλ(158
o
 - x) = -ζπλ(22

o
 + x). 
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 5  Να βξείηε ηε γσλία x, φηαλ: 

α) εκx =           β) εκx = 1 - εκx 

 
γ) ζπλx =          δ) ζπλx =  
 
ε) εθx =           ζη) 2εθx = 1 + εθx 
 
 6  Να απνδείμεηε φηη νη γσλίεο ελφο 
παξαιιεινγξάκκνπ έρνπλ ην ίδην 
εκίηνλν. Ηζρχεη ην ίδην θαη γηα ηα 
ζπλεκίηνλα ησλ γσληψλ ηνπ; 
 
 7  Γίλεηαη ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε  

Β = Γ = 90
ν
.  

Να απνδείμεηε φηη: 
α) εκΑ + ζπλΑ - εκΓ + ζπλΓ = 0 
β) εθΑ + εθΓ = 0 
 
 8  ΢ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ 
ζρήκαηνο ηεο επφκελεο ζειίδαο λα  
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ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλν- 
κεηξηθνχο αξηζκνχο ησλ  
γσληψλ σ θαη θ. 
 
 
 
 9  Γίλεηαη ηζφπιεπξν  
ηξίγσλν ΑΒΓ κε πιεπ- 
ξά 6 cm θαη ζεκείν Γ  
ηεο πιεπξάο ΒΓ ηέηνην,  
ψζηε ΒΓ = 2 cm. Να  
ππνινγίζεηε ηνπο 
ηξηγσλνκεηξηθνχο  
αξηζκνχο ησλ  
γσληψλ σ θαη θ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α B 

Γ 

θ 
σ 

6 cm 

8
 c

m
 

Α 

Β Γ 

θ σ 

6 cm 

2 cm 
Γ 
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2.3.  ΢ρέζεηο κεηαμχ ηξηγσλνκε-

ηξηθψλ αξηζκψλ κηαο γσλίαο 

  Γλωξίδω πνηεο είλαη νη 
βαζηθέο ηξηγωλνκεηξηθέο 
ηαπηόηεηεο θαη πωο απν-
δεηθλύνληαη.  

 Τηο Χξεζηκνπνηώ ηηο βαζη- 
θέο ηξηγωλνκεηξηθέο ηαπηό- 
ηεηεο γηα ηελ απόδεημε  
απιώλ ηξηγωλνκεηξηθώλ 
ηαπηνηήηωλ. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα λα πάξε-
ηε έλα ζεκείν Μ ζην 1ν ή ζην 2ν 
ηεηαξηεκφξην κε φπνηεο ζπληεηαγ-
κέλεο ζέιεηε. 
1. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο  

σ = xOM. 
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2. Να ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε 

(εκσ)
2
 + (ζπλσ)

2
 θαη λα ζπγθξίλεηε 

ην απνηέιεζκα πνπ βξήθαηε κε ηα 
απνηειέζκαηα πνπ βξήθαλ νη ζπκ-
καζεηέο ζαο. 
3. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν            

θαη λα ηνλ ζπγθξίλεηε κε ηελ εθσ. 

 
΢ε πξνεγνχκε- 
λε ελφηεηα κά- 
ζακε φηη γηα ηελ 
απφζηαζε ξ  
ελφο ζεκείνπ  
M(x, y) απφ ηελ  
αξρή ησλ αμφ- 
λσλ ηζρχεη 

ξ =                  ή ξ
2
 = x

2
 + y

2
. Αλ 

δηαηξέζνπκε θαη ηα δχν κέιε κε ην 

ξ
2
, ηφηε έρνπκε: 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

σ 
0 x 

y 
Μ(x,y) 

ξ 
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                        ή                              (1). 

  
 

Δπεηδή εκσ =       θαη ζπλσ =       , ε  

ηζφηεηα (1) γίλεηαη: 

(ζπλσ)
2
 + (εκσ)

2
 = 1  

ή ζπληνκφηεξα εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1.  

Απνδείμακε ινηπφλ φηη γηα νπνηα-
δήπνηε γσλία σ ηζρχεη 

 

 
Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζφ- 

ηεηεο  εκσ =        θαη ζπλσ =       , 

κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ζπλσ ≠ 0, 
έρνπκε: 

 
           = –––    ή            =          ή 
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ρ
2
 + 

y
2

ρ
2
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x

ρ

2

 + 
y

ρ

2

 = 1

 y. 
ξ 
 
 

 x. 
ξ 
 
 

εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1 

 y. 
ξ 
 
 

 x. 
ξ 
 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 y. 
ξ 
 
 

 x. 
ξ 
 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 yξ. 
xξ 
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            =      = εθσ 
 
Απνδείμακε ινηπφλ φηη γηα νπνηα-
δήπνηε γσλία σ κε ζπλσ ≠ 0 ηζρχεη 
 
  
 
Οη πξνεγνχκελεο ηζφηεηεο ιέγνληαη 

βαζηθέο ηξηγωλνκεηξηθέο ηαπηόηε-
ηεο, γηαηί κε ηε βνήζεηα ηνπο απν-
δεηθλχνπκε θαη άιιεο ηαπηφηεηεο 
πνπ πεξηέρνπλ ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο. 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ  

ηζρχεη εκσ =      , ηφηε λα ππνινγη- 

ζηνχλ νη άιινη ηξηγσλνκεηξηθνί 
αξηζκνί ηεο γσλίαο σ.  

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 y. 
x 

 
 

  εθσ =  
 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 3. 
5 
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Λχζε  

Απφ ηελ ηαπηφηεηα εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 

= 1 έρνπκε ζπλ
2
σ = 1 - εκ

2
σ ή  

ζπλ
2
σ = 1 -         ή  ζπλ

2
σ = 1 -          

ή ζπλ
2
σ =         ή  ζπλ

2
σ = ±       .          

 

Δπεηδή ε γσλία σ είλαη ακβιεία 
έρνπκε ζπλσ < 0, νπφηε  

ζπλσ = – 

Απφ ηελ ηαπηφηεηα εθσ =              

 

έρνπκε εθσ =       , νπφηε εθσ =      . 
 
 

 2   Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη 
εθσ = 2, ηφηε λα ππνινγηζηνχλ νη 
άιινη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο 
γσλίαο σ. 

 9. 
25 
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2
 9. 
25 
 
 

16 
25 
 
 

 4. 
5 

 
 

 4. 
5 

 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
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5

- 
4

5

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
3

4

62 / 241 



Λχζε  
Έρνπκε εθσ = 2 δειαδή            = 2, 

νπφηε εκσ = 2ζπλσ (1). 

Αλ ζηελ ηαπηφηεηα εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 

= 1 αληηθαηαζηήζνπκε ην εκσ κε ην 
2ζπλσ έρνπκε 

(2ζπλσ)
2
 + ζπλ

2
σ = 1  ή  

4ζπλ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1  ή  5ζπλ

2
σ = 1   

ή  ζπλ
2
σ =      ,  άξα ζπλσ =  

νπφηε ζπλσ =  
 

Απφ ηελ ηζφηεηα (1) έρνπκε 
 

εκσ = 2           ή εκσ =         . 
 
 

 3   Να απνδεηρζνχλ νη ηαπηφηεηεο: 

α) (εκx - ζπλx)
2
 + 2εκxζπλx = 1  

β) 1 + εθ
2
σ = 

 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 1. 
5 
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Λχζε  

α) Δρνπκε 

(εκx- ζπλx)
2
 + 2εκxζπλx =  

εκ
2
x - 2εκxζπλx + ζπλ

2
x +  

+ 2εκxζπλx =  

εκ
2
x + ζπλ

2
x = 1  

β) Δρνπκε 

1 + εθ
2
σ = 1 +                 = 

 
1 +              =                          =  
 
 

 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ 
ηζφηεηεο κε (΢), αλ είλαη ζσζηέο ή 
κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

α) Αλ εκ
2
σ =     ηφηε ζπλ

2
σ =         

β) Αλ ζπλσ = 0, ηφηε δελ νξίδεηαη  
ε εθσ. 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

2 

 εκ
2
σ. 

ζπλ
2
σ 

 
 

ζπλ
2
σ + εκ

2
σ 

ζπλ
2
σ 

 
 

     1    . 

ζπλ
2
σ 

 
 

3 
5 
 
 

2 
5 
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γ) Γηα θάζε γσλία σ ηζρχεη  

εκ
2
σ = ζπλ

2
σ - 1. 

δ) Αλ εκσ =       θαη ζπλσ =       , 
 

ηφηε εθσ =  
 
 2  O ΢ηέθαλνο ηζρπξίδεηαη φηη δελ 
ππάξρεη γσλία σ, ηέηνηα ψζηε  
εκσ = 0 θαη ζπλσ = 0. Έρεη δίθην; 
Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζε 
ζαο. 

 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηα θελά ζηηο 
παξαθάησ πξνηάζεηο: 
α) Αλ εκσ = 1, ηφηε ζπλσ = ............. 
β) Αλ εκσ = 0, ηφηε ζπλσ = ............. 
   
 4  Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληε- 

ζε. Αλ εκσ =    , ηφηε ην ζπλσ είλαη 
ίζν κε: 

 5. 
13 
 
 

 12. 
13 

 
 

 5. 
12 
 
 

3 
5 
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α)       β)       γ)     ή  –     δ)     ή  –  
 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – 
ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη  

εκσ =     , ηφηε λα ππνινγίζεηε ηνπο  

άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηεο γσλίαο σ. 
 
 2  Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ  

ηζρχεη ζπλσ = –      , ηφηε λα ππνιν- 

γίζεηε ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξη-
θνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο σ. 
 
 3  Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη 

εθσ =     , ηφηε λα ππνινγίζεηε ηνπο  

άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηεο γσλίαο σ. 

2 
5 
 
 

4 
5 
 
 

2 
5 
 
 

2 
5 
 
 

4 
5 
 
 

4 
5 
 
 

 5. 
13 
 
 

 5. 
13 
 
 

 1. 
3 

 
 

 5. 
13 
 
 

 3. 
4 
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 4  Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ  

ηζρχεη εκσ =     , ηφηε λα ππνινγίζε- 

ηε ηελ παξάζηαζε: 
 

Α =     εκσ +      ζπλσ  –      εθσ 
 

 

 5  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εκ
3
σ + εκσζπλ

2
σ = εκσ       

β) ζπλ
2
σ - ζπλ

4
σ = εκ2σζπλ

2
σ 

 

 6  Αλ είλαη x = 3ζπλσ θαη y = 3εκσ, 
ηφηε λα απνδείμεηε φηη:  

α) xζπλσ + yεκσ = 3    β) x
2
 + y

2
 = 9 

 

 7  Να απνδείμεηε φηη: 

α) ζπλ
2
α - εκ

2
α = 2ζπλ

2
α - 1      

β) εκ
2
αζπλ

2
β + εκ

2
αεκ

2
β + ζπλ

2
α =  

= 1 
 

 8  Να απνδείμεηε φηη: 

α) (εκσ + ζπλσ)
2

 + (εκσ - ζπλσ)
2

 = 2 

 4. 
5 

 
  1. 

3 
 
 

 1. 
10 
 
 

 2. 
3 
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β) (αεκσ + βζπλσ)
2
 +  

(βεκσ - αζπλσ)
2
 = α

2
 + β

2
 

 

 9  Να απνδείμεηε φηη: 

α) ζπλ
2
x εθ

2
x + ζπλ

2
x = 1 

β)                        = ζπλx 
 

 10  Να απνδείμεηε φηη: 

α)                  = 1 - εκx 

β) εθx +                =  

 
 11  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηά-
ζεηο: 

α) εκ50
ν
εκ130

ν
 - ζπλ50

ν
ζπλ130

ν
 

β) εκ
2
14

ν
 + εκ

2
114

ν
 + ζπλ

2
166

ν
 + 

ζπλ
2
66

ν
 

 εκx + ζπλx. 
1 + εκx 

 
 

   ζπλx . 
1 + εκx 
 
 

    1   . 
ζπλx 
 
 

   ζπλ
2
x . 

1 + εκx 
 
 

68 / 243 



 12  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εθ70
ν
ζπλ70

ν
 - εθ110

ν
ζπλ110

ν
 = 0 

β) εθ
2
40

ν
ζπλ

2
40

ν
 + ζπλ

2
140

ν
 = 1 

 

 13  Αλ είλαη α = 30
ν
 θαη β = 60

ν
, ηφηε 

λα απνδείμεηε φηη:  

εκ
2
x εκα εκβ + ζπλ

2
x ζπλα ζπλβ = 

=  

 

 
 

 14  Δίλαη γσλία,  
φρη νμεία, 
εκίηνλν έρεη 
ηνλ αξηζκφ 
 

            θαη ζπλεκίηνλν 
 

έρεη ηνλ αξηζκφ 
 

Πνηα γσλία είλαη; 

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΟ ΑΗΝΗΓΜΑ     
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 Να ην 
καξηπξήζσ 

 ι + 1. 
ι + 2 

 
 

    ι   . 
ι + 2 
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Α Γ Β 

Γ 

45
ν
 

30
ν
 

 

2.4.  Νφκνο ησλ εκηηφλσλ - 

Νφκνο ησλ ζπλεκηηφλσλ 

  Γλωξίδω ηνπο λόκνπο 
εκηηόλωλ θαη ζπλεκηηό-
λωλ θαη καζαίλω λα  
ηνπο εθαξκόδω ζηε  

ιύζε πξνβιεκάηωλ. 
  

 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

Έλαο ηνπνγξά- 
θνο δελ κπνξεί  
λα κεηξήζεη ηελ  
απφζηαζε ΓΒ  
δχν ππιψλσλ  
ηεο ΓΔΖ, γηαηί  
αλάκεζα ηνπο  
παξεκβάιιεηαη κηα ιίκλε. 
Γη’ απηφ επηιέγεη κηα ζέζε Α πνπ 
απέρεη 100 m απφ ηνλ ππιψλα Γ 
θαη απφ ηελ νπνία θαίλνληαη θαη νη 
δχν ππιψλεο. Με έλα γσληφκεηξν  
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κεηξάεη ηηο γσλίεο Α = 45
ν
 θαη B = 

30
ν
. 

1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε ηελ 
απφζηαζε ΓΒ, αθνχ πξνεγνπκέ-
λσο ππνινγίζεηε ην χςνο ΓΓ ηνπ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ; Ο ηνπνγξάθνο 
φκσο ππνιφγηζε ηελ απφζηαζε ΓΒ 
πην γξήγνξα, γηαηί γλψξηδε φηη νη  

ιφγνη              θαη               είλαη ίζνη. 
 

2. Με ηνπο ππνινγηζκνχο πνπ εζείο 
θάλαηε, κπνξείηε λα δηαπηζηψζεηε 
αλ πξάγκαηη νη ιφγνη απηνί είλαη 
ίζνη; 

 

 Α  Νόκνο ηωλ εκηηόλωλ 

΢ηελ πξνεγνχκελε ηάμε κάζακε λα 
ππνινγίδνπκε ηηο πιεπξέο θαη ηηο 
γσλίεο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, 
φηαλ γλσξίδνπκε δχν πιεπξέο ηνπ 
ή κηα πιεπξά θαη κηα νμεία γσλία  

   ΓΒ  . 

εκ45
ν
 

 
 

   ΓΑ  . 

εκ30
ν
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ηνπ. Πψο φκσο κπνξνχκε λα ππν-
ινγίζνπκε ηηο πιεπξέο θαη ηηο γσ-
λίεο ελφο ηξηγψλνπ φηαλ δελ είλαη 
νξζνγψλην;  
΢ρεδηάδνπκε έλα  
νμπγψλην ηξίγσλν  
ΑΒΓ θαη θέξνπκε  
ην χςνο ΓΓ. Απφ  
ηα νξζνγψληα  
ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΓΓΒ έρνπκε: 

εκΑ =           ή    ΓΓ = βεκΑ    (1) 
 

εκΒ =           ή    ΓΓ = αεκΒ    (2) 
 

Απφ ηηο ηζφηεηεο (1), (2) έρνπκε    

βεκΑ = αεκΒ    ή           =          . 

Οκνίσο απνδεηθλχεηαη φηη 

          =          . 
 

Απνδείμακε ινηπφλ, φηη ζε θάζε 
νμπγψλην ηξίγσλν ηζρχεη: 

 ΓΓ. 
β 

 
 

 ΓΓ. 
α 

 
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
    β  . 

εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

Α Β 

Γ 

Γ 

α β 

γ 
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Ζ πξνεγνχκελε ζρέζε απνδεηθλχε-
ηαη φηη ηζρχεη θαη φηαλ ην ηξίγσλν 
ΑΒΓ είλαη ακβιπγψλην ή νξζνγψλην 

θαη νλνκάδεηαη λόκνο ηωλ εκηηό-

λωλ. 
 

Γενικά 

Οη πιεπξέο θάζε ηξηγψλνπ είλαη 
αλάινγεο πξνο ηα εκίηνλα ησλ απέ-
λαληη γσληψλ ηνπ. 
 

Με ην λφκν ησλ εκηηφλσλ, αλ γλσ-
ξίδνπκε κηα πιεπξά ελφο ηξηγψλνπ, 
ηελ απέλαληη γσλία ηεο θαη κηα άι-
ιε πιεπξά ή γσλία ηνπ, ηφηε κπν-
ξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηα ππφινη-
πα πξσηεχνληα ζηνηρεία ηνπ (πιεπ-
ξέο - γσλίεο). 
Γηα παξάδεηγκα, ζην ηξίγσλν ηνπ 
ζρήκαηνο ηεο επφκελεο ζειίδαο  

          =         =  
   β  . 
εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

   α  . 
εκΑ 
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κπνξνχκε κε ην λφκν ησλ εκηηφλσλ  

λα ππνινγίζνπκε ηε γσλία Γ, αθνχ 
 

          =          ή 
 

 
            =          ή 
 

8εκΓ = 6εκ70
ν
 ή 

εκΓ =                 ή     εκΓ =                ή 

εκΓ = 0,705.  

Απφ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο πίλα-

θεο δηαπηζηψλνπκε φηη Γ = 45
ν
. 

 

 Β  Νόκνο ηωλ ζπλεκηηόλωλ 

΢’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ, αλ γλσξίδνπκε 
ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπ ή δχν πιεπ-
ξέο θαη ηελ πεξηερφκελε γσλία 
ηνπο, ηφηε κε ην λφκν ησλ εκηηφλσλ 
δελ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηα 
ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ ηξηγψλνπ,  

Α 

Β Γ 
α = 8   

γ = 6 70
ν
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

    8  . 

εκ70
ν
 

 
 

   6  . 
εκΓ 
 
 

 6εκ70
ν
. 

8 
 
 

 60,94. 
8 
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αθνχ δε γλσξίδνπκε κηα πιεπξά θαη 
ηελ απέλαληη γσλία ηεο. 
Αλ ην ηξίγσλν είλαη  
νμπγψλην θαη θέ- 
ξνπκε ην χςνο  
ΓΓ, ηφηε απφ  
ην Ππζαγφξεην  
ζεψξεκα ζην  
νξζνγψλην ηξίγσλν ΓΒΓ έρνπκε:  

α
2
 = ΓΓ

2
 + ΓΒ

2
  (1).  

Δπεηδή ΓΒ = γ - ΑΓ, ε ηζφηεηα (1) 
γξάθεηαη:  

α
2
 = ΓΓ

2
 + (γ - ΑΓ)

2
 ή  

α
2
 = ΓΓ

2
 + γ

2
 + ΑΓ

2
 - 2γ  ΑΓ (2). 

Απφ ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΓΓ 
έρνπκε: 

ΓΓ
2
 + ΑΓ

2
 = β

2
  θαη ζπλΑ =          ή 

ΑΓ = βζπλΑ. 
Άξα ε ηζφηεηα (2) γξάθεηαη:  
 

Α Β 

Γ 

Γ 

α β 

γ 

 ΑΓ. 
β 

 
 

α
2
 = β

2
 + γ

2
 - 2βγζπλΑ 
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Ζ πξνεγνχκελε ζρέζε απνδεηθλχε-
ηαη φηη ηζρχεη θαη φηαλ ην ηξίγσλν 
ΑΒΓ είλαη ακβιπγψλην ή νξζνγψλην 

θαη νλνκάδεηαη λόκνο ηωλ ζπλεκη-

ηόλωλ. 
Οκνίσο απνδεηθλχεηαη φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχνπλ 
 
 
 
 
 
 

Με ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ, αλ ζ’ 
έλα ηξίγσλν γλσξίδνπκε ηηο ηξεηο 
πιεπξέο ηνπ ή δχν πιεπξέο θαη ηελ 
πεξηερφκελε γσλία ηνπο, ηφηε κπν-
ξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηα ππφινη-
πα πξσηεχνληα ζηνηρεία ηνπ. 
Γηα παξάδεηγκα, αλ ζην ηξίγσλν 
ΑΒΓ είλαη α = 9 cm, β = 7 cm θαη      
γ = 6 cm, ηφηε κπνξνχκε λα ππνιν-
γίζνπκε ηηο γσλίεο ηνπ.  

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ 

γ
2
 = α

2
 + β

2
 - 2αβζπλΓ 
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Π.ρ. γηα λα ππνιν- 
γίζνπκε ηε γσλία  

Β έρνπκε:  
 
 
 
 

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ ή  

7
2
 = 6

2
 + 9

2
 - 2  6  9  ζπλΒ ή  

49 = 36 + 81 - 108  ζπλΒ ή  
108 ζπλΒ = 68 ή 

ζπλΒ =        = 0,629. Απφ ηνπο ηξη- 

γσλνκεηξηθνχο πίλαθεο δηαπηζηψ- 

λνπκε φηη Β = 51
ν
. 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

 1   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 120
ν
,  

Β = 45
ν
 θαη α = 30 cm. Να ππνιν-

γηζηεί ε γσλία Γ θαη ε πιεπξά β.  

 68. 
108 
 
 

Β Γ 

Α 

γ = 6 cm 

α = 9 cm 

β = 7 cm 
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Λχζε  
 
 
 

 

Απφ ηε ζρέζε Α + Β + Γ = 180
ν
 

έρνπκε 

120
ν
+ 45

ν
+ Γ = 180

ν
  ή 

Γ = 180
ν
 - 165

ν
   ή   Γ = 15

ν
.  

Απφ ην λφκν ησλ εκηηφλσλ έρνπκε 
 

          =            ή                =             ή 
 

ή   β  εκ120
ν
 = 30  εκ45

ν
   (1). 

Δπεηδή εκ120
ν
 = εκ(180

ν
 - 60

ν
) =  

εκ60
ν
 =         θαη εκ45

ν 
=       ε  

ηζφηεηα (1) γξάθεηαη: 

β        = 30         ή   β =              ή 

β =           ή β =          cm. 

120
ν
 

45
ν
 

Α 

Β Γ 
α = 30 cm 

β γ 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

    30   . 

εκ120
ν
 

 
 

    β   . 

εκ45
ν
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 2   Γχν θάξνη Φ1,  

Φ2 απέρνπλ κεηαμχ 

ηνπο 10 κίιηα. Έλα  
πινίν Π βξίζθεηαη  
ζε κηα ζέζε, φπσο  
θαίλεηαη ζην ζρήκα. 
Να ππνινγηζηνχλ  
νη απνζηάζεηο x,y ηνπ πινίνπ απφ 
θάζε θάξν.  
 

Λχζε  

΢ην ηξίγσλν ΠΦ1Φ2 έρνπκε  

σ + 59
ν
 + 75

ν
 = 180

ν
, νπφηε σ = 46

ν
. 

Απφ ην λφκν ησλ εκηηφλσλ έρνπκε 

           =            =            . 
 
Απφ ηελ ηζφηεηα             =  

 
έρνπκε x =                      ή  
 
x =                   = 13,44 κίιηα. 

σ 
75

ν
 

59
ν
 
x 

y 

10 

Π 

Φ1 
Φ2 

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    x   . 

εκ75
ν
 

 
 

    y   . 

εκ59
ν
 

 
 

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    x   . 

εκ75
ν
 

 
 

 10εκ75
ν
. 

εκ46
ν
 

 
 

 100,966. 
0,719 
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Απφ ηελ ηζφηεηα             =  

 
έρνπκε y =                      ή  
 
y =                   = 11,92 κίιηα. 
 

Δπνκέλσο ην πινίν Π απέρεη απφ 

ην θάξν Φ1  13,44 κίιηα θαη απφ ην 

θάξν Φ2  11,92 κίιηα. 

 

 3   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 60
ν
,  

β = 4 cm θαη γ = 2 cm. Να ππνιν- 

γηζηεί ε πιεπξά α θαη νη γσλίεο Β  

θαη Γ.  
 

Λχζε  
Απφ ην λφκν  
ησλ ζπλεκηηφ- 
λσλ έρνπκε:  

α
2
 = β

2
 + γ

2
 - 2βγζπλΑ ή  

α
2
 = 4

2
 + 2

2
 - 2  4  2  ζπλ60

ν
      

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    y   . 

εκ59
ν
 

 
 

 10εκ59
ν
. 

εκ46
ν
 

 
 

 100,857. 
0,719 
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Α 

Β 

Γ 

β = 4 cm γ = 2 cm 

α 

60
o
 



ή  α
2
 = 16 + 4 - 16           ή   α

2
 = 12. 

 

Άξα α =          δειαδή  α =        cm. 
Οκνίσο έρνπκε: 

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ ή   

4
2
 = 2

2
 + (       )

2
 - 2         2  ζπλΒ ή 

16 = 4 + 12 -         ζπλΒ ή   
         ζπλΒ = 0 ή ζπλΒ = 0,  

νπφηε Β = 90
ν
. 

Αθνχ Α + Β + Γ = 180
ν
 θαη Α = 60

ν
, 

Β = 90
ν
, έρνπκε Γ = 30

ν
. 

 

 4   Γχν δπλάκεηο F1 = 4 Ν θαη F2 =    

= 3 Ν εθαξκφδνληαη ζ’ έλα πιηθφ 
ζεκείν Ο θαη ζρεκαηίδνπλ γσλία    

σ = 60
ν
. Να ππνινγηζηεί ε ζπληζηα-

κέλε ηνπο F. 
 

Λχζε  

H ζπληζηακέλε F ησλ δπλάκεσλ F1, 

F2, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα, είλαη 

 1. 
2 
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ε δηαγψληνο ηνπ πα- 
ξαιιεινγξάκκνπ  
ΟΑ΢Β. Απφ ην λφ- 
κν ησλ ζπλεκηηφ- 
λσλ ζην ηξίγσλν 
ΟΒ΢ θαη επεηδή  

Β΢ = F1, έρνπκε: 
                                    

                                   ζπλσ  (1). 

Οη γσλίεο φκσο σ θαη 60
ν
 είλαη 

παξαπιεξσκαηηθέο, νπφηε  

ζπλσ = -ζπλ60
ν
 θαη ν ηχπνο (1) 

γξάθεηαη: 
                                    

                                   ζπλ60
ν
  (1). 

F
2
 = 4

2
 + 3

2
 + 2  4  3         ή  

F
2
 = 37, νπφηε F =         Ν ή  

F = 6,08 Ν. 
 

60
ν
 

F1 

F2 

F1 

Α O 

F 

Β ΢ 
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F
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1 + F
2

2 + 2F1F2
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F
2
 = F
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1 + F
2

2 + 2F1F2
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   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να γξάςεηε ηνλ λφκν  
ησλ εκηηφλσλ ζην  
ηξίγσλν ηνπ δηπια- 
λνχ ζρήκαηνο  
 

–––– = –––– = –––– 
 

 
 2  Να γξάςεηε ηνλ λφκν  
ησλ εκηηφλσλ :  
α) ζην ηξίγσλν ΑΒΓ 
 

–––– = –––– = –––– 

α) ζην ηξίγσλν ΑΓΓ 

–––– = –––– = –––– 
 
 

 3  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ 
ηζφηεηεο κε (΢), αλ είλαη ζσζηέο ή 
κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

80
ν
 

30
ν
 

σ 

x 

y 

70
ν
 

30
ν
 20

ν
 

Α 

Β Γ 
Γ 
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α) ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 
αεκΒ = βεκΑ. 

β) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 60
ν
,  

Γ = 100
ν
, ηφηε               =  

 

γ) ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 

2βγζπλΑ = β
2
 + γ

2
 – α

2
.  

δ) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 70
ν
, 

Γ = 80
ν
, ηφηε ηζρχεη 

β
2
 = γ

2
 + α

2
 – 2γαζπλ80

ν
.  

ε) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Γ = 60
ν
, 

ηφηε ηζρχεη γ
2
 = α

2
 + β

2
 – αβ. 

 
 4  Να ζπκπιεξψζεηε  
ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο  
ζχκθσλα κε ην λφκν  
ησλ ζπλεκηηφλσλ: 

x
2
 = ..................……     

y
2
 = ..................……     

σ
2
 = .................…… 

     β    . 

εκ100
ν
 

 
 

    γ   . 

εκ20
ν
 

 
 

75
ν
 

60
ν
 

σ 

x 

y 

84 / 248 



 5  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθά-
ησ πξνηάζεηο 

α) Ζ γσλία x ππνινγί- 
δεηαη κε ην λφκν ησλ  
……………………  
απφ ηελ ηζφηεηα 

………………………  
 

β) Ζ πιεπξά x ππνινγί- 
δεηαη κε ην λφκν ησλ  
……………………  
απφ ηελ ηζφηεηα  

………………………  
 

γ) Ζ γσλία x ππνινγί- 
δεηαη κε ην λφκν ησλ  
……………………  
απφ ηελ ηζφηεηα  

……………………… 

60
ν
 10 

12 

x 

50
ν
 4 5 

x 

x 

4 6 

5 
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δ) Ζ πιεπξά x ππνινγί- 
δεηαη κε ην λφκν ησλ  
……………………  
απφ ηελ ηζφηεηα  

………………………  
 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – 
ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 

 1  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά 
απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο:  

α)                        γ) 

 
 
 
 

β)      
 
 
 

60
ν
 10 x 

70
ν
 

75
ν
 8 x 

45
ν
 45

ν
 30

ν
 

x 4 

45
ν
 

120
ν
 

x 

15 
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 2  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά 
απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο:  

α)                        β)  
 
 
 
 
 
γ)                         
 
 
 
 
 
 3  Να ππνινγίζεηε ηηο ππφινηπεο 
γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, φηαλ: 

α) α = 2, β =        θαη Β = 30
o
    

β) β =      , γ =       θαη Γ = 60
o
. 

 

 4  Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Β = 30
o
, 

β = 10, α =         , ηφηε λα απνδείμεηε  

30
ν
 

x 
4 

8 

120
ν
 

x 

5 
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60
ν
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130
ν
 

30
ν
 

200 m 

x 

φηη ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψλην ή 
ηζνζθειέο. 

 
 5  Να ππνιν- 
γίζεηε ην κή- 
θνο ηεο δηα- 
δξνκήο x 
ηνπ ελαέξηνπ 
ζηδεξνδξφκνπ ζην δηπιαλφ ζρήκα. 
(Να τρηζιμοποιήζεηε ηριγωνομε-
ηρικούς πίνακες).   
 
 6  Έλαο καζεηήο απεπζπλφκελνο 
ζηνλ θαζεγεηή ηνπ ησλ Μαζεκαηη-
θψλ είπε: 
- Κχξηε, ζε έλα βηβιίν βξήθα κηα 
άζθεζε ζηελ νπνία έδηλε έλα 
ηξίγσλν ΑΒΓ κε α = 12, β = 6,  

Β = 60
ν
 θαη δεηνχζε λα βξεζνχλ ηα 

ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ. Πψο 
ιχλεηαη;  
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Ο θαζεγεηήο αθνχ είδε ηελ άζθεζε 
ηνχ είπε: 
- Κάπνην ιάζνο έρεηο θάλεη, γηαηί 
δελ ππάξρεη ηέηνην ηξίγσλν.  
Πψο ην θαηάιαβε ν θαζεγεηήο; 
 

 7  Οη δπλάκεηο F1,  

F2 έρνπλ ζπληζηα- 

κέλε F = 10 N πνπ  
ζρεκαηίδεη κε ηελ  

F1 γσλία 28
ν
 θαη  

κε ηελ F2 γσλία  

35
ν
. Να ππνινγίζεηε ηηο δπλάκεηο 

F1, F2. (Να ρξεζηκνπνηήζεηε 

ηξηγσλνκεηξηθνχο πίλαθεο). 
 

 8  Έλαο ηνπνγξάθνο γηα λα κεηξή-
ζεη ην χςνο ελφο ςεινχ θηηξίνπ 
ηνπνζέηεζε ην γσληφκεηξφ ηνπ ζην  

ζεκείν Α θαη βξήθε ηε γσλία ΔΓΕ = 

46
ν
. ΢ηε ζπλέρεηα κεηαθηλήζεθε  

35
ν
 

F2 

F1 

O 

F 

28
ν
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θαηά 30 m, ηνπνζέηεζε ην γσληφ-
κεηξν ζηε ζέζε Β θαη βξήθε ηε 

γσλία ΔΓΓ = 26
ν
. Πνην ήηαλ ην χςνο 

ηνπ θηηξίνπ, αλ ην γσληφκεηξν έρεη 
χςνο 1,4 m. (Να τρηζιμοποιήζεηε 
ηριγωνομεηρικούς πίνακες). 

 

 
 
 
 
 
   

 
 9  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά 
απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο:  

α)                        β)  
 
 
 

1,40 m 
30 m 

Γ 

Β Α 

Γ Ε 

Δ 

26
ν
 46

ν
 

45
ν
 

x 

7 

M at h Com poser  1. 1. 5
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γ)                         δ) 

 
 
 
 
 
 
 10  Να ππνινγίζεηε ηηο ίζεο πιεπ-
ξέο β, γ ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ ΑΒΓ, 

αλ Α = 120
ν
 θαη α =       . 

 
 11  ΢ε θχθιν κε αθηί- 
λα R = 10 cm, ε  
ρνξδή ΑΒ αληηζηνη- 

ρεί ζε ηφμν 120
o
. Να  

ππνινγίζεηε ην 
κήθνο ηεο ρνξδήο. 
 
 12  Να ππνινγίζεηε ηηο δηαγσλίνπο 
παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ κε       

ΑΒ = 4, ΒΓ = 3 θαη Α = 120
o
. 

x 

13 

5 12 
30

ν
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 3

x 

4 
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Ο 

Α B 

120
ν
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73
ν
 

Α B 

M 

100 m 154 m 

 13  Μηα ηερληθή εηαη- 
ξεία ζέιεη λα θαηαζέ- 
ζεη κηα πξνζθνξά  
γηα ηελ θαηαζθεπή  
κηαο ζήξαγγαο  
ΑΒ. Έλαο κεραλη- 
θφο ηεο εηαηξείαο κε  
ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ έζηεζε έλα 
γσληφκεηξν ζηε ζέζε Μ πνπ ε απφ-
ζηαζή ηνπ απφ ην Α ήηαλ 100 m θαη 
απφ ην Β ήηαλ 154 m. Αθνχ κέηξε-

ζε ηε γσλία ΑΜΒ = 73
o
, ηζρπξίζηε-

θε φηη κε απηά ηα ζηνηρεία κπνξνχ-
ζε λα ππνινγίζεη ην κήθνο ηεο ζή-
ξαγγαο. Δίρε δίθην ή άδηθν; Πφζν 
ήηαλ ηειηθά ην κήθνο ηεο ζήξαγγαο; 
(Να τρηζιμοποιήζεηε ηριγωνομε-
ηρικούς πίνακες). 

 
 14  Έλαο ππξνζβεζηήξαο απηφκα-
ηεο θαηάζβεζεο πξφθεηηαη λα ζηεξη-
ρηεί πάλσ απφ ηνλ θαπζηήξα ελφο  
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θαινξηθέξ. Έλαο ηερληθφο ζέιεη λα 
θαηαζθεπάζεη ηε βάζε ζηήξημεο ηνπ 
θαη δηαζέηεη ηξεηο κεηαιιηθέο βέξγεο 
ΑΒ = 0,70 m, ΑΓ = 1,30 m θαη ΒΓ = 
1,80 m. Γηα λα θνιιήζεη φκσο θαηά-
ιιεια ηηο βέξγεο ΑΒ, ΑΓ, φπσο θαί-
λεηαη ζην ζρήκα, πξέπεη λα γλσξί-
δεη ηε γσλία σ. Μπνξείηε εζείο λα 
ηελ ππνινγίζεηε, ψζηε λα βνεζήζε-
ηε ηνλ ηερληθφ; (Να τρηζιμοποιήζε-
ηε ηριγωνομεηρικούς πίνακες). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
,7

0
 m

 

fire 

STOP 

σ 
Α 

B 

Γ 
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ΘΕΜΑ: Τπνινγηζκφο ηεο απφζηα-
ζεο απξφζηησλ ζεκείσλ 
Τπνινγηζκφο ηνπ χςνπο ελφο ςε-
ινχ θηηξίνπ, ελφο βνπλνχ, ηεο απφ-
ζηαζεο δχν πθάισλ, δχν θάξσλ 
θ.η.ι. 

 
ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 1νπ   
ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

 1   Να απνδείμεηε φηη: 

α) (1 - εκx + ζπλx)
2
 =  

= 2(1 - εκx)(1 + ζπλx)  

β)                    +                  =  
 

 
 2   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφ-
λσλ Οργ δίλεηαη ην ζεκείν Α(4, 0) 
θαη ην ζεκείν Μ πνπ έρεη ηεηκεκέλε 

ΓΗΑΘΔΜΑΣΗΚΟ ΢ΥΔΓΗΟ ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢ 
 

 1 + ζπλx. 
εκx 

 
 

     εκx    . 
1 + ζπλx 
 
 

  2 . 
εκx 
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–5 θαη ε απφζηαζή ηνπ απφ ην Ο 

είλαη 13. Αλ σ είλαη ε γσλία ΑΟΜ, 
λα ππνινγίζεηε ην ζπλσ θαη ηελ 
απφζηαζε ΑΜ. 

 
 3   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ΒΓ = 30 

cm, Β = 45
ν
 θαη Γ = 75

ν
. Να ραξάμεηε 

ηε δηρνηφκν ΑΓ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, 
λα εμεγήζεηε γηαηί ην ηξίγσλν ΑΓΓ 
είλαη ηζνζθειέο θαη λα ππνινγίζεηε 
ην κήθνο ηεο δηρνηφκνπ ΑΓ. 
 
 4   Αλ ΑΓ δηρνηφκνο  
ηξηγψλνπ ΑΒΓ, λα  
απνδείμεηε φηη:  

α)         =      

 

β)         =      
 

γ)       =      

θ 

Α 

Β Γ 
Γ 

σ 

γ β 
1 2   γ . 

ΒΓ 
 
 

  εκθ . 

εκΑ1 

 
 

  β . 
ΓΓ 
 
 

  εκσ . 

εκΑ2 

 
 

 γ. 
β 
 
 

  ΒΓ . 
ΓΓ 
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 5   α) Να απνδείμεηε  
φηη ην εκβαδφλ  
ηνπ ηξηγψλνπ  
ΑΒΓ ηνπ  
δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο 

είλαη Δ =      βγ εκΑ. 
 

β) Να ππνινγίζεηε  

ηελ γσλία Α θαη  
ην εκβαδφλ  
ηνπ θήπνπ  
ΑΒΓ ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκαηνο. 
 

 6   α) Αλ ζ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 

εκ
2
Α = εκ

2
Β + εκ

2
Γ, ηφηε λα απν-

δείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψ-
λην.  

β) Αλ ζ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 
εκ(Β + Γ) + ζπλ(Β - Γ) = 2, ηφηε λα  

Α 

Γ 

β 

Γ Β α 

γ 

 1. 
2 

 
 

Α 

Β Γ 
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απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη 
νξζνγψλην θαη ηζνζθειέο. 
 
 7   ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ λα απνδεί-
μεηε φηη:  
α) α(εκΒ - εκΓ) + β(εκΓ - εκΑ) +      
+ γ(εκΑ - εκΒ) = 0    
β) α = βζπλΓ + γζπλΒ 

γ) β
2
 - γ

2
 = α(βζπλΓ - γζπλΒ) 

δ)            +           +          =  
 

 
 8   Να βξείηε ηηο πιεπξέο ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ, αλ ηα κήθε ηνπο είλαη δηαδνρη-
θνί θπζηθνί αξηζκνί, ε γ είλαη ε  

κηθξφηεξε πιεπξά θαη ζπλΓ = 
 
 9   Γχν θίινη ηνπνζέηεζαλ ηα 
γσληφκεηξά ηνπο ζηηο ζέζεηο Α, Β 
κηαο αθηήο θαη παξαηήξεζαλ δχν 
βξάρνπο πνπ πξνεμείραλ απφ ηελ 

ζπλΑ 
α 

 
 

ζπλΒ 
β 

 
 

ζπλΓ 
γ 

 
 

α
2
 +β

2
+ γ

2
 

2αβγ 
 
 

 3. 
4 
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επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο. Αλ ε απφ-
ζηαζε ΑΒ ήηαλ 30 m θαη ηα απνηειέ-
ζκαηα ησλ κεηξήζεσλ ηνπο θαίλν-
ληαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ηφηε λα 
ππνινγίζεηε ηελ απφζηαζε ησλ 
δχν βξάρσλ. (Να τρηζιμοποιήζεηε 
ηριγωνομεηρικούς πίνακες). 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

58
ν
 54

ν
 

49
ν
 52

ν
 

Α Β 

Γ 
Γ 

30 m 
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ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑ-  
ΛΑΗΧ΢Ζ 2νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

ΣΡΘΓΩΝΟΜΕΣΡΘΚΟΘ ΑΡΘΘΜΟΘ 
 

΢ε νξζνθαλνληθφ  
ζχζηεκα αμφλσλ  
Oxy, αλ είλαη  

σ = xOz, θαη M(x, y)  
είλαη έλα νπνην- 

δήπνηε ζεκείν  

ηεο πιεπξάο Oz,  

δηαθνξεηηθφ απφ ην O, ηφηε: 
 

ξ = ΟΜ =                  θαη  εκσ =      , 
 

ζπλσ =      , εθσ =      . 
 

Π.ρ. αλ M(1, 2), ηφηε ξ =               =    

=      ,  εκσ =       =        , ζπλσ =      =  

=         ,    εθσ =      = 2.  

σ 
Ο x 

y 

Μ(x,y) 
ξ 

z 

y 

x 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + y

2  y. 
ξ 
 
 

 x. 
ξ 
 
 

 y. 
x 

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1
2
 + 2

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

5

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

5

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 5

5

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

5M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1 5

5
 2. 
1 
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● Σα πξφζεκα ησλ ηξηγσλνκεηξη-
θψλ αξηζκψλ κηαο γσλίαο σ κε  

0
ν
 < σ < 180

ν
 θαίλνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 
 

σ 0
ν
  90

ν
  180

ν
 

εκσ  +  +  

ζπλσ  +  –  

εθσ  +  –  
 

● Οη παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο 
έρνπλ ην ίδην εκίηνλν θαη αληίζε-
ηνπο ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο. Γειαδή, 

εκ(180
ν
 - σ) = εκσ        

ζπλσ(180
ν
 - σ) = –ζπλσ       

εθ(180
ν
 - σ) = –εθσ 

Π.ρ.   εκ160
ν
 = εκ20

ν
  

ζπλ160
ν
 = –ζπλ20

ν
  

εθ160
ν
 = –εθ20

ν
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● Οη βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο 
ηαπηφηεηεο είλαη:  

εκ
2
ω + ζπλ

2
ω = 1     (Ηζρχεη γηα 

νπνηαδήπνηε γσλία σ). 

εθω =               (Ηζρχεη γηα νπνηα- 

δήπνηε γσλία σ κε ζπλσ ≠ 0) 

Π.ρ. εκ
2
35

ν
 + ζπλ

2
35

ν
 = 1,     

εθ35
ν
 =               

 
● ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχνπλ 
- Νφκνο ησλ εκηηφλσλ: 

          =          =  
 
- Νφκνο ησλ ζπλεκηηφλσλ: 

α
2
 = β

2
 + γ

2
 – 2βγ ζπλΑ  

β
2
 = γ

2
 + α

2
 – 2γα ζπλΒ  

γ
2
 = α

2
 + β

2
 – 2αβ ζπλΓ 

 εκω. 
ζπλω 
 
 

 εκ35
ν
. 

ζπλ35
ν
 

 
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
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Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί γσληψλ 
ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ  

ΣΧΝ ΓΧΝΗΧΝ 1
o
 – 89

o
 

 

Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

1 0,0175 0,9998 0,0175 

2 0,0349 0,9994 0,0349 

3 0,0523 0,9986 0,0524 

4 0,0698 0,9976 0,0699 

5 0,0872 0,9962 0,0875 

6 0,1045 0,9945 0,1051 

7 0,1219 0,9925 0,1228 

8 0,1392 0,9903 0,1405 

9 0,1564 0,9877 0,1584 

10 0,1736 0,9848 0,1763 

11 0,1908 0,9816 0,1944 

12 0,2079 0,9781 0,2126 

13 0,2250 0,9744 0,2309 

14 0,2419 0,9703 0,2493 
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Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

15 0,2588 0,9659 0,2679 
16 0,2756 0,9613 0,2867 
17 0,2924 0,9563 0,3057 
18 0,3090 0,9511 0,3249 
19 0,3256 0,9455 0,3443 
20 0,3420 0,9397 0,3640 
21 0,3584 0,9336 0,3839 
22 0,3746 0,9272 0,4040 
23 0,3907 0,9205 0,4245 
24 0,4067 0,9135 0,4452 
25 0,4226 0,9063 0,4663 
26 0,4384 0,8988 0,4877 
27 0,4540 0,8910 0,5095 
28 0,4695 0,8829 0,5317 
29 0,4848 0,8746 0,5543 

30 0,5000 0,8660 0,5774 
31 0,5150 0,8572 0,6009 
32 0,5299 0,8480 0,6249 
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Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

33 0,5446 0,8387 0,6494 

34 0,5592 0,8290 0,6745 

35 0,5736 0,8192 0,7002 

36 0,5878 0,8090 0,7265 

37 0,6018 0,7986 0,7536 

38 0,6157 0,7880 0,7813 

39 0,6293 0,7771 0,8098 

40 0,6428 0,7660 0,8391 

41 0,6561 0,7547 0,8693 

42 0,6691 0,7431 0,9004 

43 0,6820 0,7314 0,9325 

44 0,6947 0,7193 0,9657 

45 0,7071 0,7071 1,0000 

46 0,7193 0,6947 1,0355 

47 0,7314 0,6820 1,0724 

48 0,7431 0,6691 1,1106 

49 0,7547 0,6561 1,1504 
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Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

50 0,7660 0,6428 1,1918 

51 0,7771 0,6293 1,2349 

52 0,7880 0,6157 1,2799 

53 0,7986 0,6018 1,3270 

54 0,8090 0,5878 1,3764 

55 0,8192 0,5736 1,4281 

56 0,8290 0,5592 1,4826 

57 0,8387 0,5446 1,5399 

58 0,8480 0,5299 1,6003 

59 0,8572 0,5150 1,6643 

60 0,8660 0,5000 1,7321 

61 0,8746 0,4848 1,8040 

62 0,8829 0,4695 1,8807 

63 0,8910 0,4540 1,9626 

64 0,8988 0,4384 2,0503 

65 0,9063 0,4226 2,1445 

66 0,9135 0,4067 2,2460 
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Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

67 0,9205 0,3907 2,3559 

68 0,9272 0,3746 2,4751 

69 0,9336 0,3584 2,6051 

70 0,9397 0,3420 2,7475 

71 0,9455 0,3256 2,9042 

72 0,9511 0,3090 3,0777 

73 0,9563 0,2924 3,2709 

74 0,9613 0,2756 3,4874 

75 0,9659 0,2588 3,7321 

76 0,9703 0,2419 4,0108 

77 0,9744 0,2250 4,3315 

78 0,9781 0,2079 4,7046 

79 0,9816 ,01908 5,1446 

80 0,9848 0,1736 5,6713 

81 0,9877 0,1564 6,3138 

82 0,9903 0,1392 7,1154 

83 0,9925 0,1219 8,1443 
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Γσλία 
(ζε 

κνίξεο) 
εκίηνλν 

ζπλεκί-
ηνλν 

εθαπην-
κέλε 

84 0,9945 0,1045 9,5144 

85 0,9962 0,0872 11,4301 

86 0,9976 0,2698 14,3007 

87 0,9986 0,0523 19,0811 

88 0,9994 0,0349 28,6363 

89 0,9998 0,0175 57,2900 
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