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1    ΗΛΕΚΤΡΙΚΕΣ - ΜΗΧΑΝΙΚΕΣ 
ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Απλή αρμονική ταλάντωση

1.1	 (β),	(γ),	(ε).

1.2	 Η	αρχική	φάση	είναι	0	ή	π	rad.	Για	να	επιλέξουμε	ανάμεσα	στις	δύο	
χρειάζεται	να	γνωρίζουμε	την	κατεύθυνση	(πρόσημο)	της	ταχύτητας	
τη	χρονική	στιγμή	μηδέν.

1.3	 (γ).

1.4	 Η	ταχύτητα	είναι:		 μηδέν	στις	θέσεις		 x	=	Α	ή	x	=	-Α,	
	 		 	 	 μέγιστη	στη	θέση	ισορροπίας	 (x	=	0).	

Η	επιτάχυνση	είναι:		 μηδέν	στη	θέση	ισορροπίας	 (x	=	0),	
		 	 	 μέγιστη	στις	θέσεις	 x	=	Α	ή	x	=	-Α.		
Η	δύναμη	είναι:			 μηδέν	στη	θέση	ισορροπίας		 (x	=	0),	
		 	 	 μέγιστη	στις	θέσεις	 x	=	Α	ή	x	=	-Α.

Σύμφωνα	με	τη	διατήρηση	της	ενέργειας	στις	ταλαντώσεις

E K U= + 	όταν	U K= 	τότε	 2E U= 	ή	 1
2

2 1
2

2 2DA Dx=

Επομένως	
2

Ax = ±

1.5 
x U K
0 0 5 J
x1 3 J 2 J
x2 4 J 1 J
A 5 J 0

1.6	 α)	Τ/4,		 β)	Τ/2,			 γ)	3Τ/4.	

1.7	 α)	1,		 β)	αρνητική,		 γ)	0.

1.8	 (β)

22-0186.indd   5 17/3/2014   1:05:05 µµ
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Κύκλωμα ηλεκτρικών ταλαντώσεων

1.9 α)1,5×10-6s,   β) 3×10-6s,  γ) 0,75 ×10-6s,     δ) 0,75 ×10-6s.

1.10 Λόγω της τάσης από αυτεπαγωγή που εμφανίζει στα άκρα του το πη-
νίο. 

1.11  

UE 80x10-3 J 120x10-3 J 70x10-3 J 0

UB 40x10-3 J 0 50x10-3 J 120x10-3 J

E 120x10-3 J 120x10-3 J 120x10-3 J 120x10-3 J

1.12 α) L
a
 < L

b
 ,  β) IA > Ι

β
 .

1.13 α) QB = 2QA  β) ΕΒ = 2ΕΑ  γ) ΤΒ = ΤΑ  δ) ΙΒ = 2IA

1.14 (γ).

1.15 1 (γ),  2 (β).

1.16 …………δυναμική……….ενέργεια μαγνητικού πεδίου………….
ενέργεια ηλεκτρικού…………παραμένει σταθερό.

Φθίνουσα, ελεύθερη και εξαναγκασμένη ταλάντωση. Συντονισμός.

1.17 (γ) 

1.18 (γ) 

1.19 (γ) 

1.20 Το Β. 

1.21 (γ), (δ).

1.22 (β), (γ).

1.23 (β)

22-0186.indd   6 8/10/2013   11:00:10 πµ
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1.24 Αν ΑΚ, ΑΚ+1 είναι οι τιμές του πλάτους και ΕΚ, ΕΚ+1 οι αντίστοιχες 
τιμές της ενέργειας της ταλάντωσης κατά τις χρονικές στιγμές ΚΤ και 
(Κ + 1)Τ όπου Κ = 1,2,3.... τότε

α) A
A

A e
A e

eK

K

o
K

o
K

+

−

− += =
1

1

Λ Τ

Λ Τ
ΛΤ

( )

β) Ε
Ε

K

K

K

K

K

K

DA

DA

A
A

e
+

+
+

= =








 =

1

2

1
2 1

2
2

1
2

1
2

ΛΤ  

Σύνθεση ταλαντώσεων

1.25  ..........  8 cm  ............. 2 cm.

1.26 (β),  (γ),  (δ),  (ε).    

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Απλή αρμονική ταλάντωση

1.27 Θεωρούμε ότι στη θέση ισορ-
ροπίας (θέση 1) το ελατήριο Κ1 
έχει επιμηκυνθεί κατά x1 και το 
ελατήριο Κ2 έχει επιμηκυνθεί 
κατά x2 οπότε επειδή 

0FΣ =
θα είναι

2 2 1 1 0K x K x− =  (1)

Σε μια τυχαία θέση που απέχει x 
από τη θέση ισορροπίας (θέση 2) 
ισχύει

ΣF = − − +K x x K x x2 2( ) ( )1 1  (2)

(θεωρούμε θετική τη φορά της απομάκρυνσης x)
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η οποία αν λάβουμε υπόψη την (1) γίνεται 

( )2 1 F K K xΣ = − +  (3)

Η (3) είναι της μορφής ΣF Dx= −  όπου 2 1D K K= +  οπότε το Σ κάνει 
απλή αρμονική ταλάντωση με περίοδο

T m
D

m
K K

= =
+

=2 2 0 2π π π
2 1

 s,

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν θεωρήσουμε ότι στη θέση 
ισορροπίας και τα δύο ελατήρια είναι συσπειρωμένα ή ότι έχουν το 
φυσικό τους μήκος.

1.28 Θεωρούμε ότι η ταλάντωση είναι αμείωτη.
α) Από τη διατήρηση της ενέργειας στην ταλάντωση έχουμε

2 2 2
1 1

1 1 1
2 2 2

DA Dx mυ= +

οπότε 
2

1
2 2

1

200 /mD N m
A x

υ
= =

−

β) 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 2

DA Dx mυ= +

οπότε υ =
−

=
D A x

m
m / s( )2

2
2

3 

1.29 To σώμα κάνει απλή αρμονική ταλάντωση με σταθερά επαναφοράς 
D K=  (δες παράδειγμα 1.1).
Στη θέση ισορροπίας ισχύει

ΣF =  0    δηλαδή    0mg Kl− =

οπότε mgK
l

=  (1).

Η περίοδος της κίνησης δίνεται από τη σχέση 2 mT
K

π=  

η οποία, αν λάβουμε υπόψη την (1), γίνεται T
l
g

s= =2 0 314π ,  

22-0186.indd   8 8/10/2013   11:00:13 πµ
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Ηλεκτρικές ταλαντώσεις 

1.30 1 1 1126 
2

f Hz
T LCπ

= = =

1.31 Το φορτίο του πυκνωτή δίνεται από τη σχέση q t=Qσυν ω  
Για t = 0     q=Q=CV = C10-3

Η γωνιακή συχνότητα της ταλάντωσης είναι

2 2 1 1000 /
2

rad s
T LC LC
π πω

π
= = = =

Επομένως q t= − 31 10 000συν  (SI)
Η ένταση του ρεύματος που διαρρέει το κύκλωμα δίνεται από τη σχέση

i = I t ηµω .

Από τη διατήρηση της ενέργειας στο κύκλωμα έχουμε
2

21 1
2 2

QLI
C

=     οπότε    1 = =
QI A
LC 

Τελικά i t=ηµ1000  (SI)

Φθίνουσες και εξαναγκασμένες ταλαντώσεις. Συντονισμός.

1.32 1
1

t
oA A e−Λ=  ή 1 1t

o

Ae
A

−Λ =  ή 1
1 ln

o

At
A

−Λ =  και 1

1

1 ln
o

A
t A

Λ = −  (1)

t
oA A e−Λ=  ή t

o

Ae
A

−Λ =  ή 1 ln
o

At
A

= −
Λ

 (2)

Η (2) γίνεται από την (1) 

1

1
ln

ln o

o

t At A A
A

=  από όπου βρίσκουμε

t s= =
−

− = = =
10
1
2

1
32

10
1 2

1 32 10
2

32 10
2

2 505

ln
ln

ln ln
(ln ln )

ln
ln

ln
ln

22-0186.indd   9 8/10/2013   11:00:15 πµ



10

Σύνθεση ταλαντώσεων

1.33 Η σχέση που δίνει το πλάτος της σύνθετης ταλάντωσης είναι
2 2

1 2 1 22A A A A A συνϕ= + +  

Αν θέσουμε 1 4=A m, 2 4=A m  και  radϕ π= −
προκύπτει  0A =  (το σώμα δεν ταλαντώνεται).

1.34 Το σώμα εκτελεί ταλάντωση με πλάτος

2 2
1 2 1 22A A A A A συνϕ= + +  

Αν θέσουμε 1 0,1=A m , 2 0,04=A m  και 0ϕ =  
προκύπτει  0,14A m=
Η γωνιακή συχνότητα της σύνθετης ταλάντωσης είναι ίση με αυτή 
των ταλαντώσεων που τη συνθέτουν. ω = 5  0 rad s/ .
Η αρχική φάση της ταλάντωσης βρίσκεται από τη σχέση

εϕθ
ηµϕ

συνϕ
=

+
A

A A
2

1 2

η οποία για 0ϕ =   δίνει 0εϕθ =  και τελικά 

0θ = .
Επομένως, η εξίσωση απομάκρυνσης της σύνθετης ταλάντωσης είναι

0,14 50x tηµ=

1.35 Το σώμα εκτελεί ταλάντωση με πλάτος

2 2
1 2 1 22A A A A A συνϕ= + +  

Αν θέσουμε 1 0,08 A m= , 2 0,06 A m=  και  radϕ π= −  
προκύπτει A m= 0 0, 2 
Η γωνιακή συχνότητα της σύνθετης ταλάντωσης είναι ίση με αυτή 
των ταλαντώσεων που τη συνθέτουν. 50  /rad sω π= .
Η αρχική φάση της ταλάντωσης βρίσκεται από τη σχέση

2

1 2

A
A A

ηµϕεϕθ
συνϕ

=
+

 η οποία για ϕ π= −  δίνει 0εϕθ =  και τελικά 

0θ = .
Η εξίσωση απομάκρυνσης της σύνθετης ταλάντωσης είναι 

    0,02 50x tηµ π=   (SI)

22-0186.indd   10 8/10/2013   11:00:16 πµ
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Η ταχύτητα δίνεται από τη σχέση

    ( )A tυ ωσυν ω θ= +
οπότε   υ συν π= 3 14 50, t   (SI)

Η επιτάχυνση δίνεται από τη σχέση

    
2 ( )A tα ω ηµ ω θ= − +

οπότε   493 50 tα ηµ π= −   (SI)

Η περίοδος της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση T s= =
2 0 04π
ω

,  

1.36 Οι ήχοι που παράγονται από τα δυο διαπασών έχουν μικρή διαφορά 
συχνότητας, οπότε από συμβολή τους προκύπτουν διακροτήματα με 
συχνότητα f f f Hzδ = − =1 2 0 5,  
Ο χρόνος που μεσολαβεί μεταξύ δύο διαδοχικών μηδενισμών της 
έντασης του ήχου ισούται με την περίοδο των διακροτημάτων, που 

δίνεται από τη σχέση  T
f

sδ
δ

= =
1 2 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1.37 Η εξίσωση της απομάκρυνσης είναι της μορφής 
   x A t= + ηµ ω ϕ( )  

Θα βρούμε διαδοχικά τα Α, ω και φ

 T m
D

= 2π οπότε  D m
T

=
4 2

2

π
 (1)

Από τη διατήρηση της ενέργειας στην ταλάντωση έχουμε

 1
2

1
2

1
2

2 2 2DA Dx m= + υ  άρα  A x m
D

= +2 2υ

Λαμβάνοντας υπόψη την (1) τελικά έχουμε

A x T m= + = × −2
2

2
2 2

4
4 10

π
υ  

ω
π

= =
2 10
T

rad s /

22-0186.indd   11 8/10/2013   11:00:19 πµ
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Η x A t= + ηµ ω ϕ( )  για 0t =  δίνει x A=  ηµϕ  οπότε
1
2

x
A

ηµϕ = =  δηλαδή 
6
πϕ =  ή 5

6
πϕ =

(Η λύση 
6
πϕ =  απορρίπτεται, γιατί για t = 0 δίνει υ > 0 ) 

Οι ζητούμενες εξισώσεις είναι

  
2 54 10 10

6
−  = × + 

 
x t πηµ   (SI)

  
υ ω συν ω ϕ συν π

= + = +





A t t ( ) ,0 4 10 5

6  
(SI)

  
2 5( ) 4 10

6
 = − + = − + 
 

A t t πα ω ηµ ω ϕ ηµ
  

(SI)

1.38 Το σώμα κάνει απλή αρμονική ταλά-
ντωση με σταθερά επαναφοράς D K=  
(βλέπε και παράδειγμα 1-1).

α) 2 mT
K

π=

f
T

K
m

Hz= = =
1 1

2
5

π π

Η μέγιστη απομάκρυνση του σώματος 
είναι A d= .

Η εξίσωση της απομάκρυνσης είναι 

( )x d tηµ ω ϕ= + .

Για 0t =    d dηµϕ=

οπότε 1ηµϕ =

δηλαδή 
2

radπϕ =  

Στην περίπτωση που η κατεύθυνση προς τα κάτω θεωρηθεί αρνητική 

για  0t =    d dηµϕ− =  οπότε 1ηµϕ = −  δηλαδή 3
2

radπϕ =

22-0186.indd   12 8/10/2013   11:00:21 πµ



13

γ) υ ω πmax , /= = =A d f m s2 0 5 

δ) α ω πmax /= = =A d f m s2 2 2 24 5 

ε) Στη θέση ισορροπίας (θέση 1) 0FΣ =  οπότε 1Kx mg=  και

1
mgx
K

=

Το σώμα δέχεται τη μέγιστη δύναμη στη θέση μέγιστης απομάκρυν-
σης (θέση 2)

F K x d K mg
K

d mg Kd Nmax ( )ελ = + = +





 = + =1 15 

1.39 2 /
5

rad s
T
π πω = =

  
0,2

5
x tπηµ=

Θέτουμε x = 0,1m και λύνουμε ως 
προς το χρόνο

1
5 2 6

tπ πηµ ηµ= =

Δύο διαδοχικές λύσεις της εξίσωσης 
αυτής είναι οι

1
5
6

t s=  και 2
25
6

t s=

Το χρονικό διάστημα που μεσολαβεί ανάμεσα στις δύο διαδοχικές 
στιγμές που το σώμα θα βρεθεί στη θέση x m= 0,1  είναι

 2 1
10
3

t t t s∆ = − =

1.40 Θεωρούμε ότι το σύστημα κάνει τμήμα απλής αρμονικής ταλάντωσης 
με σταθερά επαναφοράς Κ.
α) Από τη διατήρηση της ενέργειας για την ταλάντωση έχουμε

2 21 1
2 2

KA Mυ=    οπότε A M
K

m= =
υ 2

0 1,  
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Το χρονικό διάστημα που μεσολαβεί ανάμεσα στη στιγμή της πρό-

σκρουσης ( maxυ υ= )  και τη στιγμή που η ταχύτητα μηδενίζεται είναι 

4 2 100
T Mt s

K
π π

∆ = = = .

β) Ο επιβάτης κάνει ταλάντωση ίδιας περιόδου με το σύστημα με στα-
θερά επαναφοράς D. 

Τσυστήματος = Τεπιβάτη     δηλαδή      2 2π π
M
K

m
D

=

οπότε mD K
M

= .

Η δύναμη που δέχεται από τη ζώνη παίζει το ρόλο της δύναμης επανα-

φοράς. Το μέτρο της δύναμης θα πάρει τη μέγιστη τιμή του τη χρονική 

στιγμή 
4
Tt = όταν x A= .

3
max 15 10mF DA KA N

M
= = = ×

1.41 α) Μετά την (πλαστική) κρούση του 
συστήματος βλήμα-σώμα, η κοινή τους 
ταχύτητα θα είναι V για την οποία ισχύει

( )m m M Vυ = +  

επομένως V
m

m M
m s=

+
=υ 5 / .

β) Το συσσωμάτωμα κάνει απλή αρμο-
νική ταλάντωση με D K= .

Από τη διατήρηση της ενέργειας στην 
ταλάντωση έχουμε 

   2 21 1 ( )
2 2

KA m M V= +

οπότε   A V m M
K

m=
+

= 0 1,  
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γ) Το σύστημα θα σταματήσει στιγμιαία, για πρώτη φορά, μετά από 

χρόνο 22 3,14 10
4 4
T m Mt s

K
π −+

∆ = = = × .

1.42 α) 32 5 10−= = = ×I Q fQ Aω π

Από τη διατήρηση της ενέργειας στο κύκλωμα έχουμε:

2 2
21 1 1

2 2 2
Q q Li
C C

= +   και 2 2q Q LCi= −  (1)

Όμως 1
2

f
LCπ

=  και 2 2

1
4

LC
fπ

=  (2) 

Οπότε η (1) γίνεται από τη (2)

2
2 7

2 2 4 10
4

iq Q C
fπ

−= − = ×

β) 
21

2E
qU
C

=  (3)

21
2E B

QU U
C

+ =  επομένως 
2 21 1

2 2B
Q qU
C C

= −  (4)

Η ολική ενέργεια παραμένει σταθερή 
2

81 25 10
2

QE J
C

−= = ×  (5)

Οι συναρτήσεις (3) (4) και (5) παριστάνονται γραφικά στο διάγραμμα 
που ακολουθεί

32 5 10−= = = ×I Q fQ Aω π
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1.43 α) Q CV C= = × −4 1 30

β) 
2E B
EU U= =      οπότε         

2 21 1 1
2 2 2

q Q
C C

=

και 32 2 2 10
2

q Q C−= = ×

γ) Η σχέση που δίνει το φορτίο του πυκνωτή σε συνάρτηση με το 
χρόνο είναι   q Q tσυνω=  (1)

όπου 34 10Q C−= × και 
32 2 10 /

62
rad s

T LC
π πω

π
= = =

Η πρώτη φορά που η ενέργεια του ηλεκτρικού πεδίου στον πυκνω-
τή γίνεται ίση με την ενέργεια του μαγνητικού πεδίου στο πηνίο 
ταυτίζεται με την πρώτη φορά που το φορτίο στον πυκνωτή γίνεται 

32 2 10q C−= × ,  δηλαδή τη στιγμή για την οποία

   
3

3 3 102 2 10 4 10
6

tσυν− −× = ×

Λύνουμε την τριγωνομετρική εξίσωση ως προς τον χρόνο και βρί-
σκουμε ότι η μικρότερη τιμή του για την οποία ισχύει η εξίσωση είναι 

31,5 10t s−= × .

1.44 Από τη διατήρηση της ενέργειας στο κύκλωμα έχουμε

    

2 2
21 1 1

2 2 2
= +

Q q Li
C C

οπότε    Q q LCi C C= + = × =−2 2 54 10 40 µ

1.45 α) Το σώμα κάνει απλή αρμονική ταλάντωση με γωνιακή συχνότητα 
ίση με αυτή των δύο ταλαντώσεων στις οποίες μετέχει.
Άρα 50  radω π=
και 2 45 10 /D m N mω= = ×
β) Το πλάτος της ταλάντωσης που κάνει το σώμα είναι

2 2 2
1 2 1 2 1 22 ( ) 5 10A A A A A A A mσυν π −= + + − = − = ×

οπότε η ενέργεια της ταλάντωσης είναι E DA J= =
1
2

62 52 ,  

γ) Από τη διατήρηση της ενέργειας της ταλάντωσης έχουμε
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2 21 1

2 2
E m Dxυ= +

οπότε    
22 3 2,5 /E Dx m s

m
υ −
= =

1.46 α) To Σ2, όσο βρίσκεται σε επα-
φή με το Σ1, εκτελεί τμήμα απλής 
αρμονικής ταλάντωσης. Το ρόλο 
της δύναμης επαναφοράς για το 
Σ2 παίζει η δύναμη F που δέχεται 
από το Σ1. Η επαφή ανάμεσα στα 
δύο σώματα χάνεται όταν 0=F  
δηλαδή στη θέση ισορροπίας της 
ταλάντωσης.

β) Το Σ2 αφού χάσει την επαφή 
του με το Σ1 κινείται ευθύγραμμα 
ομαλά με υ ωmax /= =

+
=A A K

m m
m s

1 2

2 

υ ωmax /= =
+

=A A K
m m

m s
1 2

2 

και το Σ1 κάνει απλή αρμονική 
ταλάντωση με πλάτος Α΄.

Από τη διατήρηση της ενέργειας κατά την ταλάντωση του Σ1 έχουμε:
2 2

1 max
1 1
2 2

m KAυ ′=  

από όπου βρίσκουμε

′ = =A m
K

mυmax ,1 0 2

γ) Το Σ1 μηδενίζει την ταχύτητά του σε χρόνο 1

4 2 20
′

∆ = = =
T mt s

K
π π  

από τη στιγμή που χάθηκε η επαφή ανάμεσα στα δύο σώματα. Στο 
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χρόνο αυτό το Σ2 έχει διανύσει s t m= =υmax ,∆ 0 314

Η απόσταση μεταξύ τους εκείνη τη χρονική στιγμή θα είναι 
d s m= − ′ =A 0 114,

1.47 α) Το σώμα μάζας m1 κάνει τμήμα απλής αρμονικής ταλάντωσης με 
σταθερά επαναφοράς D = Κ. Για να 
φτάσει από το ανώτερο σημείο στη θέση 
ισορροπίας του χρειάζεται χρόνο

 12  .
4 4 20

mTt s
K

π π
∆ = = =

Στον ίδιο χρόνο το σώμα μάζας m2 πρέ-
πει να διανύσει διάστημα h.

h g t m= ( ) =
1
2

0 1252∆ ,  

β) Αμέσως πριν τη σύγκρουση τα σώ-
ματα έχουν ταχύτητες 

υ υ ω
π π

π
1

1 1

2 2

2
2= = = = = =max /A l

T
l

m
K

l K
m

m s 

υ2 1 57= =g m s∆ t , /

γ) Εφόσον τα σώματα μετά την κρούση τους αποκτούν ταχύτητες 
αντίθετες από αυτές που είχαν πριν συγκρουστούν, θα επιστρέψουν 
στις αρχικές τους θέσεις και το φαινόμενο θα επαναλαμβάνεται συ-
νεχώς.
Η περίοδος του φαινομένου είναι 

2
TTϕ =  όπου Τ η περίοδος της ταλάντωσης του m1

T m
K

sϕ π= =1 0 314,
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1.48 α) Στη θέση (1) 0FΣ =  οπότε 1Kl m g=  και K m g
l

N m= =1 12 /

Αν υ η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση - 
θέση (3) - εφαρμόζοντας την αρχή διατήρησης της μηχανικής ενέρ-
γειας έχουμε:

( ) ( )2 2
1 2 1 2

1 1
2 2

m m Kl m m glυ+ + = +  και υ =
+( ) −

+
=

2
21 2

2

1 2

m m gl Kl
m m

m s/

β) To συσσωμάτωμα μετά την κρούση θα εκτελέσει απλή αρμονική 
ταλάντωση με σταθερά επαναφοράς D K=  
Στη θέση ισορροπίας της ταλάντωσης (5) θα ισχύει

 0FΣ =  οπότε ( )1 2KA m m g= +  και A
m m g
K

m=
+( )

=1 2 0 625,

Στη θέση αυτή το συσσωμάτωμα αποκτά τη μέγιστη ταχύτητα που 

είναι  υ ω π π

π
max ,= = =

+
=

+
=A

T
A

m m
K

A K
m m

A m s2 2

2
2 5

1 2 1 2

/

γ) Ο χρόνος κίνησης από την ανώτερη θέση στη θέση ισορροπίας είναι

∆t T m m
K

s= =
+

=
4 2

0 41 2π ,  

1.49 α) Το κύκλωμα το σχήματος (α) διαρρέεται από σταθερό ρεύμα

I E
R r

A=
+

= 0 6,  
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Αμέσως μετά τη μεταφορά του μεταγωγού στη θέση Β στο πηνίο δη-
μιουργείται ηλεκτρεγερτική δύναμη από αυτεπαγωγή. Σύμφωνα με 
τον κανόνα του Lenz το ρεύμα που προκαλεί αυτή η ηλεκτρεγερτική 
δύναμη είναι ομόρροπο με το αρχικό. Επομένως ο οπλισμός που θα 
αποκτήσει πρώτος θετικό φορτίο είναι αυτός που συνδέεται με τον 
αρνητικό πόλο της πηγής.

β) Από τη στιγμή μηδέν και μετά το κύκλωμα που περιλαμβάνει το 
πηνίο και τον πυκνωτή θα εκτελέσει ηλεκτρική ταλάντωση με γωνια-
κή συχνότητα 

ω π π
π

= = =
2 2

2
104

T
rad / s

LC
 

Τη στιγμή μηδέν ο πυκνωτής είναι αφόρτιστος και το πηνίο διαρρέε-
ται από ρεύμα μέγιστης έντασης. Εκείνη τη στιγμή το μαγνητικό πε-
δίο του πηνίου έχει ενέργεια ίδια με αυτή που είχε πριν μετακινηθεί ο 
μεταγωγός, επομένως το ρεύμα έχει ένταση 0,6I A=  (μέγιστη).
Το μέγιστο φορτίο του πυκνωτή είναι

Q I C= = × −

ω
6 10 5

Επομένως οι εξισώσεις του ρεύματος και του φορτίου με το χρόνο είναι

i = 0 6 104, t συν       q = × −6 10 105 4 ηµ t
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1.50 α) Όταν ανοίγουμε το διακόπτη Δ με-
ταβάλλεται το ρεύμα που διαρρέει το 
πηνίο. Αυτό έχει ως συνέπεια την εμ-
φάνιση ηλεκτρεγερτικής δύναμης από 
αυτεπαγωγή. Το πηνίο επομένως λει-
τουργεί ως πηγή, η οποία φορτίζει τον 
πυκνωτή.
β) Το μέγιστο ρεύμα στο πηνίο θα είναι 

I E
R r

A=
+

= 3 

Η μέγιστη ενέργεια του μαγνητικού πεδίου που δημιουργεί το πηνίο 
είναι ίση με τη μέγιστη ενέργεια του ηλεκτρικού πεδίου του πυκνωτή

2 21 1
2 2

LI CV=        οπότε             
2

6
2 18 10LIC F

V
−= = ×

 

(Η ελάχιστη χωρητικότητα του πυκνωτή αντιστοιχεί στη μέγιστη τιμή 
της τάσης μεταξύ των οπλισμών του).

22-0186.indd   21 8/10/2013   11:00:31 πµ



22

2    ΚΥΜΑΤΑ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Μηχανικά κύματα

2.1 (γ)  

2.2 α)  Β β)  Γ

2.3 1α)  Γ 1β)  Α
 2α)  Α, Δ 2β)  Β, Ε 2γ)  Β, Ε

2.4 (α),  (β), (δ)

2.5 1)  (β) 2)  (γ)

Συμβολή - στάσιμα 

2.6 1)  Δ 

2.7 Δύο πηγές λέγονται σύγχρονες ή σε φάση όταν δημιουργούν ταυτό-
χρονα μέγιστα και ελάχιστα.

2.8 ……….. αντίθετες ………. παραμένουν συνεχώς ακίνητα ……… μέ-
γιστο πλάτος ………… κοιλίες ………. λ/2.

2.9 1) (β) 2)  (α)

2.10 α) όχι β)  Γ

2.11  α) Δεσμοί Β, Δ, Ζ Κοιλίες Α, Γ, Ε, Η
 β) π rad 
 γ) Μηδέν 
 δ) λ/4 

2.12  (α)
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Ηλεκτρομαγνητικά κύματα

2.13 1,53×108 km.

2.14	 7,46	φορές.

2.15	 (δ)

2.16	 (γ)

2.17	 		 Ραδιοκύματα	 	 1013 Ηz	
		 Μικροκύματα	 	 1017 Ηz
		 Ακτίνες	X	 	 108 Ηz	
		 Υπέρυθρο	 	 1010 Hz
		 Υπεριώδες	 	 1015 Ηz
		 Ακτίνες	γ	 	 1019 Ηz

2.18	 α)		 Ραδιοκύματα.	
β)		 Μικροκύματα.	
γ)		 Ακτίνες	X.
δ)		 Ακτίνες	γ.

2.19	 (α).

2.20	 (γ).

Ανάκλαση - διάθλαση

2.21	 Όταν	υφίσταται	ανάκλαση	ή	διάθλαση.

2.22	 60°	και	στις	δύο	επιφάνειες.

2.23	 (α).

2.24	 Η	συχνότητα	παραμένει	σταθερή,	η	ταχύτητα	διάδοσης	μειώνεται,	το	
μήκος	κύματος	μειώνεται.
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2.25 (α).

2.26 Το μπλε.

2.27 Στην πλάκα με δείκτη διάθλασης 1,6n = .

2.28 α)  Α. 
β)  Α.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Μηχανικά κύματα

2.29 Ο χρόνος που χρειάζεται ένα σημείο της χορδής για να μετατοπισθεί 
από τη θέση μέγιστης απομάκρυνσης στη θέση ισορροπίας είναι ίσος 
με Τ/4
T s
4

0 15= ,   οπότε T s= 0 6,   και 1 10
6

f Hz
T

= = .

Η ταχύτητα διάδοσης του κύματος είναι
υ λ= =f m s2 / .

2.30 Συγκρίνοντας τη σχέση ( )23 10 1320 4y t xηµ−= × −

με τη γενική σχέση  y A t
T

x
= −ηµ π

λ
2 ( )

βρίσκουμε

α) 2 4π
λ

=  rad m/           οπότε λ
π

= =
2
4

1 57,  m .

β) 2 2 1320π
π

T
f rad s= =  /       οπότε f Hz=

1320
2π

  και  υ λ= =f m s330 /
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γ) 23 10A m−= ×              και         ω
π

= =
2 1320
T

rad s /

οπότε υ ωmax , /= =A m s39 6 

δ) 1 11320 4t xϕ = −          και         2 21320 4t xϕ = −

( )1 2 2 14 x xϕ ϕ− = −  οπότε 

∆x m=
−

= =
ϕ ϕ

π
1 2

4

2
3
4

0 523,  

2.31 α) Το κύμα φτάνει στο σημείο Β μετά από χρόνο

t x s= =
υ

20 

β) Θέτουμε στην εξίσωση κύματος t s= 21 5,   και x m= 60  και βρί-
σκουμε την απομάκρυνση

y m cm= × −( ) = =0 1 2 0 25 21 5 5 0 05 2 5 2, , , ,ηµ π  
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Στάσιμο κύμα

2.32	 α)	Ένα	στάσιμο	κύμα	που	περιγράφεται	από	την	εξίσωση

2 22 x ty A
T

π πσυν ηµ
λ

= (1)

προκύπτει	από	τη	συμβολή	δύο	κυμάτων	που	περιγράφονται	από	
τις	εξισώσεις

1 2 ( )= −
t xy A
T

ηµ π
λ

											και											 2 2 ( )t xy A
T

ηµ π
λ

= +

Συγκρίνουμε	την	(1)	με	την	 0,5 40
3
xy tπσυν ηµ π=

και	βρίσκουμε
 2 0 5A cm= ,  				και          A cm= 0 25,  

2
3

π π
λ

= 											και										λ = 6 cm

2 40
T
π π= 								και										 f

T
Hz= =

1 20 

Τελικά	 										 1 0,25 2 (20 )
6
xy tηµ π= −

και	 										 2 0,25 2 (20 )
6
xy tηµ π= +

β)	Η	απόσταση	δύο	διαδοχικών	δεσμών	είναι	 d cm= =
λ
2

3 

γ)	Η	σχέση	που	δίνει	την	ταχύτητα	με	την	οποία	ταλαντώνεται	ένα	

σημείο	του	μέσου	είναι	 2 22A=
x t

T
π πυ ωσυν συν
λ

ή	 2 22A2=
x tf

T
π πυ π συν συν
λ

Για	 1x cm= 	και	 9
8

=t s 	βρίσκουμε	υ = −31 4, /cm s

	δ)	υ λ= ⋅ = =f cm s m s120 1 2/ , /
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2.33	 β)	Το	πλάτος	 ταλάντωσης	ενός	ση-
μείου	του	μέσου	δίνεται	από	τη	σχέ-
ση

22 xA A πσυν
λ

′ =

2 4A cm=  

λ
2

10=  cm 					οπότε					λ = 2  0 cm

T s= 2

οπότε	 4
10

xA πσυν′ = . 

Για	 x cm=12 5,  

′ = =A cm4
4

2 2συν
π  

2.34	 α)	Η	ένταση	του	ήχου,	άρα	και	η	ένδειξη	του	δέκτη,	μηδενίζεται	στις	
θέσεις	που	αντιστοιχούν	σε	δεσμούς	του	στάσιμου	κύματος	που	δη-
μιουργείται	από	τη	συμβολή	του	ήχου	που	εκπέμπει	το	διαπασών	και	
του	ήχου	που	ανακλάται.	Η	απόσταση	μεταξύ	δύο	διαδοχικών	δεσμών	

είναι	
2

d λ
= 	οπότε	 2 1d mλ = = 			και			υ λ= =f m s340 / .

β)	Τα	μέγιστα	του	ήχου	αντιστοιχούν	σε	δυο	διαδοχικές	κοιλίες	του	
στάσιμου	κύματος.	Η	απόσταση	μεταξύ	δύο	διαδοχικών	κοιλιών	είναι	

2
d λ′′ = 	οπότε	 ′ = ′ =λ 2 0 4d m,  .

fυ λ′ ′= οπότε	 ′ =
′

=f Hzυ
λ

850  .

2.35       y t x t x
1 5 5 5 2 2 5

2
= − = −    ηµ π ηµ π( ) ( , ) 	 	 (1)

και	 y t x t x
1 5 5 5 2 2 5

2
= + = +    ηµ π ηµ π( ) ( , ) 	 	 (2)

Συγκρίνοντας	τις	σχέσεις	(1)	και	(2)	με	την	εξίσωση	κύματος

  
2 ( )t xy A

T
ηµ π

λ
= −
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ή 2 ( )t xy A
T

ηµ π
λ

= +

βρίσκουμε A cm= 5  1 2,5f Hz
T

= =  λ = 2 cm  
α) υ λ= =f cm s5 /

β) To στάσιμο κύμα που προκύπτει από τη συμβολή των δύο κυμάτων 
έχει εξίσωση

y A x t
T

x t= =2 2 2 10 5συν
π
λ

ηµ
π

συν π ηµ π   

Το πλάτος ταλάντωσης των σημείων του μέσου δίνεται από τη σχέση 

′ =A x10συν π 

Οι δεσμοί του στάσιμου κύματος αντιστοιχούν στις λύσεις της εξίσω-
σης 0A′ =  

ή συν π συν
π x = =0
2

  οπότε

2
2

x K ππ π= +    οπότε  1
2

x cm=  ή 5
2

x cm=  ή ……

και 2
2

x K ππ π= −   οπότε  3
2

x cm=  ή 7
2

x cm=  ή …….

Δεσμούς θα έχουμε τελικά στις θέσεις 

0,5 cm, 1,5 cm, 2,5 cm, 3,5 cm,…. 

Παρατηρούμε ότι δύο διαδοχικοί δεσμοί απέχουν μεταξύ τους 
λ
2

1=  cm .

Για να βρούμε τις θέσεις των κοιλιών θέτουμε ′ =A cm10  και λύνου-
με ως προς x

συν π συν x = 0   ή  συν π συν π  x =   οπότε

    x Kπ π=   και  0x =  ή x cm=1  ή x cm= 2  ή...

Κοιλίες θα έχουμε τελικά στις θέσεις 

0, 1cm, 2cm, 3cm,……
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Παρατηρούμε ότι δύο διαδοχικές κοιλίες απέχουν μεταξύ τους 
λ
2

1= cm .

Επίσης ένας δεσμός απέχει από την πιο κοντινή του κοιλία 
λ
4

0 5= ,  cm .

γ) ′ =A x10συν π  οπότε ′ =A cmmax 10  

2.36 fυ λ=        οπότε           λ
υ

= =
f

m2 

Εφόσον τα άκρα της χορδής είναι στερεωμένα σε ακλόνητα σημεία 
θα είναι δεσμοί και εφόσον το σύνολο των δεσμών είναι τρεις υπάρχει 
ένας ακόμη δεσμός μεταξύ των άκρων. Η απόσταση μεταξύ δύο δια-

δοχικών δεσμών είναι 
2
λ  και το συνολικό μήκος της χορδής θα είναι 

d m= = =2
2

2λ
λ  .

Ηλεκτρομαγνητικά κύματα

2.37 α) c fλ=        οπότε          λ = =
c
f

m3 

β) Για κάθε θέση Ec
B

=  οπότε EB
c

=  και 11max
max 4 10EB T

c
−= = ×

γ)  Η συχνότητα του κύματος πρέπει να είναι ίση με την ιδιοσυχνότη-
τα του δέκτη, οπότε

     

1
2

f
LCπ

=  ή 16
2 2

1 5 10
4

C F
Lfπ

−= = ×
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Ανάκλαση – Διάθλαση 

2.38 cn
υ

=              οπότε                82 10 /c m s
n

υ = = ×

2.39 Η γωνία ανάκλασης είναι ίση με τη γωνία πρόσπτωσης οπότε 

30r
ο

αθ θ= =
Από το νόμο του Snell έχουμε

1 2 bn nαηµθ ηµθ=      οπότε     1

2

0,4375b
n
nαηµθ ηµθ= =

2.40  b
crit

n
nα

ηµθ =              οπότε     3b

crit

nnα ηµθ
= =

2.41 Η ταχύτητα διάδοσης της ακτινοβολίας στο νερό είναι 
722,44 10 /f m sυ λ= = × . Επομένως,

 ο δείκτης διάθλασης του νερού είναι 1,33cn
υ

= = .

2.42 α) 0c fλ=                οπότε     14

0

4,6 10cf Hz
λ

= = ×

β) Από τη σχέση 0 0fn
f

λ λ
λ λ

= = προκύπτει λ
λ

= =0 464
n

nm .

γ) 82,14 10 /f m sυ λ= = × .

2.43 1,56cn
υ

= =

2.44 Η φωτεινή δέσμη πέφτει στην έδρα ΒΓ 
υπό γωνία ˆ

2
Bα

πθ ϕ= = −

και υφίσταται ολική ανάκλαση όταν 
ισχύει critαθ θ≥

Β

θ
φ

α

Α Γ
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1 2
22

b
crit

n
nα

ηµθ = = =

(μέσον b είναι ο αέρας)

Αν critαθ θ=  τότε

max
2

2 2
πηµ ϕ − = 
 

 οπότε max
2

2
συνϕ =

δηλαδή max 45oϕ =

2.45 Η ελάχιστη τιμή του δείκτη διάθλασης της 
γυάλινης πλάκας αντιστοιχεί στην περίπτω-
ση στην οποία η δέσμη προσπίπτει στο Β με 
την κρίσιμη γωνία.
Αν ως μέσον b θεωρήσουμε τον αέρα και ως 
μέσον α τη γυάλινη πλάκα, από το νόμο του 
Snell, για το σημείο Α έχουμε 

b bn nα αηµθ ηµθ=  (1)

Όμως   1bn = ,

   60b
οθ =

και    
2 critα
πθ θ = − 
 

οπότε η (1) δίνει 260 1crit critn nο
α αηµ συνθ ηµ θ= = −  (2)

1b
crit

n
n nα α

ηµθ = =

Αντικαθιστούμε στη (2) οπότε

   
2

160 1n
n

ο
α

α

ηµ = −

και τελικά  21 60 1,32n ο
α ηµ= + =

α
b Α

θα

θcrit

60ο

B
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

2.46 Η εξίσωση του κύματος που φτάνει 
στο σημείο Β από την πηγή Π1 είναι

y A t
T

r
1

12= −





ηµ π

λ
 

ενώ η εξίσωση κύματος που φτάνει 
από την πηγή Π2 είναι

y A t
T

r
2

22= −





ηµ π

λ
 

Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλί-
ας, η απομάκρυνση του σημείου Β δίνεται από τη σχέση

( )2 1 1 2
1 2 2 2 2

2 2
r r r rty y y A

T
συν π ηµ π

λ λ
− + = + = − 

 
 (1)

στην οποία το μήκος κύματος έχει την τιμή λ υ= =T m2

Η εξίσωση (1) είναι εξίσωση απλής αρμονικής ταλάντωσης με πλάτος

′ =
−

= −





 =A A r r mm2 2

2
6

4
3 22 1συν π

λ
συν

π  

2.47 Με τη μετακίνηση του ανακλαστήρα η 
διαδρομή του κύματος που φτάνει στο Σ 
μετά από την ανάκλαση αυξάνεται κατά 
λ/2 επομένως:

2
λ′ΠΑ Σ −ΠΑΣ =

 
ή 

( )
2 2

2 22 2
2 2 2

H d Hα α λ   + + − + =   
   

και τελικά ( )22 2 22 4 2 4H d Hλ α α= + + − +
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2.48 Στον παρατηρητή φτάνουν φωτεινές 
ακτίνες από την πηγή όταν προσπί-
πτουν στην ελεύθερη επιφάνεια με γω-
νία critθ θ≤ .
Αν το μέσον b είναι ο αέρας και το μέ-
σον α το νερό ισχύει

1b
crit

n
n nα

ηµθ = =  

Από το σχήμα φαίνεται ότι

2 21 1
crit

crit

crit

h hr h
n

ηµθ
εϕθ

ηµ θ
= = =

− −

2.49 α) Εφαρμόζουμε το νόμο του Snell  για 
την είσοδο της ακτίνας στη γυάλινη 
πλάκα και για την έξοδό της απ’ αυτήν. 

bn nαηµϕ ηµθ=

bn nαηµθ ηµω=

Από τις δύο σχέσεις προκύπτει

n nα αηµϕ ηµω=   οπότε 

ηµϕ ηµω=  και

ϕ ω=  (φ, ω στο πρώτο τεταρτημόριο)

Άρα η ακτίνα βγαίνει από τη γυάλινη πλάκα παράλληλα με την αρχι-
κή της διεύθυνση.

β) Στο τρίγωνο ΑΓΒ είναι ( )l ηµ ϕ θ= ΒΓ = ΑΒ −   (1)

Αλλά από το τρίγωνο ΑΔΒ βρίσκουμε ότι 

         
d

συνθ συνθ
Α∆

ΑΒ = =    (2)

Από (1) και (2) προκύπτει

2

( )
1

d d dl d dηµ ϕ θ ηµθσυνϕ ηµθσυνϕηµϕ ηµϕ
συνθ συνθ ηµ θ

−
= = − = −

−
  (3)
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Από το νόμο του Snell

bn nαηµϕ ηµθ=  και επειδή 1nα =  και bn n=  

προκύπτει  
n

ηµϕηµθ =      (4)

Από (3) και (4)   
2

21

dl d

n

ηµθσυνϕηµϕ
ηµ ϕ

= −

−

και τελικά   
2 2

1l d
n
συνϕηµϕ

ηµ ϕ

 
 = −
 − 

2.50 Αν θεωρήσουμε τον αέρα ως μέσον α 

 ( 1nα = ) και το νερό ως μέσον b 

 ( bn n= ), από το νόμο του Snell έχουμε 

   b bn nα αηµθ ηµθ=  

οπότε bnαηµθ ηµθ=           (1)

Από το τρίγωνο ΑΒΔ προκύπτει ότι 

2 2 2 2h
α

δηµθ
δ

Β∆ Β∆
= = =
Α∆ ΑΒ +Β∆ +      

(2)

Επίσης από το τρίγωνο ΑΒΓ βρίσκουμε 

2 2 2
22

4

b

h

δηµθ
δ

ΒΓ ΒΓ
= = =
ΑΓ ΑΒ +ΒΓ

+
 

    (3)

Από (1), (2) και (3) προκύπτει

2 2 2
22

4

n
h h

δ δ

δ δ
=

+
+
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και τελικά h n
n

cm=
−

−
=δ

2

2
1

4
8

2.51 Για x m= 0 408,   έχουμε απόσβεση, οπότε η διαφορά δρόμων για τα 
δύο ηχητικά κύματα είναι

(2 1)
2

l K λ
∆ = +     (1)

Αν μετακινήσουμε το σωλήνα Β κατά x∆  η διαφορά των δρόμων θα 
γίνει 2l x∆ + ∆
και επειδή είναι η πρώτη φορά που θα έχουμε πάλι απόσβεση θα ισχύ-

ει 2 (2 1)
2

l x K λ λ∆ + ∆ = + +   (2)

Από τις (1) και (2) προκύπτει 
2

x λ
∆ =

fυ λ=    οπότε  
f
υλ =

και     ∆x
f

m= =
υ
2

0 136,  

Η νέα απόσταση είναι  ′ = + =x x x m∆ 0 544,  .

2.52 α) Συγκρίνοντας την εξίσωση ενός από τα κύματα 

1 1(2 )y A t r οηµ π π ϕ= − +  με τη γενική μορφή της εξίσωσης του κύ-
ματος προκύπτει ότι:
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22
T
ππ =  άρα T s=1  και 2ππ

λ
=  άρα λ = 2m

υ λ
= =
T

m s2 /

β) Η απομάκρυνση του σημείου Κ από τη θέση ισορροπίας του κά-
ποια στιγμή είναι

1 2 1 2(2 ) (2 )y y y A t r A t rοηµ π π ϕ ηµ π π= + = − + + −  ή

1 2 1 22  2
2 2 2 2
− +   = − − +   

   
r r r ry A tο οϕ ϕσυν π ηµ π π  (1)

Για 
2ο
πϕ =  η (1) γίνεται

1 2 1 22  2
2 4 2 4
− +   = − − +   

   
r r r ry A tπ πσυν π ηµ π π

i. Για να μένει το σημείο αυτό διαρκώς ακίνητο θα πρέπει

1 22 0
2 4

r rA πσυν π− − = 
 

 ή 1 2 0
2 4

r r πσυν π− − = 
 

ή 1 2 (2 1)
2 4 2

r r Nπ ππ−
− = +  όπου 0,  1,  2...N = ± ±

άρα r r N1 2 2 3
2

− = +





  m

ii. Για να ταλαντώνεται το σημείο Κ με πλάτος 2Α πρέπει 

1 2 1
2 4

r r πσυν π− − = ± 
 

ή 1 2

2 4
r r Nππ π−

− =  όπου 0,  1,  2...N = ± ±

άρα r r N1 2 2 1
2

− = +





  m

γ) Για να παραμένει το σημείο Μ ακίνητο θα πρέπει

1 2 0
2 2

r r οϕσυν π− − = 
 

 ή 0
2
οϕσυν π − = 

 
άρα  radοϕ π=
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2.53	 α)	Από	τη	σχέση	 5 10y tηµ π= 	βρίσκουμε	A cm= 5 	και	 10  /rad sω π=

οπότε	 f Hz= =
ω
π2

5 

Από	τη	σχέση	 fυ λ= 	προκύπτει	λ
υ

= =
f

cm4 

Η	εξίσωση	του	κύματος	θα	είναι	 5 2 5
4
xy tηµ π  = − 

 
	(τα	x,	y	σε	cm,	

το	t	σε	s)

β)	Η	φάση	του	κύματος	τη	χρο-

νική	στιγμή	 t s=1 	δίνεται	από	τη	

σχέση	 10
2

xπϕ π= −

γ)	Τη	χρονική	στιγμή	t1	το	κύμα	
έχει	 διαδοθεί	 σε	 απόσταση
x cm1 20=  .	 Ο	 αριθμός	 των	 μη-
κών	κύματος,	τη	χρονική	στιγμή	
t1	είναι:

1 5xN
λ

= =

2.54	 α)	 Συγκρίνουμε	 τη	 σχέση	 8 10
2
xy tπσυν ηµ π= 	 με	 την

2 22=
x ty A π πσυν ηµ

λ Τ
	 και	 βρίσκουμε	 λ = 4 cm 	 και	 f

T
Hz= =

1 5  

οπότε	υ λ= =f cm s20 /

β)				 y cmM = = =8 0 5
2

10 1
40

8
4 4

4συν
π

ηµ π συν
π

ηµ
π,  
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υ ω συν
π

ω συν
π
λ

συν
π

= ′ =A t A x t   2 2 2 2
Τ Τ

οπότε υ π συν
π

συν π πΜ
Μ= =8 10

2
10 40    x t cm s/

γ) Δεσμοί υπάρχουν στις θέσεις για τις οποίες 0
2 2
xπ πσυν συν= =

οπότε (2 1)
2 2
x Kπ π
= +  και 2 1x K= + .

Για x x xΑ Β< <  δηλαδή 4 2 1 10K− < + <  βρίσκουμε

K = 0, ±1, ±2, 3,  4

Επομένως υπάρχουν 7 δεσμοί. Οι δεσμοί βρίσκονται στις θέσεις: 

-3cm, -1cm, 1cm, 3cm, 5cm, 7cm και 9cm
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3    ΡΕΥΣΤΑ ΣΕ ΚΙΝΗΣΗ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Υδροστατική πίεση - αρχή του Pascal

3.1 ..............πυκνότητα.............πίεση............υγρά.

3.2 Σύμφωνα με το θεμελιώδη νόμο της υδροστατικής ( =p ghρ ) η πίε-
ση που ασκεί ένα υγρό αυξάνεται με το βάθος.

3.3 α)  (Γ)  β)  σε όλα η ίδια.

3.4 1)  (α)  2)  (β)  3)  (α).

Η εξίσωση της συνέχειας

3.5 ......... εσωτερικές ........... τριβές ........... ασυμπίεστο.

3.6 Καθώς το νερό πέφτει η ταχύτητά του αυξάνεται. Σύμφωνα με την 
εξίσωση της συνέχειας ( 1 1 2 2A Aυ υ= ) η διατομή της φλέβας πρέπει να 
μικραίνει για να διατηρείται η παροχή σταθερή.

3.7 ΠΑ = + + − − − =( ) / /6 4 4 2 2 5   m s m s3 35  με φορά προς τα αριστερά.

3.8 Αν θεωρήσουμε το ποτάμι σαν μια φλέβα, η παροχή πρέπει να διατη-
ρείται σταθερή. Σύμφωνα με την εξίσωση της συνέχειας εκεί όπου η 
διατομή της φλέβας μικραίνει αυξάνεται η ταχύτητα ροής του νερού.

3.9 1)  Η παροχή διατηρείται σταθερή. Σωστή απάντηση είναι η (α).
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2) 1 2A Aυ υΑ Β=  άρα υ υ υ2 1 14 40= = =
A
A

cm sA

Β

 / .

Σωστή απάντηση είναι η (ε).

3.10 Μειώνοντας τη διατομή αυξάνουμε την ταχύτητα ροής (εξίσωση συ-
νέχειας).

Η εξίσωση Bernoulli

3.11 Στην περιοχή (Α) που βρίσκεται 
ανάμεσα στα πλοία οι ρευματικές 
γραμμές πυκνώνουν, δηλαδή η σχε-
τική ταχύτητα του νερού ως προς τα 
πλοία αυξάνει. Σύμφωνα με την εξί-
σωση Bernoulli η πίεση που ασκεί 
το νερό στα πλοία στην περιοχή του 
(Α) είναι μικρότερη από αυτήν που 
ασκεί στις περιοχές των Β και Γ, με 
αποτέλεσμα τα πλοία να συγκλίνουν.

3.12 Σύμφωνα με την εξίσωση της συνέχειας η ταχύτητα του νερού είναι 
μεγαλύτερη στην περιοχή όπου στενεύει ο σωλήνας.
Σύμφωνα με την εξίσωση Bernoulli εκεί όπου το νερό κινείται με 
μεγαλύτερη ταχύτητα ασκεί μικρότερη πίεση.

Το ύψος κάθε στήλης εξαρτάται από τη διαφορά της πίεσης του 
υγρού στη βάση του σωλήνα και της ατμοσφαιρικής πίεσης.

p gh patm + =ρ υγρου  οπότε h
p p

g
atm=

−υγρου

ρ


Αφού η πίεση του υγρού είναι μικρότερη στη βάση του σωλήνα Β από 
ό,τι στη βάση των σωλήνων Α και Γ, το ύψος της στήλης στο σωλήνα 
Β είναι μικρότερο από το ύψος της στήλης στους σωλήνες Α και Γ.

22-0186.indd   40 8/10/2013   11:00:57 πµ



41

3.13 Για να ανυψωθεί το αεροπλάνο πρέπει η δυναμική άνωση να είναι 
μεγαλύτερη του βάρους. Αυτό επιτυγχάνεται όταν η σχετική ταχύτη-
τα του αέρα ως προς το αεροπλάνο υπερβεί μια οριακή τιμή. Όταν 
το αεροπλάνο κινείται αντίθετα στον άνεμο αυτή η οριακή τιμή της 
σχετικής ταχύτητας επιτυγχάνεται ευκολότερα.

3.14 Εφόσον το αεροπλάνο κινείται με οριζόντια ταχύτητα η δυναμική 
άνωση και στις δύο περιπτώσεις είναι αντίθετη του βάρους. Αν θεω-
ρήσουμε ότι το βάρος του αεροπλάνου είναι ουσιαστικά το ίδιο και 
στα δύο ύψη προκύπτει ότι και η δυναμική άνωση θα είναι ίδια, οπότε 
σωστή απάντηση είναι η (β).

3.15 α) υ υ υ υA B> = =� � �Γ ∆

β) p p p p∆ Γ Β Α> > >

3.16  ................ κινητικής ................ της    δυναμικής ................ διατήρη-
σης της ενέργειας ................ 

3.17 Στο ύψος της ελεύθερης επιφάνειας του υγρού ώστε να διατηρείται η 
ενέργεια.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Νόμος του Pascal - Υδροστατική πίεση

3.18          1 2

1 2

F F
A A

=         οπότε         1
1 2

2

AF F
A

=

Για να ανυψωθεί το αυτοκίνητο πρέπει η F2 να είναι τουλάχιστον ίση 
κατά μέτρο με το βάρος του αυτοκινήτου οπότε

    F N1 150=  .
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3.19 Εφόσον το πλάτος του ποταμού είναι σταθερό η διατομή του θα είναι 
ανάλογη του βάθους A kh= .
Από την εξίσωση της συνέχειας έχουμε

1 1 2 2A Aυ υ=   ή  1 1 2 2kh khυ υ=

οπότε    h h m2 1
1

2

6 5= =
υ
υ

,  .

3.20  1 2Π =Π   ή  1 2 2AυΠ =

οπότε    υ
π δ2

1

2

1
2

4

31 6= = =
Π Π
A

m s, / 

Εξίσωση Bernoulli

3.21 Το νερό βγαίνει από την πλευρι-
κή τρύπα με ταχύτητα 2K ghυ =  
(δες και εφαρμογή 3-2 θεώρημα 
Torricelli)

οπότε   
2

2
Kh
g

υ
=

Εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli 
στις θέσεις Ε και Κ. Όταν η πίεση 
στην επιφάνεια του νερού είναι 2 atm 
έχουμε

2 21 1
2 2E E K Kp gh pρυ ρ ρυ′ ′+ + = +  

όπου ′ =p atmE 2  και p atmK =1 

Θέτουμε 
2

2
Kh
g

υ
=  και 0Eυ =  και λύνουμε ως προς Kυ′  οπότε

′ =
′ −

+ =υ
ρ

υK
E K

K
p p m s2 16 762( ) , / 

3.22 Ο αέρας στο εσωτερικό του σπιτιού είναι ακίνητος. Από την εξίσωση 
του Bernoulli για δυο σημεία, το ένα ακριβώς πάνω και το άλλο ακρι-
βώς κάτω από τη στέγη έχουμε
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21
2

p pρυ′ + =  (θεωρήσαμε ότι η κατακόρυφη απόσταση των δύο ση-

μείων είναι αμελητέα) 

οπότε 21
2

p p p ρυ′∆ = − = .

Η ανυψωτική δύναμη θα είναι

   
2 31 54 10

2
F pA A Nρυ= ∆ = = ×

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

3.23 Εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli για 
τα σημεία 1, 2 της φλέβας του νερού

2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

p gh pρυ ρ ρυ+ + = +

όμως 1 2 atmp p p= =

οπότε 2 2
1 2

1 1
2 2

ghρυ ρ ρυ+ =

και 2
2 12ghυ υ= +

Από την εξίσωση της συνέχειας έχουμε

1 1 2 2A Aυ υ=             ή            2
1 1 2 12A A ghυ υ= +

και 
2
2

1 2 2
1 2

2A gh
A A

υ =
−

Η παροχή είναι
2

5 32
1 1 1 2 2

1 2

2 1,2 10 10 /A ghA A m s
A A

υ −Π = = = ×
−
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3.24 Αν θεωρήσουμε ότι η στάθμη στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού 
κατεβαίνει με αμελητέα ταχύτητα τότε το νερό ρέει από τη βρύση με 
ταχύτητα 2ghυ =  (εφαρμογή 3-2, θεώρημα Torricelli).
Η παροχή της βρύσης είναι

2A A ghυΠ = =

Ο χρόνος που απαιτείται για να γεμίσουμε ένα δοχείο όγκου V από τη 

βρύση είναι ∆
Π

t V V
A gh

s= = =
2

3 33,  

3.25 Η παροχή του σωλήνα είναι 1 1AυΠ =

οπότε 1
1A

υ Π
=

Επίσης 2 2AυΠ =

οπότε 2
12 1

2

2
AA A

υ Π Π Π
= = =

Εφαρμόζουμε την εξίσωση του Bernoulli για τα σημεία A, Β.

2 2
1 2

1 1
2 2A Bp pρυ ρυ+ = +

οπότε

( )
2 2 2

2 2 3
2 1 2 2 2

1 1 1

1 1 4 3 6 10  
2 2 2A Bp p p Pa

A A A
ρ υ υ ρ ρ

 Π Π Π
∆ = − = − = − = = × 

 

3.26 α) Αν η διατομή του σωλήνα στο Α 
είναι Α2 τότε η παροχή του σωλήνα 

είναι 2 2AυΠ =  και σε χρόνο t∆  ο σω-
λήνας παρέχει νερό όγκου

          V t A t m= = =Π∆ ∆2 2
357 6υ ,  
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β) Αν η διατομή του σωλήνα στο Β είναι A1 τότε από την εξίσωση της 

συνέχειας έχουμε 1 1 2 2A Aυ υ=  και 2
1 2

1

A
A

υ υ=  (1).

Από την εξίσωση του Bernoulli για τα σημεία Β και Α έχουμε

2 2
1 2

1 1
2 2B Ap pρυ ρυ+ = +

οπότε                      ( )2 2
2 1

1
2B Ap p ρ υ υ= + −

και λαμβάνοντας υπόψη την (1) και ότι 510A atmp p Pa= =

τελικά                  p p A
A

PaB A= + −








 =

1
2

1 1180002
2 2

2

1
2ρυ  

3.27 Από το θεώρημα έργου ενέρ-
γειας για την άντληση μάζας m 
νερού έχουμε
1
2

2m W Wi wυ αντλ ας= +

ή 1
2

2m W mghiυ αντλ ας= −

οπότε το έργο της αντλίας εί-

ναι

W m mgh m ghiαντλ ας υ
υ

= + = +










1
2 2

2
2

Η ισχύς που προσφέρει η αντλία είναι

    

2

2
W mP gh
t t

υ ∆ ∆
= = + ∆ ∆ 

Όμως    m V A
t t

ρ ρ ρ υ∆ ∆
= = Π =

∆ ∆

και επομένως P gh A W= +








 =

υ
ρ υ

2

2
5000 
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3.28 Θεωρούμε ότι η στάθμη του νερού 
στη δεξαμενή κατεβαίνει με αμελη-
τέα ταχύτητα.
Από την εξίσωση του Bernoulli για 
το σημείο Α και ένα σημείο στην 
ελεύθερη επιφάνεια του νερού της 
δεξαμενής έχουμε.

  
21

2atm Ap gh pρ ρυ+ = +

οπότε

  
2 31 128 10

2A atmp p gh Paρ ρυ= + − = ×

3.29 Σύμφωνα με την εφαρμογή 3-2 (θε-
ώρημα Torricelli) η ταχύτητα με την 
οποία ρέει το νερό από το άνοιγμα Α 
θα είναι 2A ghυ = .
Η παροχή του ανοίγματος είναι

A A A A 2Π = =A A ghυ

Για να διατηρείται η στάθμη του νε-
ρού στο δοχείο σταθερή πρέπει η πα-
ροχή της βρύσης να είναι ίση με την 
παροχή του ανοίγματος.

A A 2Π =Π = A gh

και h
gA

cm= =
Π2

22
24 2

A

,  

3.30 Σύμφωνα με την εφαρμογή 3-2 (θε-
ώρημα Torricelli) η ταχύτητα με την 
οποία ρέει το νερό από την τρύπα εί-
ναι

2 ( )g h xυ = −
Το νερό βγαίνοντας από την τρύπα 
κάνει οριζόντια βολή από ύψος x.
Στον οριζόντιο άξονα κινείται ευθύ-
γραμμα ομαλά με ταχύτητα υ οπότε
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  s tυ=    (1)
Στον κατακόρυφο άξονα το νερό κάνει ελεύθερη πτώση οπότε

  
21

2
x gt=    (2)

Απαλείφουμε το χρόνο μεταξύ των (1) και (2) και βρίσκουμε

  
2 22 ( )x xs g h x
g g

υ= = −

οπότε  2 24 4s hx x= −    ή  2 24 4 0x hx s− + =    (3)

Για να είναι πραγματικές οι λύσεις της εξίσωσης, πρέπει η διακρίνου-
σά της να είναι μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός, δηλαδή 

  
2 216 16 0h s− ≥    ή  h s≥  

οπότε    maxs h=

Λύνουμε την (3) θέτοντας όπου s h=  και βρίσκουμε
4
8 2
h hx = =

3.31 α) Σύμφωνα με την εφαρμογή 3-2 (θε-
ώρημα Torricelli) η ταχύτητα με την 
οποία ρέει το νερό από την τρύπα είναι

  υ = =2 21gy m s /

β) Το νερό βγαίνοντας από την τρύ-
πα κάνει οριζόντια βολή από ύψος 

1h y− .
Στον οριζόντιο άξονα κινείται ευθύ-
γραμμα ομαλά με ταχύτητα υ οπότε 

  xs tυ=    (1)
Στον κατακόρυφο άξονα το νερό κάνει ελεύθερη πτώση οπότε 

  
21

2ys gt=
  

(2)

Απαλείφουμε τον χρόνο μεταξύ των (1) και (2), θέτουμε όπου 
1ys h y= −  και βρίσκουμε την απόσταση maxxs  του σημείου στο οποίο 

η φλέβα του νερού συναντάει το έδαφος
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s
h y
g

mxmax ,=
−( )

=υ
2

0 81  
 

γ) Η γενική σχέση που δίνει την ταχύτητα με την οποία εκτοξεύεται το 
νερό από μια τρύπα στο τοίχωμα του δοχείου που βρίσκεται σε ύψος 

ys  από τη βάση του είναι

   ( )2 yg h sυ = −    (3)

Η γενική σχέση που δίνει την απόσταση sx max του σημείου στο οποίο 
η φλέβα του νερού συναντάει το έδαφος είναι

   max

2 y
x

s
s

g
υ=     (4)

Η (4) λόγω της (3) γίνεται ( )max 4x y ys s h s= −  

ή  2
max4 4 0y y xs hs s− + =

Θέτουμε h m=1  και s mxmax ,= 0 8  

οπότε  24 4 0,64 0y ys s− + =

Λύνουμε το τριώνυμο ως προς ys  και βρίσκουμε

1 0,8ys m=  (η αρχική τρύπα)

  2 0,2ys m=  (η θέση της δεύτερης τρύπας που δίνει το ίδιο βεληνε-

κές με την πρώτη)

δ) Το ερώτημα είναι πανομοιότυπο με το ερώτημα της άσκησης 3.30 

στην οποία καταλήξαμε ότι όταν η τρύπα βρίσκεται σε ύψος h m
2

0 5= ,  

από τη βάση του κυλίνδρου έχουμε τη μέγιστη απόσταση maxxs  του 
σημείου στο οποίο η φλέβα του νερού συναντάει το έδαφος.
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4   ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Κινηματική της περιστροφής

4.1	 (δ)

4.2	 Η	γωνιακή	ταχύτητα	ω	είναι	σταθερή	οπότε	α ω
γων = =

d
dt

0.

4.3	 (γ).

4.4	 (β),		 (γ).

4.5	 Ναι.

4.6	 Όχι.	Αν	υπάρχει	ένα	σημείο	του	στερεού	(έστω	Α)	το	οποίο	έχει	πάντα	
την	ίδια	ταχύτητα	με	το	κέντρο	μάζας	(έστω	Ο)	τότε	το	ευθύγραμμο	
τμήμα	ΟΑ	μετακινείται	παράλληλα	με	τον	εαυτό	του	οπότε	το	σώμα	
κάνει	μεταφορική	κίνηση.

Ροπή - ισορροπία στερεού

4.7	 	............την	απόσταση	της	δύναμης	από	το	σημείο............τη	δύναμη	
και	το	σημείο............τον	κανόνα	του	δεξιού	χεριού.

4.8	 Με	μικρή	σχετικά	δύναμη	επιτυγχάνεται	μεγάλη	ροπή	που	είναι	απα-
ραίτητη	για	να	στραφεί	το	τιμόνι	ενός	μεγάλου	οχήματος.

4.9 5 2 3 4 1 0τ τ τ τ τ> > > = =
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4.10 2 1F F<

4.11 (δ).

Ροπή αδράνειας

4.12 (δ).

4.13 Ο τροχός του ποδηλάτου, γιατί έχει πολύ μικρότερη ροπή αδράνειας.

4.14 Και οι τρεις μάζες έχουν ροπή αδράνειας 32×10-3 kgm2.

4.15 Σύμφωνα με το θεώρημα Steiner, αν Icm η ροπή αδράνειας ενός σώ-
ματος μάζας Μ, ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας, 
η ροπή αδράνειάς του ως προς ένα άξονα που είναι παράλληλος και 
απέχει απόσταση d από τον πρώτο είναι ίση με το άθροισμα της ροπής 
αδράνειας ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του 
σώματος και του γινομένου της μάζας του σώματος επί το τετράγωνο 

της απόστασης d ( )2
p cmI I Md= + .

4.16 2 3 4 1I I I I< < <

Θεμελιώδης νόμος της περιστροφής

4.17 (δ).

4.18 Από την αριστερή πλευρά, όπως βλέπουμε το σχήμα, ώστε η πόρτα 
να έχει τη μικρότερη δυνατή ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα της 
περιστροφής της οπότε θα απαιτείται η μικρότερη δυνατή ροπή για να 
ανοιγοκλείνει.
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4.19 (α), (δ).
4.20 α) η τριβή

β) η τριβή
γ) η συνιστώσα mgηµθ  του βάρους και η τριβή.

Στροφορμή - διατήρησης της στροφορμής

4.21 Προς τη Δύση.

4.22 Θα έχουν την ίδια στροφορμή.

4.23 (δ).

4.24 (γ).

4.25 Θα είχαμε αύξηση της ροπής αδράνειας της Γης ως προς τον άξονα 
της περιστροφής της οπότε, αφού η στροφορμή της διατηρείται, θα 
μειωνόταν η γωνιακή της ταχύτητα και κατά συνέπεια η συχνότητα 
περιστροφής της.

4.26 Το παιδί θα αρχίσει να στρέφεται με φορά αντίθετη αυτής του τροχού 
ώστε να μη μεταβληθεί η στροφορμή του συστήματος παιδί-τροχός.
Στην περίπτωση που στρέφεται ο τροχός απαιτείται πρόσθετη δύναμη 
ώστε η ροπή της να μεταβάλει τη στροφορμή του τροχού.

4.27 (ε).

Έργο και ενέργεια κατά την περιστροφή

4.28 1) Το ίδιο
2) Ο κύβος έχει μεγαλύτερη ταχύτητα.

4.29 (γ).
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4.30 

Δυναμική
ενέργεια

Κινητική ενέργεια
από τη

μεταφορική κίνηση

Κινητική ενέργεια
από την

περιστροφική
κίνηση

Α 120 J 0 0

Β 60 J 40 J 20 J
Γ 0 80 J 40 J

4.31 
Σύμβολο Όνομα Μέγεθος Μονάδα στο SI

ω Γωνιακή 
ταχύτητα διανυσματικό rad/s

αγων
Γωνιακή 

επιτάχυνση διανυσματικό rad/s2

τ Ροπή 
δύναμης διανυσματικό Ν m

Ι
Ροπή

αδράνειας
μονόμετρο kg m2

L Στροφορμή διανυσματικό kg m2/s

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Κινηματική του στερεού

4.32 α
ω

γων = =
∆
∆t

rad s0 25 2, / 

0 tγωνω ω α= +

οπότε 

t s=
−

=
ω ω
αγων

0 72 
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4.33 ω
υ

= =
r

rad s50 /

4.34   cma rγωνα=

οπότε	 αγων = =
a
r

rad scm 5 2 /

4.35 α)	Κάθε	σημείο	της	περιφέρειας	του	δίσκου	περιστρέφεται	με	γραμμική	
ταχύτητα	ίση	με	την	ταχύτητα	του	κέντρου	του	τροχού	 ( )cmυ .	Όλα	τα	
σημεία	του	τροχού	κινούνται	επιπλέον	μεταφορικά	με	την	ταχύτητα	 cmυ .
Για	το	ανώτερο	σημείο	του	τροχού,	από	την	επαλληλία	της	μεταφο-
ρικής	και	της	περιστροφικής	κίνησης,	προκύπτει	υ υ= =2 10cm m s / .

β)						ω = 2πf 									οπότε											 2f π
ω

= 		 (1)

cm rυ ω=  									οπότε          cm

r
υ

ω =

αντικαθιστούμε	το	ω	στην	(1)	και	βρίσκουμε	τελικά	

f
r

Hzcm= =
υ
π2

9 9,  

4.36 0 cma tυ υ= − 							οπότε	για	υ	=	0							 0
1

cm

t
a
υ

=

2
0 1 1

1
2 cmx t a tυ= − 									και																	

2
0

2 cm

x
a
υ

=

οπότε	 	
2
0

2cma
x

υ
= 	 	 (2)

Αλλά	 	 cma
Rγωνα = .

Από	την	(2)	προκύπτει      α
υ

γων = =0
2

2

2
8

xR
rad s /
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Ροπή δύναμης

4.37 Η μέγιστη ροπή έχει μέτρο  τ max ,= = × =Fl N m Nm200 0 2 40  και επι-
τυγχάνεται όταν η δύναμη βρίσκεται στο επίπεδο περιστροφής του 
κλειδιού και είναι κάθετη στο κλειδί, στο άκρο του.

4.38 Η συνολική ροπή έχει μέτρο τολ = − =F R F R Nm2 1 5 , διεύθυνση κά-
θετη στο επίπεδο του βιβλίου και σύμφωνα με τον κανόνα του δεξιού 
χεριού φορά από το βιβλίο προς τον αναγνώστη.

4.39 1 1xF Fσυνϕ=

1 1yF Fηµϕ=

Στ = − − =F x F x F x Nmy1 2 32 16 

Ισορροπία στερεού σώματος

4.40 Για να ισορροπεί το βαρούλκο πρέπει 
η συνισταμένη των ροπών ως προς τον 
άξονα περιστροφής του να είναι μηδέν

0τΣ =

δηλαδή 1 1 2 2 0F R F R− =

οπότε F F R
R

N2
1 1

2

60= =  

4.41 Η ράβδος ισορροπεί όταν
             0FΣ =

και 0τΣ =  ως προς οποιοδήποτε σημείο 
Από τη συνθήκη
         0τΣ = , ως προς το Ο, έχουμε 

                1 2 ( ) 0w x w l x− − =

οπότε x w l
w w

m=
+

=2

1 2

1 2,
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4.42 Στη δοκό ασκούνται οι δυνάμεις w1 
(το βάρος της), w2 (δύναμη που ασκεί 
ο ελαιοχρωματιστής - ίση με το βά-
ρος του) και οι F1 και F2 (από τα υπο-
στηρίγματα).
Όταν η απόσταση x είναι η μέγιστη 
δυνατή η F2 = 0.
Στην οριακή αυτή περίπτωση η συν-
θήκη 0τΣ = , ως προς το σημείο Β, 
δίνει

    1 2 0w w xΟΒ− =    (1)

Αν η δοκός είναι ομογενής σταθερής διατομής το κέντρο βάρους της 
Ο βρίσκεται στο μέσον της, οπότε

ΟΒ ΒΓ= − =
l m
2

1 

Από την (1) προκύπτει x w
w

m= =1

2

0 21ΟΒ ,  

Η απόσταση του Δ από το άκρο Γ είναι
Γ∆ ΒΓ= − = =x m cm0 79 79,    
Ο ελαιοχρωματιστής μπορεί να στέκεται σε απόσταση μεγαλύτερη ή 
το πολύ ίση με 79 cm από το άκρο Γ της δοκού.
Λόγω της συμμετρίας του σχήματος η δοκός θα ισορροπεί και αν ο 
ελαιοχρωματιστής στέκεται σε απόσταση μεγαλύτερη ή το πολύ ίση 
με 79 cm από το άλλο άκρο Ε της δοκού.

4.43 Για να ισορροπεί η ράβδος πρέ-
πει 0Σ =F  και 0Σ =τ  
Από 0Σ =F   έχουμε

        0xFΣ =

και 0yFΣ =

ή 30xF T οσυν=          (1)

και 1 2 30yF w w T οηµ= + −     (2) 

Από 0Σ =τ  (ως προς Α) έχουμε
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2 130 0
2
lT l w l wοηµ − − =  οπότε  

T
w w

w w N=
+

= + =
2

1

2 1
2

30
2 180

ηµ ο  

Από την (1) έχουμε F T Nx = =συν ο30 90 3  και

από τη (2) F w w T Ny = + − =1 2 30 50ηµ ο  .

Επομένως

F F F Nx y= + =2 2 163 7,   και 0,32y

x

F
F

εϕθ = =

Ροπή αδράνειας και θεμελιώδης νόμος της στροφικής κίνησης

4.44 Από το θεώρημα Steiner βρίσκουμε τη ροπή αδράνειας ενός πτερυγί-
ου ως προς άξονα κάθετο στο πτερύγιο που περνάει από το άκρο του.

I I M L ML ML kgmcm= + 





 = + =

2
1

12
1
4

1200
2

2 2 2 

 Η συνολική ροπή αδράνειας των τεσσάρων πτερυγίων ως προς τον 
άξονα περιστροφής τους είναι

I I kgmολ = =4 4800 2 

4.45 α) Η ροπή που ασκείται στον τροχό έχει σταθερό μέτρο, επομένως η 

γωνιακή επιτάχυνση γωνα  είναι σταθερή. Η γωνιακή ταχύτητα του 

τροχού δίνεται από τη σχέση 0 tγωνω ω α= − , από την οποία βρίσκου-
με 

α
ω

γων = =0 220
t

rad s /  (ο τροχός θα σταματήσει όταν ω = 0)

β) Από I γωντ α=             δηλαδή            FR I γωνα=  

έχουμε     F
I

R

MR

R
N= = =

α α
γων

γων
1
2 10

2
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4.46	 Εφόσον	η	ράβδος	είναι	ομογενής	και	
σταθερής	 διατομής	 το	 κέντρο	 βά-
ρους	της	βρίσκεται	στο	μέσον	της.
Από	το	θεμελιώδη	νόμο	της	στροφι-
κής	κίνησης	για	τη	ράβδο	και	για	τη	στιγμή	που	αφήνεται	ελεύθερη	
από	την	οριζόντια	θέση	έχουμε	 I γωντ α=  (1)
όπου	τ	η	ροπή	του	βάρους	ως	προς	τον	άξονα	περιστροφής	της	ρά-
βδου	και	I	η	ροπή	αδράνειας	της	ράβδου	ως	προς	τον	ίδιο	άξονα.

Η	(1)	δίνει		 α
τ

γων = = = =
I

w L

ML

Mg
ML

rad s2
1
3

3
2

15
2

2 / .

Στροφορμή - αρχή διατήρησης της στροφορμής

4.47	 Η	στροφορμή	του	συστήματος	των	σφαι-
ρών	ως	προς	τον	άξονα	zʹζ	είναι	το	διανυ-
σματικό	άθροισμα	των	στροφορμών	των	
σφαιρών	ως	προς	τον	ίδιο	άξονα.

L = L1 + L2 
Οι	 στροφορμές	 των	 σφαιρών	 είναι	
ομόρροπες	 οπότε	 για	 το	 μέτρο	 της	 L 
μπορούμε	να	γράψουμε

L L L m l m l m l kg m s= + = + ( ) = =1 2
2 2 2 22 5 5 12     ω ω ω , /  

με	κατεύθυνση	αυτή	των	L1	και	L2.

4.48	 Χωρίζουμε	τη	μάζα	του	τροχού	σε	στοιχειώδεις	μάζες	 im η	κάθε	μία	
από	τις	οποίες	απέχει	από	τον	άξονα	περιστροφής	απόσταση	R.
Η	στροφορμή	του	τροχού	ως	προς	τον	άξονα	περιστροφής	του	είναι	

L m r R m M R kgm si i i= = = =Σ Σω ω ω2 2 2 23 2, / .

4.49	 Όταν	η	λάσπη	κολλήσει	στο	δίσκο	αλλάζει	η	ροπή	αδράνειάς	του	ως	
προς	τον	άξονα	περιστροφής	του	και	επειδή	η	στροφορμή	διατηρεί-
ται	μεταβάλλεται	η	γωνιακή	του	ταχύτητα	άρα	και	η	συχνότητα	περι-
στροφής	του.
   L L′= 	 	 ή	 	 I Iω ω′ ′=
όμως	 	 2I I mr′ = +
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όπου  m: η μάζα του κομματιού της λάσπης
και     r : η απόσταση από τον άξονα περιστροφής στην οποία κολλάει 
η λάσπη.

Τελικά I2πf = (I + mr2)2πf ́

ή
           

′ =
+

=
+

=f f I
I mr

f
MR

MR mr
Hz2

2

2 2

1
2

1
2

1 9,  

Κινητική ενέργεια - έργο

4.50 Η ράβδος λόγω της περιστροφής της, έχει κινητική ενέργεια
21

2
K Iω=

Από το θεώρημα του Steiner βρίσκουμε τη ροπή αδράνειας της ρά-
βδου ως προς τον άξονα περιστροφής της

2 2
2 21 1

2 12 4 3cm
L MLI I M ML ML = + = + = 

 

οπότε K ML J= =
1
2 3

8
2

2ω  .

4.51 Ο δίσκος έχει κινητική ενέργεια και λόγω της περιστροφικής και λόγω 
της μεταφορικής του κίνησης.

2 21 1
2 2

K I Mω υ= +

όμως 
R
υω =  και 21

2
I MR=

οπότε K MR
R

M M J= 





 + = =

1
2

1
2

1
2

3
4

1502
2

2 2υ
υ υ  

4.52 Η ισχύς που αποδίδει ο κινητήρας δίνεται από τη σχέση

P = τω = τ2πf = 400π W

4.53 Από το θεώρημα έργου - ενέργειας για τη στροφική κίνηση έχουμε
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W I I MR f J= − = − ( ) = −
1
2

1
2

0 1
2

1
2

2 4002
2

1
2 2 2ω ω π  (2πf )2 = −400 J

Άρα, για να σταματήσουμε το δίσκο πρέπει να προσφέρουμε 400 J.

Η μέση ισχύς δίνεται από τη σχέση P W
t

W= = 80 .

4.54 α) Το έργο της F για μια πλήρη πε-
ριστροφή της ράβδου είναι 

2 40  FW FL Jτθ π π= = =  
β) Όταν η ράβδος ολοκληρώσει μια 
πλήρη περιστροφή θα αποκτήσει 
γωνιακή ταχύτητα ω και κινητική 
ενέργεια 21

2
K Iω= , η οποία σύμφωνα με το θεώρημα έργου - ενέρ-

γειας για τη ράβδο ισούται με το έργο της δύναμης στη διάρκεια της 
περιστροφής.

Είναι επομένως 21
2 FI Wω =

οπότε ω = = =
2 2

1
3

7 9
2

W
I

W

ML
rad sF F , / 

γ) Η στιγμιαία ισχύς της δύναμης μπορεί να βρεθεί με μια από τις 
ισοδύναμες σχέσεις P Fυ=  ή P τω=  
Με τον ένα ή τον άλλο τρόπο τελικά βρίσκουμε
          P FL W= =ω 158 

4.55 Η μηχανική ενέργεια του συστήματος 
διατηρείται. Επιλέγουμε ως επίπεδο 
μηδενικής δυναμικής ενέργειας το 
επίπεδο του εδάφους.
Όταν η ράβδος είναι κατακόρυφη η 

δυναμική της ενέργεια είναι 
2
lmg .

Όταν η ράβδος γίνει οριζόντια όλη η 
δυναμική ενέργεια θα έχει μετατραπεί 
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σε κινητική 21
2

I ω′  όπου I ′  η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς 

άξονα που περνάει από το Α και είναι κάθετος στο επίπεδο περιστρο-

φής της ράβδου.

Ισχύει λοιπόν  21
2 2
lmg I ω′=

Από το θεώρημα του Steiner βρίσκουμε 
2 2 2 2

2 12 4 3
l ml ml mlI I m ′ = + = + = 

 

Επομένως  
2

21
2 2 3
l mlmg ω=

και  3g
l

ω =

Τελικά  υ ω= = =l gl m s3 3 /

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

4.56 Για να ισορροπεί η δοκός πρέπει
0Σ =F    και 0Σ =τ

Από 0Σ =F    έχουμε

  0xFΣ =    

και 0yFΣ =    

ή  xF T=   (1)

και  yF w=   (2)

Από  0Σ =τ    (ως προς Α) έχουμε

0
2
lTl wσυνϕ ηµϕ− =    ή  T w N= =

εϕϕ
2

50 3  

Από τις (1) και (2) βρίσκουμε F Nx = 50 3  και F Ny =100 
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Επομένως η F έχει μέτρο F F F Nx y= + =2 2 50 7  και σχηματίζει με 

την κάθετη στον τοίχο γωνία θ για την οποία εϕθ =
2 3

3
4.57 Για να υπερπηδηθεί το εμπόδιο πρέ-

πει, στην αρχική θέση, η ροπή της F 
να είναι μεγαλύτερη από τη ροπή του 
βάρους ως προς το ίδιο σημείο. Η 
αντίδραση του δαπέδου Α μηδενίζεται 
αφού ο τροχός χάνει επαφή με το δάπε-
δο.
Αν στην αρχική θέση η ροπή της F 
ως προς το σημείο Γ είναι μεγαλύτε-
ρη από τη ροπή του βάρους αυτό θα 
ισχύει και σε κάθε άλλη θέση γιατί καθώς ο τροχός ανεβαίνει η από-
σταση y της F από το Γ μεγαλώνει ενώ η απόσταση x του w από το 
Γ μικραίνει.
Πρέπει λοιπόν στην αρχική θέση Fy wx>   

Στην αρχική θέση y R h= −

και  ( ) ( )22 2 2 2x R y R R h h R h= − = − − = −

οπότε  ( )F R h− > ( )2w h R h−

και  F >
( )2h R h

w
R h

−

−
.

4.58 Στη σκάλα ασκούνται α) το βάρος 
της w β) η δύναμη F από τον τοίχο 
που επειδή ο τοίχος είναι λείος είναι 
κάθετη σ’ αυτόν γ) η δύναμη Fʹ από 
το δάπεδο η οποία αναλύεται στις n 
(κάθετη στο δάπεδο) και Fs (στατική 
τριβή).
Εάν η σκάλα ισορροπεί τότε
  0Σ =F  άρα και 0yFΣ =

οπότε   w n=    (1)
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επίσης πρέπει 0τΣ =  (ως προς το Α) 
οπότε για φ = 30°

30 30 30 0
2 s
lnl w F lο ο οσυν συν ηµ− − =

ή αν λάβουμε υπόψη την (1) και θέσουμε για τη στατική τριβή την 
οριακή της τιμή  s s sF n wµ µ= =

3 3 1 0
2 2 2 2s

lwl w wlµ− − =          και τελικά          3
2sµ =

4.59 Θεωρούμε ότι η κάθετη δύναμη που ασκούν τα φρένα στον τροχό 
είναι σταθερή, κατά συνέπεια η επιβραδύνουσα δύναμη (τριβή ολί-
σθησης) είναι σταθερή. Για τη γωνιακή ταχύτητα του τροχού ισχύει: 

0 tγωνω ω α= −

Για  0ω =  ( 1t t= )  και 0 02 fω π=

  0 10 2 f tγωνπ α= −

προκύπτει  0

1

2 f
tγων
π

α =   (1)

Για τη ροπή της τριβής ισχύει I γωντ α=  (2)

όμως  2 2
iI m R mR= Σ =   (3)

Από τις (1), (2), (3) βρίσκουμε

  

2 0

1

2 fmR
t
π

τ =    (4)

Η ροπή της τριβής (ως προς τον άξονα περιστροφής του τροχού)

είναι k kR nRτ µ= ℑ =   (5)

Από τις (4), (5) προκύπτει

2 0

1

2
k

fnR mR
t
π

µ =          και         n
mR f

Rt
N

k

= =
2

0

1

2 1π
µ
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4.60 Από τη διατήρηση της στροφορμής του 
συστήματος για τις δύο διαφορετικές 
θέσεις των δακτυλίων έχουμε 

1 2L L=          ή         1 1 2 2I Iω ω=

ή 1 1 2 22 2I f I fπ π=  και 1
2 1

2

If f
I

=

2 2 2
1

12 2
12

I I mr ML mr= + = +

2 2
2

2
12

2 12 2
L mLI I m ML = + = + 

 

και τελικά   f
ML mr

ML mL
f Hz2

2 2

2
2 1

1
12

2

1
12 2

5 8=
+

+
= ,  

4.61 Θεωρούμε το οριζόντιο επίπεδο 
που περνάει από το κέντρο της 
σφαίρας όταν αυτή βρίσκεται 
στην αρχική της θέση ως επίπεδο 
μηδενικής δυναμικής ενέργειας 
(λόγω βαρύτητας).
Από τη διατήρηση της μηχανικής 
ενέργειας για τη σφαίρα έχουμε:

  
2 21 1

2 2
I m mghω υ+ =

ή  
2

2 21 2 1
2 5 2

mR m mgh
R
υ υ  + = 

 

και  
27

10
h

g
υ

=

Για το διάστημα που διανύει η σφαίρα στο πλάγιο επίπεδο, μέχρι να 
σταματήσει, ισχύει
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30οηµ
ΑΓ

ΟΑ =            όμως           hΑΓ ≈  1

οπότε ΟΑ = = =
h

g
m

ηµ
υ

ο30
14
10

3 5
2

,  

4.62 x cmF maΣ =  δηλαδή x cmw ma− ℑ =  ή
 30 cmmg maοηµ − ℑ =  (1)

I γωντ αΣ =  δηλαδή 22
5

R mR γωναℑ =  ή

2
5

mR γωναℑ =

Αλλά είναι cmR aγωνα =  δηλαδή 2
5 cmmaℑ=  (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει 

2 730
5 5cm cm cmmg ma ma maοηµ = + =  και τελικά

a g m scm = =
5
7

30 25
7

2 ηµ ο /

4.63 Τα σώματα Σ1 και Σ2 κινούνται με επιτάχυνση a, 
ενώ η τροχαλία στρέφεται με γωνιακή επιτάχυνση 
α για την οποία ισχύει  α ⋅ =R a  (1)
Από το θεμελιώδη νόμο της μηχανικής για τα σώ-
ματα Σ1, Σ2 και το θεμελιώδη νόμο της στροφικής 
κίνησης για την τροχαλία παίρνουμε αντίστοιχα 

1 1 1w T m a− =  (2)

2 2 2T w m a− =  (3)

1  Στην πραγματικότητα ( )1 30h R οσυνΑΓ = + − . Για μια σφαίρα μικρών δια-
στάσεων ΑΓ ≈  h .
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και  ( ) 2
1 2

1
2

T T R I mRγων γωνα α− = =

ή  1 2
1
2

aT T mR
R

− =

ή  1 2
1
2

T T ma− =      (4)

Προσθέτουμε κατά μέλη τις (2), (3) και (4) και παίρνουμε

1 2 1 2 2
mw w m m a − = + + 

 
 

ή a m m

m m m g m s=
−

+ +
=1 2

1 2

2

2

4 /

4.64 Εφόσον το σφαιρίδιο παραμένει στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο και δεν 
υπάρχουν τριβές το έργο που προσφέρουμε για να μετακινήσουμε το 
άκρο του σκοινιού προς τα κάτω είναι ίσο με τη μεταβολή της κινητι-
κής ενέργειας του σφαιριδίου.

   
2 2
2 1

1 1
2 2

W m mυ υ= −

όμως   1 1 1Rυ ω=   και  2 2 2Rυ ω=

οπότε   2 2 2 2
2 2 1 1

1 1
2 2

W m R m Rω ω= −
   

(1)

Η δύναμη που ασκείται στο σφαιρίδιο από το νήμα έχει μηδενική 
ροπή ως προς το κέντρο περιστροφής οπότε η στροφορμή του σφαιρι-
δίου διατηρείται σταθερή, δηλαδή 

   1 1 2 2I Iω ω=

ή   2 2
1 1 2 2mR mRω ω=

και   2
1

2 1 2
2

R
R

ω ω=

Αντικαθιστούμε στην (1) και βρίσκουμε

   
W m R R

R
J= −









 =

1
2

1 43 21
2

1
2 1

2

2
2ω ,  
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4.65 ΔL = L2 – L1

ή ΔL = L2 + (– L1)

οπότε 2 2
1 2L L L∆ = +  

όμως 1 2L L Iω= =  

οπότε 2L Iω∆ =

ή ∆L kg m s= 4 5 2 2, /  

4.66 Σύμφωνα με το θεώρημα έργου - ενέργειας για τη στροφική κίνηση

2 21 1
2 2τελ αρχτ θ ω ω⋅ = Ι − Ι  δηλαδή

2 21 18
2 2

FR mRπ ω⋅ =  και τελικά

m F
R

kg= =
×

×
=−

32 32 20
20 10 64

502 2 2
π
ω

π π
π

4.67 Για να μην ολισθαίνει ο τροχός η τριβή 
πρέπει να είναι στατική οπότε

s Nµℑ≤ ή smgµ συνϕℑ≤

και s mg
µ

συνϕ
ℑ

≥
   

(1)
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Για τη στροφική κίνηση του τροχού ισχύει

I γωντ αΣ =  ή 21
2

R mR γωναℑ =  ή 
2

mR γωνα
ℑ =    (2)

Αντικαθιστούμε στην (1) και προκύπτει 
2s

R
g

γωνα
µ

συνϕ
≥   (3)

Επίσης εάν ο τροχός δεν ολισθαίνει μεταξύ της γραμμικής και της 
γωνιακής του επιτάχυνσης ισχύει η σχέση

   =cma Rγωνα ή = cma
Rγωνα   (4)

Αντικαθιστούμε στην (3) και προκύπτει 
2

cm
s

a
g

µ
συνϕ

≥   (5)

Για τη μεταφορική κίνηση του τροχού ισχύει

   x cmF maΣ =  ή cmmg maηµϕ − ℑ =  (6)

Η (6) λόγω της (2) γίνεται 
2 cm

mR
mg maγωνα

ηµϕ − =

και λαμβάνοντας υπόψη την (4) 
2

cm
cm

mamg maηµϕ − =

οπότε 2
3cm

ga ηµϕ
=

Αντικαθιστούμε στην (5) και βρίσκουμε τελικά 

3s
εϕϕµ ≥
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4.68 α)  cmF maΣ =  οπότε

  cmw T ma− =  

ή  cmmg T ma− =  

και  cm
mg Ta

m
−

=
  

(1)

I γωντ αΣ =  (ως προς τον 

  άξονα του κυλίνδρου)

ή  21
2

TR mR γωνα=
 
(2)

όμως cma
Rγωνα =    (3)

Η (2) λόγω της (3) και της (1) γί-
νεται

21
2 2

mg T mg TTR mR R
mR
− −

= =

και 
3

mgT =

3
L mgRTR
t

τ∆
= Σ = =

∆
  ή  3 2 26 10 /L kgm s

t
−∆

= ×
∆

β) Ορίζουμε το οριζόντιο επίπεδο πάνω στο οποίο βρίσκεται ο άξονας 
του κυλίνδρου στην κατώτερη θέση ως επίπεδο μηδενικής δυναμικής 
ενέργειας λόγω βαρύτητας.
Από τη διατήρηση της μηχανικής ενέργειας για τον κύλινδρο έχουμε

   
2 21 1

2 2cmmgh m Iυ ω= +

όμως  cm

R
υ

ω =                και               21
2

I mR=

οπότε   
2

2 2 2
2

1 1 1 3
2 2 2 4

cm
cm cmmgh m mR m

R
υ

υ υ= + =

και τελικά 2 2 /
3cm
gh m sυ = = .
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4.69 Για να κάνει ανακύκλωση, η σφαίρα 
πρέπει στο ανώτερο σημείο Α της κυ-
κλικής τροχιάς της να βρίσκεται σε 
επαφή με τον οδηγό. 
Για την αντίδραση n που δέχεται η 
σφαίρα από τον οδηγό ισχύει 

0n ≥
Η συνισταμένη των δυνάμεων που δέχεται η σφαίρα στη θέση Α είναι 
ίση με την κεντρομόλο δύναμη

2
Amw n

R
υ

+ =

Θέτουμε w mg=  και οριακά 0n =

οπότε 
2

minAmmg
R
υ

=  και minA gRυ =

Ορίζουμε το οριζόντιο επίπεδο πάνω που περνάει από την κατώτερη 
θέση του οδηγού ως επίπεδο μηδενικής δυναμικής ενέργειας λόγω βα-
ρύτητας.

Από τη διατήρηση της μηχανικής ενέργειας για τη σφαίρα έχουμε  

   2 21 12
2 2

= + +Amgh mg R I m Αω υ

Θέτουμε 22
5

I mr= , A
A r

υω = , minA A gRυ υ= =  και λύνουμε ως 

προς h που θα είναι στην προκειμένη περίπτωση το hmin.

   
2

min 2

1 2 12
2 5 2

gRmgh mg R mr mgR
r

= + +  

και τελικά  h R R R R cmmin = + + = =2
5 2

27
10

54 .
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4.70 Εάν η σανίδα κάνει απλή αρμονι-
κή ταλάντωση θα ισχύουν 

xF DxΣ = −

0yFΣ =

0τΣ =  (ως προς οποιοδήποτε ση-
μείο)

Για μια τυχαία θέση στην οποία η 
σανίδα είναι μετατοπισμένη κατά 
x σε σχέση με την αρχική της θέση 
θα έχουμε

1 2 1 2xF n nκ κµ µΣ = ℑ −ℑ = −       (1) 

1 2 0yF n n wΣ = + − =  ή

1 2n w n= −               (2)

Η συνισταμένη των ροπών ως προς το μέσον της σανίδας είναι

2 1 0
2 2
d dn x n x   − − + =   

   
 και λόγω της (2)

( )2 2 0
2 2
d dn x w n x   − − − + =   

   

Λύνουμε ως προς n2 και βρίσκουμε 2
2
dw x

n
d

 + 
 =

  
(3)

Αντικαθιστούμε στην (2) και βρίσκουμε

( )1 2
wdn w
d x

= −
−

         ή         1
2
dw x

n
d

 − 
 =

    
(4)

Η (1) λόγω των (3) και (4) γίνεται

22 2
x

d dw x w x
wF x

d d d
κ

κ κ
µµ µ

   − +   
   Σ = − = −
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2
x

mgF x
d
κµΣ = −          της μορφής         xF DxΣ = −

όπου 2 mgD
d
κµ=

Η περίοδος της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση 2 mT
D

π=

οπότε τελικά 2
2

dT
gκ

π
µ

=

4.71 Η στροφορμή του συστήματος διατηρείται σταθερή οπότε

0 = +L Lτρενου τροχου 

        ή        0 = −L Lτρενου τροχου 

και L Lτρενου τροχου 

=         ή        τρενου τρενου τροχουω ωI I=
  

Άρα ω ωτροχου
τρενου

τρενου





=
I

I

I mRτρενου

= 2         και        ω
υ

τρενου

=
R

όπου υ το μέτρο της ταχύτητας του τρένου ως προς το έδαφος

οπότε ω υ
υτροχου = = =

mR
I R

mR
I

rad s
2

1 75, / .
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5     ΚΡΟΥΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΚΙΝΗΣΕΙΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Κρούσεις

5.1 α) Η ορμή συστήματος σωμάτων είναι το 
διανυσματικό άθροισμα των ορμών των 
σωμάτων που απαρτίζουν το σύστημα. Η 
κινητική ενέργεια συστήματος σωμάτων εί-
ναι το αλγεβρικό άθροισμα των κινητικών 
ενεργειών τους. Είναι δυνατόν το διανυσματικό άθροισμα των ορμών 
να είναι μηδέν και το αλγεβρικό άθροισμα των κινητικών ενεργειών 
διάφορο του μηδενός. Για παράδειγμα στο σύστημα του σχήματος

 pολ = p1 + p2 = 0 και 2 2
1 2

1 1 0
2 2

K K K m mυ υ= + = + ≠

β) Για να έχει ένα σώμα κινητική ενέργεια πρέπει να κινείται ( 0υ ≠ ) 
και κατά συνέπεια να έχει ορμή.

5.2 ...................6...................9...................3...................3................... 

5.3 (γ)

5.4 (α)

5.5 (γ)

5.6 Όχι. Αν η κρούση ήταν ελαστική, οι σφαίρες εφόσον έχουν ίσες μάζες, 
θα έπρεπε να ανταλλάξουν ταχύτητες. Όμως 1 2υ υ′ ≠ .

5.7 (δ)

5.8 (α),  (β),  (δ).

5.9 (δ)
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Συστήματα αναφοράς

5.10	 Για	τον	επιβάτη	του	τρένου	το	αντικείμενο	κάνει	κατακόρυφη	βολή	
προς	τα	πάνω	με	αρχική	ταχύτητα	υ0.	Για	τον	παρατηρητή	του	σταθ-
μού	το	αντικείμενο	κάνει	πλάγια	βολή	με	αρχική	ταχύτητα	υ	η	οποία	
έχει	οριζόντια	συνιστώσα	την	ταχύτητα	του	τρένου	και	κατακόρυφη	
συνιστώσα	την	υ0.

5.11	 (α)

5.12	 (δ)

5.13	 Η	ταχύτητα	του	επιβάτη	ως	προς	το	έδαφος	θα	είναι	υυΕΕ == υυ+ u,	με	

μέτρο	 E uυ υ= − .

5.14	 Το	 πλοίο	Β	 κινείται	ως	 προς	 την	 ακτή	 με	 ταχύτητα	 ΒΒ =υ +u υ,	 με	

μέτρο	 2 2
B uυ υ= + .

5.15	 (γ),		 (δ),		 (στ).

5.16	 Η	ορμή	ενός	συστήματος	σωμάτων	διατηρείται	όταν	η	συνισταμένη	
των	εξωτερικών	δυνάμεων	που	δρουν	στο	σύστημα	είναι	μηδέν.	Αν	η	
συνισταμένη	κάποιων	δυνάμεων	είναι	μηδέν	ως	προς	ένα	αδρανειακό	
σύστημα	θα	είναι	μηδέν	και	ως	προς	οποιοδήποτε	άλλο	αδρανειακό	
σύστημα.	Άρα	αν	η	ορμή	ενός	συστήματος	σωμάτων	διατηρείται	ως	
προς	ένα	αδρανειακό	σύστημα	θα	διατηρείται	και	ως	προς	κάθε	άλλο	
αδρανειακό	σύστημα.

5.17	 Όχι.	Αν	η	συνισταμένη	των	εξωτερικών	δυνάμεων	που	δρουν	στο	σύ-
στημα	των	σωμάτων	είναι	διάφορη	του	μηδενός	τότε	το	σύστημα	ανα-
φοράς	του	κέντρου	μάζας	δεν	είναι	αδρανειακό.

5.18	 (β),		 (γ).
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Φαινόμενο Doppler

5.19 (γ)

5.20 α) Π>Af f  β) Af fΠ<  γ) Af fΠ<  

 δ) Af fΠ=  ε) Af fΠ>  στ) Af fΠ>

5.21 α) μεγαλύτερη β) ίδιες  
γ) μεγαλύτερη συχνότητα έχει ο ανακλώμενος ήχος

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Κρούσεις

5.22 α) Από τη διατήρησης της ορμής για 
το σύστημα βλήμα - σώμα αμέσως 
πριν και αμέσως μετά την κρούση 
έχουμε 

  1 2m M mυ υ υ= +  

οπότε  υ
υ υ

=
−( )

=
m

M
m s1 2 20 / .

β) ∆K M m m J= + − = −
1
2

1
2

1
2

136002
2
2

1
2υ υ υ  

Το αρνητικό πρόσημο δείχνει ότι κατά την κρούση η μηχανική ενέρ-
γεια του συστήματος μειώθηκε.
γ) Από το θεώρημα έργου - ενέργειας για το σώμα μάζας Μ από τη 
θέση (1) έως τη θέση (2), όπου το σώμα σταματά, έχουμε

  
210

2
M Wυ ℑ− =   δηλαδή   21

2
M nsκυ µ− = −

Όμως n Mg=  και επομένως    21
2

M Mgsκυ µ= .

Από τη σχέση αυτή βρίσκουμε    s
g

m= =
υ
µκ

2

2
40 

22-0186.indd   74 8/10/2013   11:01:30 πµ



75

5.23 Εφόσον η κρούση είναι κεντρική και ελαστική ανάμεσα σε ένα κι-
νούμενο και ένα ακίνητο σώμα για τις ταχύτητες των σωμάτων μετά 
την κρούση ισχύουν οι σχέσεις (5.8) και (5.9) (σελίδα 156 σχολικό 
βιβλίο), οπότε

υ υ1
3
3

6′ =
−
+

= −
m m
m m

m s /  το (-) δείχνει ότι η 1υ ′  έχει αντίθετη φορά 

     με την υ .

υ υ2
2

3
6′ =

+
=

m
m m

m s /

5.24 α) Από τη διατήρηση της ορμής του συστήματος των σφαι-
ρών αμέσως πριν και αμέσως μετά την κρούση έχουμε

( )1 1 2 2 1 2m m m mυ υ υ− = +  οπότε υ υ υ
=

−
+

= −
m m
m m

m s1 1 2 2

1 2

0 33, / 

το (-) δείχνει ότι το συσσωμάτωμα κινείται με την ίδια φορά με το 
σώμα μάζας m2.

β) Το ποσοστό κατά το οποίο ελαττώθηκε η μηχανική ενέργεια του 
συστήματος των σφαιρών κατά την κρούση είναι

( )2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 2 2

1 1 1
2 2 2100% 100% 98%1 1

2 2

m m m mK
K m mαρχ

υ υ υ

υ υ

+ − +∆
= =

+

5.25 Εφόσον η κρούση είναι κεντρική και ελαστική και το ένα από τα δύο 
σώματα ήταν αρχικά ακίνητο, η ταχύτητα της πρώτης σφαίρας μετά 

την κρούση θα είναι  1 2
1 1

1 2

m m
m m

υ υ−′ =
+

Στην πρώτη περίπτωση  1 1 2
1

1 23
m m
m m

υ υ−
=

+

οπότε    m m kg2
1

2
0 5= = ,  

Στη δεύτερη περίπτωση  1 1 2
1

1 23
m m
m m

υ υ−
− =

+

οπότε   m m kg2 12 2= =  
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5.26 

Θεωρούμε ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ1. Αφού η κρούση 
είναι ελαστική θα ισχύουν οι σχέσεις:

1 1 2 2 1 1 2 2m m m mυ υ υ υ′ ′− = − +  (1)

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m m m mυ υ υ υ′ ′+ = +   (2)

η (1) γράφεται και

1 1 1 2 2 2( ) ( )m mυ υ υ υ′ ′+ = +  (3)

ενώ η (2) γράφεται
2 2 2 2

1 1 1 2 2 2( ) ( )m mυ υ υ υ′ ′− = −    (4)

Διαιρούμε τις (4) και (3) κατά μέλη και βρίσκουμε 

1 1 2 2υ υ υ υ′ ′− = −          και         2 1 1 2υ υ υ υ′ ′= − +  (5) 

Αντικαθιστούμε την τιμή του 2υ ′  στην (1) και λύνουμε ως προς 1υ ′  

υ
υ υ υ

1
2 1 2 1 1

1 2

2
8′ =

+( ) −
+

=
m m

m m
m s /

Αντικαθιστούμε στην (5) και βρίσκουμε 

υ2 1′ =  m s/

5.27 Η μέγιστη κινητική ενέργεια που μπορεί να αποκτήσει η σφαίρα μά-
ζας m2 μετά την κρούση είναι το σύνολο της κινητικής ενέργειας του 
συστήματος των δύο σφαιρών πριν την κρούση. Για να συμβεί αυτό 
πρέπει μετά την κρούση η σφαίρα μάζας m1 να ακινητοποιηθεί κάτι 
που συμβαίνει όταν οι σφαίρες έχουν ίσες μάζες.
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5.28 Αν η μάζα του νετρονίου είναι mn τότε 
 ο πυρήνας πρωτίου (1 πρωτόνιο) έχει μάζα περίπου ίση με mn,

ο πυρήνας του δευτερίου (1 πρωτόνιο + 1 νετρόνιο) 2mn
και ο πυρήνας ηλίου (2 πρωτόνια + 2 νετρόνια) 4mn
Σύμφωνα με τη σχέση (5.8) η ταχύτητα του νετρονίου μετά την κρού-
ση, σε κάθε περίπτωση, θα είναι

με το πρώτιο 1 1 0n n

n n

m m
m m

υ υ
−′ = =
+

με το δευτέριο 1
1 1

2
2 3

n n

n n

m m
m m

υυ υ
−′ = = −
+

με το ήλιο 1
1 1

4 3
4 5

n n

n n

m m
m m

υυ υ−′ = = −
+

Αν Κ1 η κινητική ενέργεια του νετρονίου πριν την κρούση το ποσοστό 
της απώλειας κινητικής ενέργειας για το νετρόνιο κατά την κρούση θα 
είναι κατά περίπτωση

με το πρώτιο    
2
1

1

21
1

1 0
2100% 100% 100%1

2

n

n

mK
K m

υ

υ

−∆
= =

με το δευτέριο 

2
2 1
1

1

21
1

1 1
2 2 3100% 100% 88,9%1

2

n n

n

m mK
K m

υυ

υ

 −  ∆  = =

με το ήλιο        

2
2 1
1

1

21
1

31 1
2 2 5100% 100% 64%1

2

n n

n

m mK
K m

υυ

υ

 −  ∆  = =
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5.29 α) Έστω V η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρού-
ση.
Αν pπριν η ορμή του συστήματος αμέσως πριν την κρούση και pμετά η 
ορμή αμέσως μετά την κρούση θα είναι 

pπριν = pμετά

Αναλύουμε το διάνυσμα V σε δύο συνιστώσες τη Vx κατά την διεύ-
θυνση x και την Vy κατά την διεύθυνση y (σχ. 5.7). Όταν δύο διανύ-
σματα είναι ίσα, είναι ίσες και οι συνιστώσες τους, επομένως

pπριν = pμετά  άρα  
� p p
p p
x x

y y

πριν µετα

πριν µετα

=

=





  ή  
( )
( )

1 1 1 2

2 2 1 2

x

y

m m m V

m m m V

υ

υ

= +

= +

Από όπου  1 1

1 2
x

mV
m m

υ
=

+

και   2 2

1 2
y

mV
m m

υ
=

+

Επομένως, η ταχύτητα του συσσωματώματος θα έχει μέτρο

   
V m

m m
m
m m

m s=
+









 +

+








 =1 1

1 2

2

2 2

1 2

2

6υ υ  /

και θα σχηματίζει με την ταχύτητα υ1, γωνία θ για την οποία

   

   

2 2

1 2 2 2

1 1 1 1

1 2

3
4

m
m m m

m m
m m

υ
υεϕθ

υ υ
+

= = =

+

β) Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας κατά την κρούση είναι 

  ∆K m m V m m J= +( ) − +





 = −

1
2

1
2

1
2

1741 2
2

1 1
2

2 2
2υ υ  
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5.30	 Από	την	αρχή	διατήρησης	της	ορμής	για	το	σύστημα	βλήμα	-	πλάκα	
αμέσως	πριν	και	αμέσως	μετά	την	κρούση	έχουμε

1 2m MV mυ υ= + 		 οπότε		 	 V
m

M
m s=

−( )
=

υ υ1 2 4 4, / 

Από	το	θεώρημα	έργου	-	ενέργειας	για	την	πλάκα	από	τη	θέση	(1)	έως	
τη	θέση	(2)

  ( )210 1
2

MV Mgh Mgl συνϕ− = − = − −

οπότε		
2

1 0,516
2
V

gl
συνϕ = − =

Κινήσεις σε αδρανειακά συστήματα

5.31	 Το	ποταμόπλοιο	έχει	ως	προς	την	ξηρά	ταχύτητα

π

π = + u 	(u	η	ταχύτητα	του	ρεύματος	του	ποταμού)
Όταν	το	πλοίο	κινείται	ομόρροπα	με	το	ρεύμα	η	ταχύτητά	του	έχει	μέτρο
υ υπ1 25= + =u km h / ,
ενώ	όταν	κινείται	αντίρροπα	με	το	ρεύμα,
υ υπ2 15= − =u km h /
Ο	συνολικός	χρόνος	για	τη	διαδρομή	ΑΒΑ	είναι

t t t s s hολ
π πυ υ

= + = + =1 2
1 2

2 56,  
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5.32	 Αν	u	 η	 ταχύτητα	με	 την	 οποία	κινείται	ως	
προς	τη	Γη	το	πρώτο	αεροπλάνο	και	υʹ	η	τα-
χύτητα	 του	 δεύτερου	 αεροπλάνου	ως	 προς	
το	πρώτο,	τότε	τα	ραντάρ	στη	Γη	βλέπουν	το	
δεύτερο	αεροπλάνο	να	κινείται	με	ταχύτητα

′′u +=

οπότε		 υ υ= + ′ =u m s2 2 500 /

και		 4
3

uεϕθ
υ

= =
′

5.33	 α)	Για	τον	παρατηρητή	του	Σ

( )m m M Vυ = + 	οπότε	V
m

m M
m s=

+
=υ 2 /

β)	Για	τον	παρατηρητή	του	Σʹ

το	σώμα	με	μάζα	m	πριν	την	κρούση	κινείται	με	ταχύτητα	 uυ υ′ = −

το	σώμα	με	μάζα	Μ	πριν	την	κρούση	κινείται	με	ταχύτητα	 2 uυ ′ = −

το	συσσωμάτωμα	μετά	την	κρούση	κινείται	με	ταχύτητα	V V u′ = −

Αν	ισχύει	η	αρχή	διατήρησης	της	ορμής	για	την	κρούση	όπως	τη	βλέ-
πει	ο	παρατηρητής	του	Σʹ	πρέπει

( )2m M m M Vυ υ ′′ ′+ = +

ή	 ( ) ( )( )m u Mu m M V uυ − − = + − ,	που	είναι	αληθές.
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Κέντρο μάζας - Σχετικές κινήσεις

5.34 Οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας 
 είναι

1 1 2 2 3 3

1 2 3

15
7cm

x m x m x mx
m m m
+ +

= =
+ +

και
1 1 2 2 3 3

1 2 3

9
7cm

y m y m y my
m m m
+ +

= =
+ +

5.35 Αν θεωρήσουμε ότι το κέντρο 
του Ήλιου βρίσκεται στη 
θέση (0, 0) και ότι το κέντρο 
της Γης βρίσκεται στη θέση 
(d, 0) το κέντρο μάζας του 
συστήματος Ήλιος - Γη βρί-
σκεται στη θέση 

54,46 10
H

dmx m
m m

Γ

Γ

= = ×
+

Παρατηρούμε ότι η απόσταση του κέντρου μάζας του συστήματος 
από το κέντρο του Ήλιου είναι περίπου 1500 φορές μικρότερη από 
την ακτίνα του Ήλιου.

5.36 α΄ τρόπος

Το σύστημα βάρκα - άνθρωπος 
μπορεί να θεωρηθεί απομονω-
μένο. Αυτό σημαίνει ότι κατά τη 
μετακίνηση του ανθρώπου πάνω 
στη βάρκα το κέντρο μάζας C θα 
παραμείνει ακίνητο. Για να συμ-
βεί αυτό πρέπει ταυτόχρονα με τον άνθρωπο να μετατοπίζεται και 
η βάρκα στην αντίθετη κατεύθυνση. Θεωρούμε ότι η βάρκα έχει το 
κέντρο μάζας της στο μέσον της.

Για την αρχική κατάσταση ισχύει

  
2

cm

sM ms
x

M m

+
=

+
    (1)
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Για την τελική κατάσταση ισχύει

2
cm

sM d md
x

M m

 + + 
 =

+
 (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε

22
 + ++  
 =

+ +

ss M d mdM ms

M m M m

από οπου προκύπτει d ms
M m

m=
+

= 2 

β΄ τρόπος

Εφόσον οι τριβές μεταξύ βάρκας και νερού είναι αμελητέες το σύστη-
μα βάρκα - άνθρωπος μπορεί να θεωρηθεί απομονωμένο. Εφαρμόζου-
με την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα.

   0 aM mβυ υ= −    (3) 

όπου υβ και υα οι ταχύτητες του ανθρώπου και της βάρκας ως προς το 
νερό. Αν θεωρήσουμε ότι οι ταχύτητες της βάρκας και του ανθρώπου 
είναι σταθερές η (3) γράφεται και ως εξής

   0 d s dM m
t t

−
= −    (4) 

όπου d η μετατόπιση της βάρκας ως προς το νερό.

Τελικά από την (4) βρίσκουμε d ms
m M

m=
+

= 2 .

5.37 Η προωστική δύναμη που ασκούν τα καυσαέρια στον πύραυλο δίνε-

ται από τη σχέση  F u dm
dt

N= =140000 

όμως επίσης   F Ma=   και  a F
M

m s= =14 2 / .
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5.38 dmF u
dt

=        επίσης      F M= a

οπότε     dmu Ma
dt

=        και       dm
dt

Ma
u

kg s= = 40 / .

Φαινόμενο Doppler

5.39 Η σχέση που δίνει τη συχνότητα που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής 
όταν αυτός απομακρύνεται από ακίνητη πηγή είναι

  
−

=A sf fΑυ υ
υ

 

όπου υ η ταχύτητα του ήχου στον αέρα, υΑ η ταχύτητα του παρατηρη-
τή και fs η συχνότητα του ήχου που εκπέμπει η πηγή.

  
9

10A sf f=   οπότε        9
10

−
=s sf fΑυ υ

υ

και    υ υ
Α = =

10
34 m s/ .

5.40 Όταν το περιπολικό πλησιάζει ο παρατηρητής ακούει ήχο συχνότητας

    
1 s

s

f fυ
υ υ

=
−

   (1) 

όπου υ η ταχύτητα του ήχου στον αέρα, υs η ταχύτητα του περιπολι-
κού και fs η συχνότητα του ήχου που εκπέμπει το περιπολικό.
Όταν το περιπολικό απομακρύνεται, ο παρατηρητής ακούει ήχο συ-
χνότητας

    
2 s

s

f fυ
υ υ

=
+

   (2)

Από τις (1) και (2) έχουμε  1

2

s

s

f
f

υ υ
υ υ
+

=
−

οπότε    υ υs
f f
f f

m s=
−
+

=1 2

1 2

17 9, / 
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Από την (1) βρίσκουμε ( )
1 473,7s

sf f Hz
υ υ
υ
−

= = .

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

5.41 α΄ τρόπος

Αναλύουμε την ταχύτητα υ1 της κινούμε-
νης σφαίρας αμέσως πριν την κρούση σε 
δύο άξονες. Ο ένας περνάει από τα κέ-
ντρα των σφαιρών και ο άλλος είναι κά-
θετος σ’ αυτόν. Αν η σφαίρα 1 είχε πριν 
την κρούση μόνο την υ1x η κρούση θα 
ήταν κεντρική και ελαστική, οι σφαίρες 
θα άλλαζαν μεταξύ τους ταχύτητες, επει-
δή έχουν ίδιες μάζες, δηλαδή η σφαίρα 1 θα έμενε ακίνητη μετά την 
κρούση ενώ η σφαίρα 2 θα αποκτούσε ταχύτητα υ1x. Αν η σφαίρα 
1 είχε πριν την κρούση μόνο την υ1y δεν θα γινόταν κρούση και η 
σφαίρα 1 θα συνέχιζε την κίνησή της με υ1y. Συνδυάζοντας τα δύο 
αποτελέσματα καταλήγουμε ότι μετά την κρούση η σφαίρα 1 κινείται 
με υ1y ενώ η σφαίρα 2 με υ1x. Οι δύο ταχύτητες είναι κάθετες μεταξύ 
τους.

 β΄ τρόπος
Από τη διατήρηση ορμής για την κρούση έχουμε
   m m m   υ 2′ + ′  οπότε   υυ == υυ υυ1 1 2′ + ′
όπου υυ1  η ταχύτητα της κινούμενης σφαίρας πριν την κρούση, ′υυ1  η 
ταχύτητα της πρώτης σφαίρας μετά την κρούση και ′υυ2 η ταχύτητα 
της αρχικά ακίνητης σφαίρας μετά την κρούση.

Από τον κανόνα του παραλληλογράμμου έχουμε

   
2 2 2
1 1 2 1 22υ υ υ υυ συνθ′ ′ ′ ′= + +    (1)

όπου θ η γωνία ανάμεσα στα διανύσματα ′υυ1  και ′υυ2
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Εφόσον η κρούση είναι ελαστική ισχύει επίσης

   
2 2 2
1 1 2

1 1 1
2 2 2

m m mυ υ υ′ ′= +

ή    2 2 2
1 1 2υ υ υ′ ′= +     (2)

Συγκρίνοντας τις (1) και (2) βρίσκουμε ότι

  0συνθ =   δηλαδή   90ºθ =

5.42 α) Από την αρχή διατήρησης της ορμής 
για την πλαστική κρούση έχουμε

  ( )m m M Vυ = +

οπότε  mV
m M

υ
=

+

Από το θεώρημα έργου - ενέργειας για 
το συσσωμάτωμα από τη θέση (1) έως 
τη θέση (2) έχουμε

  
( ) 210

2 Fm M V W
ελ

− + =

ή ( )
2

2
max

1 1
2 2

mm M Kx
m M

υ − + = − + 

και  x m
K m M

mmax ,=
+( )

=
2 2

0 1υ  

β) Πριν την κρούση το σύστημα είχε την κινητική ενέργεια του βλή-
ματος

  
2

1
1
2

E K mαρχ υ= =

Τελικά το σύστημα έχει τη δυναμική ενέργεια του ελατηρίου

  
2
max

1
2

E U Kxτελ ελ= =

Το ποσοστό της ενέργειας που έχασε το σύστημα είναι
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2 2
max

2

1 1
2 2100% 100% 95%1

2

m KxE
E mαρχ

υ

υ

−∆
= =

5.43	 Από	την	αρχή	διατήρησης	της	ορμής	για	την	πλαστική	κρούση	έχουμε

    ( )= +m m M Vυ

οπότε	 	 	
+

=
m M V

m
υ

    
(1)

Από	το	θεώρημα	έργου	-	ενέργειας	για	το	συσσωμάτωμα	από	τη	θέση	
(Ι)	έως	τη	θέση	(II)	έχουμε

  
( ) ( ) ( ) ( )210 1

2
m M V m M gh m M gl συνθ− + = − + = − + −

οπότε		 	 	 ( )2 1V gl συνθ= −

Αντικαθιστούμε	στην	(1)	και	βρίσκουμε

( )2 1m M gl
m

υ συνθ+
= −

Θεωρούμε	το	οριζόντιο	επίπεδο	που	περνάει	από	το	κέντρο	μάζας	του	
συσσωματώματος	στη	θέση	(I)	ως	επίπεδο	μηδενικής	δυναμικής	ενέρ-
γειας	λόγω	θέσης	μέσα	στο	πεδίο	βαρύτητας.

Αρχικά	το	σύστημα	είχε	την	κινητική	ενέργεια	του	βλήματος
2

1
1
2

E K mαρχ υ= = 													ή

( ) ( ) ( )
221 2 1 1

2
m Mm ME m gl gl

m mαρχ συνθ συνθ
++ = − = − 
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Τελικά τo σύστημα έχει τη δυναμική ενέργεια του συσσωματώματος 
λόγω της θέσης του μέσα στο πεδίο βαρύτητας

( ) ( ) ( )1E U m M gh m M glτελ συνθ= = + = + −

Η μηχανική ενέργεια που έχασε το σύστημα είναι

 ∆E
m M

m
gl m M gl JΜΗΧ =

+( )
−( ) − +( ) −( ) =

2

1 1 255συνθ συνθ  

5.44 Από την αρχή διατήρησης της 
ορμής για την πλαστική κρού-
ση έχουμε

( )2 1 2m m m Vυ = +

οπότε 2

1 2

mV
m m

υ
=

+

Από το θεώρημα έργου - 
ενέργειας για το συσσωμά-
τωμα από τη θέση (I) έως τη 
θέση (II) έχουμε

  
( ) 2

1 2
10
2 wm m V W Wℑ− + = +

( )1 2  wW m m g sηµϕ= − +

( )1 2  K KW s ns m m g sµ µ συνϕℑ = −ℑ = − = − +

οπότε  ( )
2

2
1 2

1 2

1
2

mm m
m m

υ 
− + = + 

   ( ) ( )1 2 1 2  Km m g s m m g sηµϕ µ συνϕ= − + − +

και τελικά s
m

m m g
m

K

=
+( ) +( )

=2
2 2

1 2
22

1 8υ
ηµϕ µ συνϕ

,  
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β) Το συσσωμάτωμα θα επιστρέψει αν η συνιστώσα xw  του βάρους 
είναι μεγαλύτερη από το όριο της στατικής τριβής την οποία εδώ θε-
ωρούμε ίση με την τριβή ολίσθησης
w m m g Nx = +( ) =1 2 250ηµϕ  

ℑ = = +( ) =µ µ συνϕK Kn m m g N1 2 250 

Παρατηρούμε ότι xw = ℑ  οπότε το συσσωμάτωμα δεν επιστρέφει.

5.45 α) Εφαρμόζουμε το θε-
ώρημα έργου - ενέργει-
ας για το σώμα 1 από 
τη θέση (I) έως τη θέση 
(II)

2
1

1
2 wm Wυ =

1 1 wW mg sηµϕ=  οπότε 

2
1

1  
2

m mg sυ ηµϕ=  και 

12  g sυ ηµϕ=

Από την αρχή διατήρη-
σης της ορμής για την 
πλαστική κρούση έχου-
με 2m mVυ =  οπότε

1 
2 2

g sV ηµϕυ
= =

Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου - ενέργειας για το συσσωμάτωμα 
από τη θέση (III) έως τη θέση (IV)

210 2
2 wmV W Wℑ− = +

( )12  wW mg s sηµϕ= −

( ) ( ) ( )1 1 12K KW s s n s s mg s sµ µ συνϕℑ = −ℑ − = − − = − −  οπότε
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( ) ( )1
1 1

 2  2
2 K

g sm mg s s mg s sηµϕ ηµϕ µ συνϕ− = − − −

και τελικά 
( )

( )

1
1

1

 2 5 32
2 13K

s s s

s s

ηµϕ ηµϕ
µ

συνϕ

+ −
= =

−

β) Θεωρούμε επίπεδο μηδενικής δυναμικής ενέργειας λόγω βαρύτη-
τας το οριζόντιο επίπεδο που περνάει από τη βάση του πλάγιου επι-
πέδου.

Η αρχική ενέργεια του συστήματος των δύο σωμάτων είναι     

E mgh mgh mg s s s Jαρχ ηµϕ= + = + −( )  =1 2 1 34 

Η τελική ενέργεια του συστήματος είναι 0Eτελ =

Η συνολική θερμότητα που παράχθηκε είναι

∆E E E J= − =αρχ τελ 34 

5.46 Το σύστημα άνθρωπος - αερόστατο αρχικά ηρεμεί οπότε η συνιστα-
μένη των εξωτερικών δυνάμεων που δέχεται είναι μηδενική και το 
κέντρο μάζας του συστήματος είναι ακίνητο.
Όταν ο άνθρωπος αρχίσει να ανεβαίνει το αερόστατο θα κατεβαίνει 
ώστε το κέντρο μάζας να παραμένει ακίνητο στην αρχική του θέση. 
Αναγκαστικά το κέντρο μάζας βρίσκεται στο σημείο συνάντησης του 
ανθρώπου με το αερόστατο.
Η θέση του κέντρου μάζας βρίσκεται σε ύψος y2 από το έδαφος και 

ισχύει                                    2
MHy

m M
=

+
και επομένως το αερόστατο θα κατέβει κατά

1 2
MH my H y H H

m M m M
= − = − =

+ +
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5.47	 α)	 Εφαρμόζουμε	 το	 θεώρημα	
έργου	 -	 ενέργειας	 για	 το	 σώμα	
μάζας	m1	από	τη	θέση	(3)	έως	τη	
θέση	(4)

2
1 1

10
2

m Wυ ℑ′− =

1K KW x nx m gxµ µℑ = −ℑ = − = −

οπότε	 2
1 1 1

1
2 Km m gxυ µ′− = −

και	 1 2 K gxυ µ′ =
Εφόσον	η	κρούση	είναι	ελαστι-
κή	 και	 μετωπική	 και	 το	 σώμα	
μάζας	m2	 ήταν	αρχικά	ακίνητο,	
μετά	 την	κρούση,	 το	σώμα	μά-
ζας	m1	θα	έχει	ταχύτητα

1 2 1
1 1

1 2 3
m m
m m

υυ υ−′ = = −
+

	οπότε	 1 13 3 2 K gxυ υ µ′= − = −

(Το	αρνητικό	πρόσημο	δείχνει	ότι	η	 1υ 	έχει	φορά	αντίθετη	με	τη	 1υ ′ )

Εφαρμόζουμε	το	θεώρημα	έργου	-	ενέργειας	για	το	σώμα	μάζας	m1 
από	τη	θέση	(1)	έως	τη	θέση	(2)

    
2 2

1 1 1 0
1 1
2 2

m m Wυ υ ℑ− =

1K KW x nx m gxµ µℑ = −ℑ = − = −

οπότε	 	 	 2 2
1 1 1 0 1

1 1
2 2 Km m m gxυ υ µ− = −

ή	 	 	 ( )2 2
0

1 13 2
2 2K Kgx gxµ υ µ− = −

και		 	 	 υ µ µ0 2 18 10= + =K Kgx gx m s /

(1)

(2)

(3)

(4)
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β) Η ταχύτητα του σώματος μάζας m2 αμέσως μετά την κρούση είναι 

   1
2 1

1 2

2 2 3 2 8
3

′ = = =
+ K K
m gx gx

m m
υ υ µ µ

Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου - ενέργειας για το σώμα μάζας m2 
από τη θέση (3) έως τη θέση (4)

   
2

2
10
2

m Wυ ℑ′− =

2 2K KW s n s m gxµ µℑ = −ℑ = − = −

οπότε 2
2 2 2

1
2 Km m gsυ µ′− = −

 
και s

g
gx
g

x m
K

K

K

=
′

= = =
υ
µ

µ
µ

2
2

2
8
2

4 4

5.48 Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου - ενέργειας για το σώμα 1 από τη 
θέση (I) έως τη θέση (II)

   2
1 1 1

1
2 wm Wυ =

  1 1  wW m g lηµϕ=         οπότε  2
1 1 1

1  
2

m m g lυ ηµϕ=

και   1 2  g lυ ηµϕ=
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Αμέσως μετά την κρούση τα σώματα θα έχουν ταχύτητες

  1 2 1
1 1

1 2

 
2 2

−′ = = − = −
+

m m g l
m m

υ ηµϕυ υ

και  1 1
2 1

1 2

2  
2 2

′ = = =
+
m g l

m m
υ ηµϕυ υ

To πρόσημο της ταχύτητας 1υ ′  υποδηλώνει ότι η φορά κίνησης του 
σώματος 1 είναι αντίθετη με την αρχική.
Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου - ενέργειας για το σώμα μάζας 1 από 
τη θέση (III) έως τη θέση (IV)

2
1 1 1

10
2 wm Wυ′− =  

Αλλά 1 1 1 wW m g sηµϕ= −  επομένως 2
1 1 1 1

1  
2

m m g sυ ηµϕ′− = −

και s
g

g l

g
l m1

1
2

2
2

2 4
1=

′
= = =

υ
ηµϕ

ηµϕ

ηµϕ

 

 

Το σώμα 2 πριν την κρούση ισορροπεί στη θέση στην οποία η συσπεί-
ρωση του ελατηρίου είναι x1, οπότε

2xF wελ =       ή           1 2Kx m gηµϕ=

και   x
m g
K

m1
2 0 025= =

ηµϕ ,   

Η ταχύτητα του σώματος 2 θα μηδενιστεί όταν διανύσει στο πλάγιο 
επίπεδο απόσταση s2.

Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου - ενέργειας για το σώμα 2 από τη 
θέση (III) έως τη θέση (IV).

2
2 2 2

10
2 w Fm W W ελυ′− = +
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  2 2 2 wW m g sηµϕ=  και 

  ( )22
1 2 1

1 1
2 2FW Kx K s xελ = − +

οπότε ( )22 2
2 2 2 2 1 2 1

1 1 1   
2 2 2

′− = + − +m m g s Kx K s xυ ηµϕ

ή ( )22
2 2 2 1 2 1

1  1 1   
2 2 2 2

− = + − +
g lm m g s Kx K s xηµϕ ηµϕ

και τελικά   2 0,1 5s m=

5.49 α)  Εφαρμόζουμε την 
αρχή διατήρησης της ορμής 
για το σύστημα βλήμα - σώμα 
Σ1 αμέσως πριν και αμέσως 
μετά την πλαστική κρούση.

( )1B B Bm m m Vυ = +  οπότε

V m
m m

m sB

B
B=

+
=

1

5υ  /

To σύστημα (συσσωμάτωμα - 
Σ2) είναι απομονωμένο οπότε 
η ορμή του διατηρείται στα-
θερή.

( ) ( )1 1 2B Bm m V m m m V ′+ = + +

όπου V ′  η κοινή ταχύτητα που αποκτά το σύστημα τελικά

οπότε    ′ =
+

+ +
=V m m

m m m
V m sB

B

1

1 2

1 /

Η συνολική θερμότητα που παράγεται είναι ίση με τη διαφορά της 
αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήματος και της τελικής κινητικής 
ενέργειας του συστήματος.

Q m m m m V JB B B= − + +( ) ′ =
1
2

1
2

247 52
1 2

2υ ,  
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β) Το συσσωμάτωμα (βλήμα - Σ1) επιβραδύνεται λόγω της τριβής που 
δέχεται από το Σ2 λόγω της σχετικής του κίνησης με αυτό. Η τριβή 
είναι σταθερή και έχει μέτρο ( )1Bn m m gµ µℑ = = +  

Η επιβράδυνση με την οποία κινείται το συσσωμάτωμα είναι

a
m m

m m g
m m

m s
B

B

B

=
ℑ
+( )

=
+( )
+( )

=
1

1

1

25
µ

 /

Από 1V V at′ = −  βρίσκουμε τον χρόνο κίνησης του συσσωματώματος 
μέχρι να απόκτησει το σύστημα κοινή ταχύτητα

t V V
a

s1 0 8=
− ′

= ,  

Το διάστημα που διάνυσε το συσσωμάτωμα ως προς το έδαφος στον 
χρόνο αυτό είναι

s Vt at m= − =1 1
21

2
2 4,  

Στο ίδιο χρονικό διάστημα το Σ2 κάνει κίνηση ομαλά επιταχυνόμενη 
με την επίδραση της δύναμης που του ασκεί το συσσωμάτωμα και εί-
ναι η αντίδραση στην τριβή που δέχεται το συσσωμάτωμα από το Σ2.

Το Σ2 σε χρόνο t1 διανύει, ως προς το έδαφος, διάστημα

2
1

1
2

s a t′ ′=
 

όπου  ′ =
ℑ

=
+( )

=a
m

m m g
m

m sB

2

1

2

21 25
µ

, / 

οπότε ′ =s m0 4,  

Τελικά το συσσωμάτωμα μετακινήθηκε ως προς το Σ2 κατά

   ∆s s s m= − ′ = 2 

5.50 Η μεγαλύτερη κάλυψη επιτυγχάνεται όταν ο άξονας της 
ομπρέλας τοποθετείται κατά τη διεύθυνση της ταχύτη-
τας των σταγόνων όπως την αντιλαμβάνεται ο άνθρω-
πος. Το διάνυσμα της ταχύτητας της βροχής ως προς τον 

άνθρωπο είναι  ′ = −2 2 1υυ υυ υυ
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2

1

υεϕθ
υ

=

όπου θ η γωνία της ομπρέλας με το οριζόντιο επίπεδο.

5.51 Η συχνότητα του ήχου που ακούει ο κινούμενος παρατηρητής δίνεται 

από τη σχέση A
A Sf fυ υ

υ
+

=  (1)

άρα η ταχύτητα με την οποία κινείται κάθε στιγμή ο παρατηρητής 

δίνεται από τη σχέση  A S
A

S

f f
f

υ υ
−

=

Θέτουμε f f HzA A= =1 603 5,   και βρίσκουμε την ταχύτητα του παρα-
τηρητή τη στιγμή που φτάνει στην πηγή υA m s1 40=  / .
Ο παρατηρητής κάνει ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική τα-

χύτητα οπότε 1 1A atυ =  και 2
1

1
2

d at=

Απαλείφουμε το χρόνο από 
τις παραπάνω εξισώσεις και 
βρίσκουμε

a
d

m sA= =
υ 1

2
2

2
2 /

Θέτουμε στην (1) A atυ =  
και βρίσκουμε την fΑ ως συ-
νάρτηση του χρόνου

A S
atf fυ

υ
+

=  ή  f f a tA S= +
υ

της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο σχήμα.

5.52 f f HzA
A

S
S=

+
+

=
υ υ
υ υ

415 

5.53 Αν fA η συχνότητα που ακούει ο σιδηροδρομικός όταν είναι ακίνητος, 
fS η συχνότητα που εκπέμπει το τρένο και υS η ταχύτητα του τρένου 

ισχύει A S
S

f fυ
υ υ

=
+     

οπότε           υ υS
A S

A

f f
f

m s=
−

=18 9, / 
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Αν ο υπάλληλος τρέχοντας με ταχύτητα υΑ διανύει διάστημα 
1 500 s m=  στον ίδιο χρόνο το τρένο διανύει διάστημα s m2 2000=  .

  1 1As tυ=         και        2 1Ss tυ=

οπότε   1

2

A

S

s
s

υ
υ

=   και  υ υA S
s
s

m s= =1

2

4 72, / 

Ενώ τρέχει, ο σιδηροδρομικός ακούει ήχο συχνότητας

′ =
−
−

=f f HzA
A

S
S

υ υ
υ υ

355 
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6     ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

6.1 Το φως παρουσιάζει μια ιδιαιτερότητα σε σχέση με τα άλλα κύματα. 
Η ταχύτητα διάδοσής του δεν υπακούει στους μετασχηματισμούς του 
Γαλιλαίου.

6.2  ...............ίδιοι...............του φωτός...............ίδια ............... 

6.3 Αν ένα αντικείμενο είναι ακίνητο ως προς ένα παρατηρητή έχει, γι’ 
αυτόν, μήκος 0l . Το ίδιο αντικείμενο, όταν κινείται ως προς τον παρα-
τηρητή με ταχύτητα c, στη διεύθυνση του μήκους του, έχει μηδενικό 
μήκος.

6.4 (γ)

6.5 Ο παρατηρητής Σ΄ από άλλο αδρανειακό σύστημα διαπιστώνει ότι ο 
φάρος ανάβει σε ίσα χρονικά διαστήματα, διαφορετικά όμως σε σχέ-
ση με αυτά που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής Σ.
[Από τους μετασχηματισμούς Lorentz εύκολα προκύπτει ότι 

2

21

tt
u
c

∆′∆ =

−

για την χρονική απόσταση δύο γεγονότων που συμβαί-

νουν στην ίδια θέση. (u η ταχύτητα με την οποία κινείται ο Σ΄ ως προς 
τον Σ)].

6.6 Δε συμφωνούν. Ο παρατηρητής που ταξιδεύει βρίσκει για το μήκος 
του διαστημοπλοίου τιμή μεγαλύτερη από αυτή που βρίσκει ο ακίνη-
τος παρατηρητής.

6.7 (α)

6.8 (ε)
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6.9 Ο χρόνος ζωής των μιονίων που τους επιτρέπει να διανύσουν 600m 
πριν διασπαστούν είναι ο χρόνος που αντιλαμβάνεται ένας παρατηρη-
τής ως προς τον οποίο τα μιόνια είναι ακίνητα. Για ένα παρατηρητή 
ακίνητο στη Γη ο χρόνος ζωής των μιονίων είναι σημαντικά μεγαλύ-
τερος γιατί τα μιόνια κινούνται ως προς αυτόν με ταχύτητα 0,99c.

6.10 Έστω ότι το διαστημόπλοιο κινείται με ταχύτητα u ως προς τη Γη και 
ο πύραυλος με υ ώς προς το διαστημόπλοιο. Η ταχύτητα του πυραύ-

λου, ως προς τη Γη, είναι  
21

u
u
c

υυ
υ

′ +
=

′+

Αν  u = 0  τότε  υ υ′=

Αν  u ≠ 0  τότε  υ υ′>

6.11 Αν cυ′ =  τότε 
2 21 1

u c u cu u c
c c

υυ
υ

′ + +
= = =

′+ +

6.12 (α), (ε).

6.13 Έλλειψη με το μεγάλο άξονα στη διεύθυνση x και τον μικρό στη δι-
εύθυνση y. Ο μικρός άξονας για τον παρατηρητή που κινείται με το 
αντικείμενο είναι ίσος με τη διάμετρο του κυκλικού αντικειμένου που 
αντιλαμβάνεται ο ακίνητος παρατηρητής.

6.14 Ένας παρατηρητής που κινείται παράλληλα με τα ηλεκτρικά φορτία 
και με την ίδια ταχύτητα με αυτά τα αντιλαμβάνεται ως ακίνητα. Γι’ 
αυτόν τα φορτία δε δημιουργούν μαγνητικό πεδίο. Για κάποιον άλλο 
παρατηρητή, ως προς τον οποίο τα φορτία κινούνται, δημιουργούν 
μαγνητικό πεδίο.

6.15 Από τη σχέση 
2

2 21 /
mcE

cυ
=

−
 προκύπτει ότι η ενέργεια ενός σώμα-

τος εξαρτάται από την ταχύτητά του υ η οποία όμως δεν είναι η ίδια 
για όλα τα αδρανειακά συστήματα. Επομένως η ενέργεια δεν είναι 
αναλλοίωτη ποσότητα. Η διατήρηση της ενέργειας, ως βασικός νόμος 
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της φύσης, σύμφωνα με τις παραδοχές της ειδικής θεωρίας της σχετι-
κότητας ισχύει για όλα τα αδρανειακά συστήματα.

6.16 Οι σχέσεις (6.15) και (6.16) του βιβλίου του μαθητή που δίνουν την 
ορμή και την ενέργεια ενός σώματος στη σχετικότητα δείχνουν ότι όταν 
η ταχύτητα τείνει στο c η ορμή και η ενέργεια τείνουν στο άπειρο.

6.17 (γ) Η ενέργεια ηρεμίας του ηλεκτρονίου είναι μικρότερη από την 
ενέργεια ηρεμίας του πρωτονίου.

6.18 (β)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

6.19 Ο ακίνητος παρατηρητής στη Γη βλέπει τη μικρή διάσταση του τρα-
πεζιού να έχει το ίδιο μήκος που έχει και για τον παρατηρητή του 
διαστημοπλοίου γιατί είναι κάθετη στη διεύθυνση της κίνησης.
Η μεγάλη διάσταση του τραπεζιού για τον επίγειο παρατηρητή είναι 
l m=10  ενώ για τον παρατηρητή που βρίσκεται στο διαστημόπλοιο 
είναι 0 20 l m= .

Τα μήκη l  και 0l  συνδέονται με τη σχέση

             
2

0 21 ul l
c

= −     (συστολή μήκους)

από την οποία βρίσκουμε  
2

2
0

1 0,87lu c c
l

= − =

6.20 Για τον παρατηρητή στη Γη ο αστροναύτης κοιμήθηκε επί χρόνο 

0
2

2

35,5min
1

tt
u
c

∆
∆ = =

−

 (διαστολή του χρόνου)

6.21 Για τον ποδηλάτη ∆t h0 1=   

Για το γραφείο ∆t h= 2 
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Οι χρόνοι 0t∆  και ∆t  συνδέονται με τη σχέση 
0

2

21

tt
u
c

∆
∆ =

−

   (διαστολή χρόνου)

από την οποία προκύπτει ότι  ( )
( )

2
0

2

31
2

t
u c c

t
∆

= − =
∆

6.22 Το γραφείο στη Γη μετράει χρόνο t∆  ενώ ο πιλότος χρόνο 0t∆ . 

Ισχύει 0
2

21

tt
u
c

∆
∆ =

−

Το χρονικό διάστημα t∆  είναι μεγαλύτερο από το 0t∆  κατά 

0
2

0
2

1100% 1 100% 15,5%
1

t t
t u

c

 
 ∆ − ∆  = − =
 ∆

− 
 

6.23 
2 119 10E mc J= = ×

6.24 Το διαστημόπλοιο στην ηρεμία έχει ενέργεια 2
0E mc=  και όταν κι-

νείται με 0,5cυ =  έχει ενέργεια 
2 2

2 2

2
1 0,51

mc mcE

c
υ

= =
−

−

Η ενέργεια που απαιτείται για να επιταχυνθεί το διαστημόπλοιο είναι 
ίση με τη μεταβολή στην ενέργειά του

2
2 19

0 2
1,4 10

1 0,5
mcE E E mc J∆ = − = − = ×
−
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6.25	 α)	Η	 ενέργεια	 που	 απαιτείται	 για	 την	 επιτάχυνση	 του	 ηλεκτρονίου	

είναι	
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

0,9 0,5
1 1

mc mcE
c c

c c

∆ = −

− −

.	Αν	 θέσουμε	 όπου	 2mc 	 το	

ίσον	του	(0,511	MeV)	βρίσκουμε	∆E MeV= 0 582,  

β)	∆E mc

c
c

mc

c
c

MeV=

−
( )

−

−
( )

=
2

2

2

2

2

21
0 99

1
0 9

2 45
, ,

,  

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

6.26 ′ =
−

−

=
+

−
−








=x x ut
u
c

x ct

c
c

km
1

0 8

1 0 8
367

2

2

2

,

,
 

y y′ =

z z′ =

′ =
−

−

=
+

−
−( )

=t
t ux
c
u
c

t cx
c
c

c

ms
2

2

2

2

2

2

1

0 8

1
0 8

1 28

,

,
,  

6.27	 To	μήκος	του	διαστημοπλοίου,	όταν	πετάει	με	ταχύτητα	u,	για	ακίνη-

το	παρατηρητή	στη	Γη	είναι	
2

0 21 ul l
c

= − 	 	 (1)

επίσης	 	 lu
t

= 			οπότε					 l ut= 	 	 	 (2)

Από	(1)	και	(2)	προκύπτει		
2

0 21 uut l
c

= −
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και τελικά 0 2 2 2
0

1 0,083u l c c
t c l

= =
+

6.28 Από τη σχέση 0
2

21

tt
u
c

∆
∆ =

−

 (διαστολή χρόνου)

(όπου t∆  ο γήινος χρόνος και 0t∆  ο χρόνος του διαστημοπλοίου)

προκύπτει ∆ ∆t t u
c0

2

21 99 87 100= − = ≈,   µερες µερες 

δηλαδή 5 εικοσαήμερα.
Στο διάστημα αυτό ο πληθυσμός των βακτηριδίων θα διπλασιασθεί 5 
φορές και ο τελικός του αριθμός θα είναι  26 = 64 
Αν το διαστημόπλοιο παρέμενε στη Γη ο χρόνος θα ήταν 1000 μέρες 
ή 50 εικοσαήμερα δηλαδή το πλήθος των βακτηριδίων θα διπλασια-
ζόταν 50 φορές και ο τελικός αριθμός τους θα είναι 251.

6.29 Η ταχύτητα του Α ως προς τον Β είναι

22

0,8 0,6 0,9460,61 0,81

A B
A

B
A

c c cc c
cc

υ υυ
υ υ

− +′ = = =
+−

6.30 Η μάζα ηρεμίας του πυρήνα του δευτερίου είναι μικρότερη από το 
άθροισμα των μαζών ηρεμίας του πρωτονίου και του νετρονίου. Κατά 
το σχηματισμό του πυρήνα του δευτερίου από τα συστατικά του ελευ-
θερώνεται ενέργεια που είναι ισοδύναμη με το έλλειμμα μάζας.

∆E m m m c J MeVp n d= + −( ) = × =−2 133 564 10 2 22, ,  
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6.31 Αν t∆  ο χρόνος ζωής των σωματιδίων για έναν παρατηρητή ως προς 
τον οποίο τα σωματίδια κινούνται με ταχύτητα u και 0t∆  ο χρόνος 
ζωής για έναν παρατηρητή ως προς τον οποίο τα σωματίδια είναι ακί-

νητα, τότε ισχύει 0
2

21

tt
u
c

∆
∆ =

−

 (διαστολή χρόνου)

οπότε 
2

80
21 2,78 10 /tu c m s

t
∆

= − = ×
∆
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7    ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Μέλαν σώμα

7.1	 Αν	αναλύσουμε	με	ένα	φασματοσκόπιο	το	φως	του	αστέρα	που	παρα-
τηρούμε	με	το	τηλεσκόπιο	θα	διαπιστώσουμε	ότι,	εάν	είναι	ψυχρότε-
ρος	από	τον	Ήλιο,	το	μήκος	κύματος	στο	οποίο	εκπέμπεται	το	μέγιστο	
της	έντασης	της	ακτινοβολίας	του	είναι	μεγαλύτερο	από	το	αντίστοιχο	
του	Ήλιου.

7.2	 Ναι.	Παράδειγμα	μιας	τέτοιας	ποσότητας	είναι	το	ηλεκτρικό	φορτίο,	
με	quantum	το	φορτίο	του	ηλεκτρονίου.

7.3	 Τα	φωτόνια,	σε	αντίθεση	με	τα	ηλεκτρόνια,	έχουν	μηδενική	μάζα	ηρε-
μίας.

7.4	 Όχι.	Ένα	φωτόνιο	είναι	συνδεδεμένο	με	ένα	μήκος	κύματος.	Το	λευκό	
φως	περιλαμβάνει	ένα	φάσμα	μηκών	κύματος.

Φωτοηλεκτρικό φαινόμενο

7.5	 Το	έργο	εξαγωγής	είναι	διαφορετικό	για	κάθε	υλικό.

7.6	 (α),	(γ).

7.7	 (γ).

Φαινόμενο Compton

7.8	 ....…….μεγαλύτερο…..…..φωτόνια……..μικρότερης………φωτονί-
ων………..ανακρουόμενου	ηλεκτρονίου.
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7.9	 α)	Από	τη	σχέση	της	σκέδασης	Compton	προκύπτει	ότι	η	αύξηση	του	
μήκους	κύματος	είναι	ή	ίδια	και	στις	δύο	περιπτώσεις	για	ίδια	γωνία	
σκέδασης.
β)	Στην	πρώτη	περίπτωση,	η	ενέργεια	του	ανακρουόμενου	ηλεκτρο-
νίου	είναι

  ( )
1 1

1
1 1 1 1 1 1

hc hcK hc hcλ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ

′ − ∆
= − = =

′ ′ + ∆
		 (1)

Η	κινητική	ενέργεια	του	ηλεκτρονίου,	στη	δεύτερη	περίπτωση,	θα	είναι

  ( )2
2 2

K hcλ
λ λ λ

∆
=

+ ∆     
(2)

Από	τη	σύγκριση	των	(1)	και	(2)	προκύπτει	ότι	αν	 1 2λ λ> 	θα	είναι	

  1 2 K K<

7.10	 (γ).

Η κυματική φύση της ύλης

7.11	 Το	μήκος	κύματος	που	αντιστοιχεί	σε	σωμάτιο	ορμής	p	δίνεται	από	

τη	σχέση	
2

h h
p mK

λ = = ,	από	την	οποία	φαίνεται	ότι	το	μικρότερο	

μήκος	κύματος	αντιστοιχεί	στο	σωμάτιο	a	 -	που	έχει	τη	μεγαλύτερη	
μάζα	-	ενώ	το	μεγαλύτερο	μήκος	κύματος	αντιστοιχεί	στο	ηλεκτρόνιο.

7.12	 Μεγαλώνει	στο	 	 (α)
Μικραίνει	στο	 	 (β)
Μένει	ίδιο	στα	 	 (γ),	(δ).

7.13	 (α)

Αρχή της αβεβαιότητας

7.14	 Για	τα	σώματα	του	μακρόκοσμου	η	αβεβαιότητα	θέσης	είναι	μηδαμι-
νή	σε	σχέση	με	τις	διαστάσεις	τους.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Φωτοηλεκτρικό φαινόμενο - Ορμή φωτονίων

7.15 Από τη φωτοηλεκτρική εξίσωση του Einstein έχουμε

1 1K hf ϕ= −  οπότε 1 1 1
1

hchf K Kϕ
λ

= − = −

K hf hc hc K J eV2 2
2 1

1
190 2861 10 0 18= − = − −









 = × =−ϕ

λ λ
, ,  

7.16 Από τη φωτοηλεκτρική εξίσωση του Einstein έχουμε 

 21
2

m hfυ ϕ= −    οπότε

ϕ
λ

υ= − = − = × =−hf K hc m J eV1
2

2 0575 10 1 32 19, ,  

7.17 0eV K=  και hcK hf ϕ ϕ
λ

= − = −

άρα V
hc
e e

V0 1 3= − =
λ

ϕ ,  

7.18 Το ορατό φως περιλαμβάνει φωτόνια με ενέργεια
από  minhf    έως  maxhf   ή

από 
max

hc
λ

   έως  
min

hc
λ

  ή

από  1 78,  eV   έως  3 1,  eV

Εξαγωγή φωτοηλεκτρονίων έχουμε όταν η ενέργεια των φωτονίων 
που προσπίπτουν στην κάθοδο είναι μεγαλύτερη ή οριακά ίση με το 
έργο εξαγωγής του υλικού. Αυτό συμβαίνει για το Βάριο και το Λίθιο.
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7.19   0eV K=  και  K hf ϕ= −

οπότε 0 = −
hceV ϕ
λ

  και  ϕ
λ

= − =
hc eV eV0 1 82,  

0
hceV ϕ
λ

′ = −
′

 οπότε  ′ =
′ +

=λ
ϕ

hc
eV

nm
0

382 

7.20 Όταν στο μέταλλο προσπίπτουν φωτόνια που αντιστοιχούν στη 
συχνότητα κατωφλίου ισχύει 0hf ϕ=  οπότε 2037,11 10 Jϕ −= ×

 K hf eV= − =ϕ 1 2,  

7.21 Σε χρόνο ∆t s= 0 1,  η λάμπα εκπέμπει ομοιόμορφα προς όλες τις κα-
τευθύνσεις φωτόνια συνολικής ενέργειας E P t= ∆ .
Το μέρος της ενέργειας που φτάνει στον αισθητήρα είναι 

2 2

1 2 24 4
r r P tE E
R R

π
π

∆
= =

 Ο αριθμός των φωτονίων που φτάνουν στον αισθητήρα
2

131 1
2 6,03 10

4
E E r P tn
hf hc R hc

λ λ∆
= = = = ×

7.22 Η ορμή του φωτονίου δίνεται από τη σχέση hp
λ

= .

Εφόσον η ταχύτητα του ηλεκτρονίου είναι πολύ μικρότερη από την 
ταχύτητα του φωτός η ορμή του δίνεται από τη σχέση e ep m υ=

οπότε πρέπει e
h m υ
λ
=  και λ

υ
= =
h
m

nm
e

3 64,  

Πρόκειται για φωτόνιο ακτίνων X.

7.23 Αν η επιφάνεια είναι απόλυτα ανακλαστική τα φωτόνια ανακλώνται 
με ορμή ίδιου μέτρου και αντίθετης κατεύθυνσης με αυτή που προσπί-
πτουν. Αν p το μέτρο της ορμής ενός προσπίπτοντος φωτονίου το μέ-
τρο της μεταβολής της ορμής του κατά την ανάκλαση είναι 2p p∆ = .
Η δύναμη που είναι υπεύθυνη για τη μεταβολή αυτή της ορμής, άρα 
και η δύναμη που ασκεί το φωτόνιο στην επιφάνεια (δράση - αντίδρα-
ση) έχει μέτρο
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    1
2p pF

t t
∆

= =
∆ ∆

,

όπου t∆  είναι η διάρκεια της κρούσης.
Αν Ν είναι ο αριθμός των φωτονίων που προσπίπτουν ανά δευτερόλε-
πτο στην επιφάνεια, σε χρόνο t∆  θα προσπίπτουν N t∆  φωτόνια και 
θα ασκούν συνολικά δύναμη
    2 2pF N t N p

tολ = ∆ =
∆

Επομένως  N F
p

F
h

F
h

s= = = = ×ολ ολ ολ

λ

λ
2 2 2

5 1026 ϕωτονια /

7.24 Η κινητική ενέργεια με την οποία εξέρχονται τα φωτοηλεκτρόνια από 
τη μεταλλική επιφάνεια είναι

    K hf ϕ= −
Αν V0 το δυναμικό της επιφάνειας (κάθοδος) σε σχέση με την άνοδο 
για να μη φτάνουν τα φωτοηλεκτρόνια από την κάθοδο στην άνοδο 
πρέπει να ισχύει   0eV K=

οπότε 0eV hf ϕ= −  και  V hf
e

hc

e
V0 1 2=

−
=

−
=

ϕ λ
ϕ

,  

7.25 Για να γίνει φωτοηλεκτρική εκπομπή πρέπει

hf ϕ≥    ή hc ϕ
λ
≥

  
ή hcλ

ϕ
≤

οπότε   λ
ϕmax ,= = × =−hc m nm4 6 10 4607  

7.26 α) Η κινητική ενέργεια με την οποία εξέρχονται τα φωτοηλεκτρόνια 
από την επιφάνεια είναι

  K hf ϕ= −   ή  hcK ϕ
λ

= −

Επίσης  1 1eV K=   οπότε   1
1

hceV ϕ
λ

= −   
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και  ϕ
λ

= − = × =−hc eV J eV
1

1
193 312 10 2 07, ,  

β) Όταν στην επιφάνεια προσπέσει ακτινοβολία με μήκος κύματος λ2

  2 2eV hf ϕ= −   ή  2
2

hceV ϕ
λ

= −

και  V hc
e e

V2
2

4 47= − =
λ

ϕ ,  

γ) Για να εξέλθει ένα ηλεκτρόνιο από τη μεταλλική επιφάνεια πρέπει  

  0hf ϕ− ≥  ή f
h
ϕ

≥

Η συχνότητα κατωφλιού είναι 14
0 5 10f Hz

h
ϕ

= = ×

Φαινόμενο Compton

7.27 Αν λ  ́το μήκος κύματος του σκεδαζόμενου φωτονίου και λ το μήκος 
κύματος του προσπίπτοντος, ισχύει

   
( )1

e

h
m c

λ λ συνϕ′ − = −

οπότε   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′ = + −

Για 30ºϕ =  ′ =λ 2 7 , pm  και

για 60ºϕ =  ′ =λ 3 6 , pm

7.28 Το σκεδαζόμενο φωτόνιο έχει μήκος κύματος

   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′ = + −

για 180ϕ = °  111,49 10 mλ −′ = ×

Η μεταβολή στην ενέργεια του φωτονίου είναι

  ∆E hf hf hc keV= ′ − =
′
−






 = −

1 1 41 4
λ λ

,  
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7.29 α) Η ενέργεια ενός φωτονίου είναι

  
hcE hf
λ

= =  οπότε  126,2 10hc m
E

λ −= = ×

β)   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′ − = −

οπότε   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′ = + −

για 90ϕ = °   128,6 10 mλ −′ = ×

γ)   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′′ − = −

οπότε   ( )1
e

h
m c

λ λ συνϕ′′ = + −

για 60ºϕ =  127,4 10 mλ −′′ = ×

  
′′ = ′′ =

′′
= × =−E hf hc J MeV

λ
2 68 10 0 16814, ,  

Κυματική φύση της ύλης

7.30 Το μήκος κύματος de Broglie που αντιστοιχεί σ’ ένα σωματίδιο είναι
h
p

λ =

Για σωματίδια που κινούνται με ταχύτητες αρκετά μικρότερες της τα-
χύτητας του φωτός  p mυ=

οπότε    h
m

λ
υ

=

α) Για το ηλεκτρόνιο  103,6 10 mλ −= ×  

β) Για το πρωτόνιο  132 10 mλ −= ×

γ) Για το μπαλάκι  391,65 10 mλ −= ×
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7.31 Από το θεώρημα έργου - ενέργειας για το ηλεκτρόνιο έχουμε
2

2
peV K
m

= =

οπότε η ορμή που αποκτά το ηλεκτρόνιο είναι

2p meV=

Το μήκος κύματος de Broglie για το ηλεκτρόνιο είναι

    

1010
2

h h m
p meV

λ −= = =

7.32 α)  Η ενέργεια του φωτονίου είναι

  
E hf hc J eV= = = × =−

λ
1987 8 10 124219,  

β)  Το μήκος κύματος de Broglie για το ηλεκτρόνιο είναι

  
e

e

h
p

λ =  οπότε e
e

hp
λ

=

Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι

  
K m p

m
h
m

J eVe e e
e

e e e

= = = = × =−1
2 2 2

2 41 10 1 52
2 2

2
19υ

λ
, ,  

Αρχή της αβεβαιότητας

7.33 Από την αρχή της αβεβαιότητας έχουμε
   

2
hp x
π

∆ ∆ ≥

οπότε για την αβεβαιότητα θέσης ισχύει

   2
hx

pπ
∆ ≥

∆

Η αβεβαιότητα της ορμής είναι  1 1
100 100

p p mυ∆ = =

οπότε 12
100

hx
mπ υ

∆ ≥   ή  ∆x m≥ 0 96,  
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7.34 Η αβεβαιότητα για το χρόνο εκπομπής του φωτονίου είναι 810t s−∆ = .

Από τη σχέση 
2
hE t
π

∆ ∆ ≥  βρίσκουμε την αβεβαιότητα στην ενέργεια 

του εκπεμπόμενου φωτονίου

2
hE

tπ
∆ ≥

∆
 και τελικά 70,66 10E eV−∆ ≥ ×

7.35 Το μήκος κύματος de Broglie για το σωματίδιο είναι h
p

λ =

Εφόσον η ταχύτητα του σωματιδίου είναι πολύ μικρότερη της ταχύτη-

τας του φωτός xp mυ=  οπότε 
x

h
m

λ
υ

=

Από την αρχή της αβεβαιότητας έχουμε

2
hp x
π

∆ ∆ ≥  ή 
2x
hm xυ
π

∆ ∆ ≥

Για 
x

hx
m

λ
υ

∆ = =     
2x

x

h hm
m

υ
υ π

∆ ≥

οπότε    
2

x
x

υ
υ

π
∆ ≥
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