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Φηινινγηθή Δπηκέιεηα: 
Γεκεηξίνπ Διέλε  
 

Δπηινγή εηθόλσλ:  
Παπαδνπνχινπ Μπία  
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Δγγεγξακκέλα ρήκαηα 
 
ην θεθάιαην απηφ ζα κειεηήζνπκε 
αξρηθά ηελ έλλνηα ηεο εγγεγξακκέ-
λεο γσλίαο θαη ηε ζρέζε ηεο κε ηελ 
αληίζηνηρε επίθεληξε θαζψο θαη κε 
ηε γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο. 
Έηζη, ζα καο δνζεί ε δπλαηφηεηα 
αλαιπηηθήο κειέηεο βαζηθψλ γεσ-
κεηξηθψλ ηφπσλ ζηνλ θχθιν. 

Σέινο, ζα κειεηήζνπκε ηα εγγε-
γξακκέλα θαη εγγξάςηκα ηεηξάπιε-
πξα θαζψο θαη ζπγθεθξηκέλεο γεσ-
κεηξηθέο θαηαζθεπέο πνπ γίλνληαη 
κε ηε βνήζεηα γεσκεηξηθψλ ηφπσλ. 
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Στέδιο και ζεμειώζεις ηοσ Ιηαλού 
δωγράθοσ ηες Αναγέννεζες 
Leonardo da Vinci (1452-1519), από 
ηο Architectura de Vitruve, περίποσ 
1492. 

7 / 122 



Δγγεγξακκέλε γσλία 
 

6.1 Δηζαγσγηθά - Οξηζκνί 

 
 
 
 
 
 

Στήμα 1 
 

Γίλεηαη κία θπξηή γσλία x   y θαη 
έλαο θχθινο (Ο,R). Οη ζρεηηθέο ζέ-
ζεηο ηνπο θαζνξίδνληαη απφ ηε ζέζε 
ηεο θνξπθήο ηεο θαη ησλ πιεπξψλ 
ηεο: 

(i) Αλ ε θνξπθή είλαη ην θέληξν ηνπ 
θχθινπ (ζρ.1), ηφηε ε γσλία ιέγεηαη 
επίθεληξε, φπσο είδακε ζηε § 2.18. 

(ii) Αλ ε θνξπθή (ζρ.2) είλαη ζεκείν 
ηνπ θχθινπ θαη νη πιεπξέο ηεο ηέ-
κλνπζεο ηνπ θχθινπ, ηφηε ε γσλία  

Α 

x 

y 

˄ 
Α 
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ιέγεηαη εγγεγξακκέλε γσλία ηνπ 
θχθινπ. 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 2 

Σν ηφμν ΒΓ πνπ πεξηέρεηαη ζηελ 
εγγεγξακκέλε γσλία ιέγεηαη αληί-
ζηνηρν ηφμν ηεο ή δηαθνξεηηθά ιέκε  

φηη ε εγγεγξακκέλε γσλία      βαίλεη  

ζην ηφμν ΒΓ. 

 

 

 

 

 
Στήμα 3 

͡ 
  

 ˄ 
Α 

  

 

Α 

Β 

Γ x 

y 

͡ 
  

 

Α x 

y 
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(iii) Αλ ε θνξπθή είλαη ζεκείν ηνπ 
θχθινπ, ε κία ηεο πιεπξά είλαη ηέ-
κλνπζα θαη ε άιιε εθαπηνκέλε ηνπ 
θχθινπ (ζρ.3), ηφηε ε γσλία ιέγεηαη 
γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο. 
 
 

6.2 ρέζε εγγεγξακκέλεο θαη 

αληίζηνηρεο επίθεληξεο 

Ζ ζρέζε κίαο εγγεγξακκέλεο θαη 
κίαο επίθεληξεο γσλίαο πνπ βαί-
λνπλ ζην ίδην ηφμν δίλεηαη απφ ην 
αθφινπζν ζεψξεκα: 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ θχθινο (O,R) θαη έλα ηφμν ηνπ  

AB. Αο ζεσξήζνπκε ηελ αληίζηνηρε 

                                                      Θεώξεκα .  
Θάζε εγγεγξακκέλε γσλία ηζνύ-
ηαη κε ην κηζό ηεο επίθεληξεο 
γσλίαο πνπ βαίλεη ζην ίδην ηόμν. 
 

͡ 
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επίθεληξε γσλία Α   Β θαη ζεκείν Γ 
ηνπ θχθινπ πνπ δελ αλήθεη ζην  

ηφμν AB. Σφηε ζα απνδείμνπκε φηη  

Α   Β = 2ΑΓΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 4 
(i) Αο κειεηήζνπκε πξψηα ηελ πεξί-
πησζε φπνπ ην θέληξν Ο ηνπ θχ-
θινπ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθφ ηεο  

˄ 
Ο 

  

 
˄ 
Ο 

  

 

˄ 
͡ 

  

 

Ο 

Α 
Γ Γ΄ 

Β 
Α 

Β Γ 

Ο 

Ο 

Γ΄ Α 

Γ Β 

(α) 

(β) 

(γ) 
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εγγεγξακκέλεο γσλίαο ΑΓΒ (ζρ.4α). 
Έζησ Γ΄ ην αληηδηακεηξηθφ ζεκείν 
ηνπ Γ. Σν ηξίγσλν ΑΟΓ είλαη ηζν- 

ζθειέο, επνκέλσο ΟΑΓ = ΟΓΑ. Ζ  

Γ΄ΟΑ είλαη εμσηεξηθή ηνπ ηξηγψλνπ  

ΑΟΓ, επνκέλσο Γ΄ΟΑ = 2ΟΓΑ θαη  

φκνηα έρνπκε φηη Γ΄ΟΒ = 2ΟΓΒ. 
Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο δχν 
παξαπάλσ ηζφηεηεο έρνπκε φηη 

 

AOΒ = 2ΑΓΒ. 

(ii) Αο εμεηάζνπκε θαηφπηλ ηελ 
πεξίπησζε φπνπ ην O αλήθεη ζε 
κία πιεπξά ηεο εγγεγξακκέλεο γσ- 

λίαο ΑΓΒ (ζρ.4β). Ζ επίθεληξε γσ- 

λία ΑΟΒ είλαη εμσηεξηθή ηνπ ηζν- 

ζθεινχο ηξηγψλνπ ΓΟΒ, νπφηε  

ΑΟΒ = 2ΑΓΒ. 

˄ 

˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ 

˄ 

˄ 

˄ ˄ 
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(iii) Όκνηα κε ηηο πξνεγνχκελεο πε-
ξηπηψζεηο (ζρ.4γ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΥΟΙΗΟ  
Απφ ην πφξηζκα (iii) ζπκπεξαί-
λνπκε εχθνια φηη ηα ηφμα πνπ πε-
ξηέρνληαη κεηαμχ παξάιιεισλ 
ρνξδψλ είλαη ίζα (ζρ.5) θαη αληί-
ζηξνθα. 

 
Στήμα 5 

 

Α Β 

Γ Γ 
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ΠΟΡΗΚΑΣΑ 

(i) Σν κέηξν κίαο εγγεγξακκέλεο 
γσλίαο ηζνύηαη κε ην κηζό ηνπ 
κέηξνπ ηνπ αληίζηνηρνπ ηόμνπ 
ηεο. 
(ii) Θάζε εγγεγξακκέλε γσλία πνπ 
βαίλεη ζε εκηθύθιην είλαη νξζή. 
(iii) Οη εγγεγξακκέλεο γσλίεο πνπ 
βαίλνπλ ζην ίδην ή ζε ίζα ηόμα ηνπ 
ίδηνπ ή ίζσλ θύθισλ είλαη ίζεο θαη 
αληίζηξνθα.  
 

6.3 Γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο 

Ζ ζρέζε κίαο γσλίαο ρνξδήο θαη 
εθαπηνκέλεο κε ηελ εγγεγξακκέλε 
γσλία πνπ βαίλεη ζην ηφμν ηεο ρνξ-
δήο δίλεηαη απφ ην αθφινπζν ζεψ-
ξεκα: 
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Απόδεημε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 6 
 

Έζησ φηη ε γσλία ρνξδήο θαη εθα- 

πηνκέλεο xΑy είλαη νμεία (ζρ. 6) θαη 

ΑΓΒ κηα ηπραία εγγεγξακκέλε γσ- 

                                                      Θεώξεκα .  
Ζ γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη από 
κία ρνξδή θύθινπ θαη ηελ εθα- 
πηνκέλε ζην άθξν ηεο ρνξδήο 
ηζνύηαη κε ηελ εγγεγξακκέλε 
πνπ βαίλεη ζην ηόμν ηεο ρνξδήο. 

 
 

Α 
Ο 

Μ 
Β 

Γ x΄ 

x y 

˄ 

˄ 
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λία πνπ βαίλεη ζην ηφμν ηεο ρνξδήο  

ΑΒ. Γλσξίδνπκε φηη ΑΓΒ =            . 

Φέξνπκε ην απφζηεκα ΟΜ, νπφηε  

ΑOΜ = ΜΟΒ =            = ΑΓΒ. Αιιά  

xΑy = ΑΟΜ σο νμείεο γσλίεο κε θά-
ζεηεο πιεπξέο. 
 

Δπνκέλσο xΑy = ΑΓΒ. 
Αλ ε γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέ-
λεο είλαη ακβιεία, ε απφδεημε είλαη 
αλάινγε. 
 
 

 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε 

Κία γσλία πνπ ε θνξπθή ηεο αλή-
θεη ζην εζσηεξηθό ή ζην εμσηεξη-
θό θύθινπ θαη νη πιεπξέο ηεο είλαη 
ηέκλνπζεο ηνπ θύθινπ ιέγεηαη 
γσλία δύν ηεκλνπζώλ θαη εθθξά-
δεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ εγγε-
γξακκέλσλ γσληώλ, πνπ ζρεκαηί- 

˄  AOB. 
2 

 
 

˄ 

 AOB. 
2 

 
 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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δνπλ νη πιεπξέο ηεο κε ηνλ 
θύθιν. 
(i) Αο ζεσξήζνπκε γσλία xAy, 
όπνπ ε θνξπθή ηεο Α είλαη εζσηε-
ξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ (ζρ.7). Οη 
πιεπξέο ηεο Ax, Ay θαη νη πξνε-
θηάζεηο ηνπο ηέκλνπλ ηνλ θύθιν 

ζηα ζεκεία Β1,Γ1 θαη Β2,Γ2 αληί-

ζηνηρα. Σόηε, ηζρύεη όηη ε γσλία  

xAy ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ 
εγγεγξακκέλσλ γσληώλ πνπ 
βαίλνπλ ζηα ηόμα πνπ πεξηέρεη ε 
xAy θαη ε θαηα θνξπθήλ ηεο, 
δειαδή: 

xAy = ΑΒ1Γ2 + Β1Γ2Α. 

(ii) Αο ζεσξήζνπκε γσλία xAy 
όπνπ ε θνξπθή ηεο Α είλαη εμσ-
ηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ (ζρ.8). 
Οη πιεπξέο ηεο Ax, Ay ηέκλνπλ 

ηνλ θύθιν ζηα ζεκεία Β1,Β2 θαη  

˄ 

˄ 

˄ ˄ ˄ 
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Γ1,Γ2 αληίζηνηρα. Σόηε ηζρύεη όηη ε  
 

γσλία xAy ηζνύηαη κε ηε δηαθνξά 
ησλ εγγεγξακκέλσλ γσληώλ, πνπ 
βαίλνπλ ζηα ηόμα ηνπ θύθινπ πνπ  

πεξηέρεη ε xAy, δειαδή  

xAy = Β2Β1Γ2 - Β1Γ2Γ1, 

όπνπ Β2Β1Γ2 > Β1Γ2Γ1. 

Απόδεημε 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 7 
 

(i) Ζ xAy είλαη εμσηεξηθή ηνπ ηξηγψ-

λνπ Β1ΑΓ2, επνκέλσο ηζνχηαη κε ην 

άζξνηζκα ησλ δχν απέλαληη εζσηε- 

˄ 

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 

Α 
x 

y 

Γ2 

Β2 

Β1 

Γ1 

˄ 
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ξηθψλ, δειαδή  

xAy = ΑΒ1Γ2 + Β1Γ2Α. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Στήμα 8 

 

(ii) Ζ γσλία Β2Β1Γ2 είλαη εμσηεξηθή 

ηνπ ηξηγψλνπ Β1ΑΓ2, επνκέλσο 
 

Β2Β1Γ2 = xAy + ΑΓ2Β1   

˄ ˄ ˄ 

ΥΟΙΗΟ  
 

xAy =  
˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
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B1Γ1

2
 + 

B2Γ2

2

͡ 
  

 

͡ 
  

 

A 

Γ1 

Β1 

Β2 

Γ2 

x 

y 

˄ 

˄ ˄ ˄ 
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ή  xAy = Β2Β1Γ2 - Β1Γ2Γ1. 

 
 
 
 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Θεσξνύκε δύν ηεκλόκελνπο θύ-
θινπο θαη θέξνπκε ηηο εθαπηόκε-
λεο ηνπο ζε θαζέλα από ηα θνηλά 
ζεκεία ηνπο. 
(i) Λα απνδεηρζεί όηη νη εθαπηόκε-
λεο ησλ δύν θύθισλ ζε θαζέλα 
από ηα θνηλά ζεκεία ηνπο ζρεκα-
ηίδνπλ ίζεο γσλίεο. Θαζεκία από 
ηηο γσλίεο απηέο ιέγεηαη γσλία 
ησλ δύν θύθισλ. 
(ii) Αλ ε γσλία ησλ δύν θύθισλ 
είλαη νξζή, ιέκε όηη νη θύθινη ηέ-
κλνληαη νξζνγώληα ή όηη είλαη  

˄ ˄ ˄ 

ΥΟΙΗΟ  
 

xAy =  
˄ ͡ 

  

 

͡ 
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

B2Γ2

2
 - 

B1Γ1

2
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νξζνγώληνη. Λα απνδεηρζεί όηη, αλ 
νη δύν θύθινη είλαη νξζνγώληνη, νη 
εθαπηόκελεο ηνπ ελόο θύθινπ ζηα 
θνηλά ζεκεία ηνπο δηέξρνληαη από 
ην θέληξν ηνπ άιινπ θύθινπ. 

Απόδεημε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 9 (α) 
 

(i) Αο ζεσξήζνπκε δχν ηεκλφκε-

λνπο θχθινπο κε θέληξα Ο1 

θαη Ο2 θαη Α,Β ηα ζεκεία ηνκήο 

ηνπο. Απφ ηελ ηζφηεηα ησλ ηξηγψ- 

x 
x΄ 

y΄ 
y 

θ 

θ 

σ 
σ 

Α 

Β 

Ο1 
Ο2 
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λσλ Ο1ΑΟ2 θαη Ο1ΒΟ2 ζα έρνπκε φηη  

Ο1AΟ2 = Ο1ΒΟ2 = σ (ζρ.9α). 

Αο θέξνπκε ηψξα ηηο εθαπηφκελεο 
ησλ δχν θχθισλ ζην ζεκείν Α θαη 
ζην ζεκείν Β. Οη εθαπηφκελεο ζην  

Α ζρεκαηίδνπλ γσλία x΄Ax = 2L- σ  

(γηαηί Ο1Αx = Ο1Αx΄ = 1L) θαη φκνηα 

νη εθαπηφκελεο ζην Β ζρεκαηίδνπλ  
 

γσλία y΄By = 2L- σ. Δπνκέλσο,  
 

x΄Ax = y΄By. 

(ii) Αλ δχν θχθινη ηέκλνληαη νξζν-
γψληα, δειαδή αλ θ = 1L (ζρ.9β),  

έρνπκε φηη Ο1AΟ2 = Ο1Αx =2L, 

νπφηε νη εκηεπζείεο Ax θαη ΑΟ2 είλαη 

αληηθείκελεο. 

 
 

˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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6.4 Βαζηθνί γεσκεηξηθνί ηόπνη 
ζηνλ θύθιν  
Σόμν θύθινπ πνπ δέρεηαη γλσζηή 
γσλία 
 
Έζησ έλα επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ 
θαη έλα ζεκείν Μ πνπ δελ αλήθεη 
ζηελ επζεία ΑΒ (ζρ.10). Αλ θ είλαη ε  
 

γσλία Α    Β ηφηε ιέκε φηη ην ζεκείν 

Μ βιέπεη ην ηκήκα ΑΒ ππφ γσλία θ 

ή ηζνδχλακα ην ΑΒ θαίλεηαη απφ 
ην ζεκείν Μ ππφ γσλία θ. Αλ η είλαη 
έλα ηφμν θχθινπ πνπ έρεη ρνξδή 
ηελ ΑΒ θαη δηέξρεηαη απφ ην Μ, ηφηε  
 

ιέκε φηη ην ηφμν η  δέρεηαη γσλία θ. 
Θα δνχκε ηψξα πσο 
θαηαζθεπάδεηαη έλα ηφμν πνπ λα 
δέρεηαη γσλία θ. 
 
 
 

˄ 
M 

  

 

͡ 
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Στήμα 10 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 

Γίλεηαη έλα ηκήκα ΑΒ θαη κία 
γσλία θ. Λα θαηαζθεπαζζεί ηόμν 
θύθινπ πνπ λα έρεη ρνξδή ην ΑΒ 
θαη λα δέρεηαη γσλία θ. 
• Έζησ θ< 1L 
 

 Αλάιπζε 
Αλ ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ 
θαίλεηαη απφ έλα ζεκείν Μ ππφ 
 

γσλία θ, δειαδή Α    Β = θ, ηφηε 
αξθεί λα πξνζδηνξίζνπκε ην θέληξν 

Α 

  

 

Β 
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θαη ηελ αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ 
θχθινπ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΜΒ (βι. 
Πφξηζκα (iii), § 6.2).  
 

Έζησ ΑΒ έλα ηφμν θχθινπ, θέληξνπ 
Ο, κε ρνξδή ηελ ΑΒ ηέηνην, ψζηε γηα 
θάζε ζεκείν ηνπ Μ δηαθνξεηηθφ ησλ  
 

Α,Β λα ηζρχεη Α   Β = θ (ζρ.11).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 11 
Αλ θέξνπκε ηελ εκηεπζεία Βx 
εθαπηφκελε ηνπ θχθινπ ζην Β ζα  
 

έρνπκε Α   x = Α   Β = θ (γσλία  
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 ε 
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ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο) θαη 
επνκέλσο ε Βx είλαη κία ζηαζεξή, 
αλεμάξηεηε ηνπ Μ, εκηεπζεία. 
Δπεηδή ΟΒ    Βx, ην θέληξν Ο ζα 
βξίζθεηαη ζηε ζηαζεξή επζεία δ πνπ 
είλαη θάζεηε ζηε Βx ζην Β. Αιιά ην 
Ο βξίζθεηαη επίζεο θαη ζηε 
κεζνθάζεην ε ηνπ ΑΒ, άξα είλαη ε 
ηνκή ησλ ε θαη δ.  
 

ύλζεζε 
 

Θεσξνχκε ην δνζκέλν ηκήκα ΑΒ 
θαη θέξνπκε εκηεπζεία Βx έηζη,  
 

ψζηε Α   x = θ. ηε ζπλέρεηα 
θέξνπκε επζεία δ θάζεηε ηεο Βx ζην 
Β, πνπ ηέκλεη ηε κεζνθάζεην ε ηνπ 
ΑΒ ζην Ο. Γξάθνπκε ηνλ θχθιν  
 

(Ο,ΟΑ) θαη ην ηφμν ΑΣΒ (ζρ.11) 
(ρσξίο ηα άθξα ηνπ) είλαη ην 
δεηνχκελν.  
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˄ 
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Απόδεημε 
 

Γηα θάζε ζεκείν Μ ηνπ ηφμνπ ΑΣΒ  
 

έρνπκε Α   Β = Α   x = θ, αθνχ ε  
 

Α   x είλαη γσλία ρνξδήο θαη εθα- 
 

πηνκέλεο θαη ε Α   Β εγγεγξακκέλε 
πνπ βαίλεη ζην ηφμν ηεο ρνξδήο, 
ελψ γηα θάζε ζεκείν Ν ηνπ ηφμνπ  
 

ΑΒ έρνπκε  
 

Α   Β = Α   x' = 2L - A   x = 2L - θ, 
φπνπ Βx' ε αληηθείκελε εκηεπζεία 
ηεο Βx.  
 

Γηεξεύλεζε 
 

Γηα λα ππάξρεη ιχζε πξέπεη ε 
επζεία δ λα ηέκλεη ηελ ε, ην νπνίν  
ζπκβαίλεη πάληνηε, αθνχ  
 

Α   x = θ ≠ 0. 
 

• Έζησ θ > 1L 
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Σφηε κε ηνλ ίδην, φπσο παξαπάλσ, 
ηξφπν θαηαζθεπάδνπκε ηνλ θχθιν  
 

θέληξνπ Ο θαη ην ηφμν ΑΓΒ (ζρ.12) 
πνπ είλαη ην δεηνχκελν (ρσξίο ηα 
άθξα ηνπ). 
• Έζησ θ = 1L 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 12 
 

Σφηε ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηψλ 
ε, δ είλαη ην κέζν Ο ηνπ ΑΒ (ζρ.13). 
Δπνκέλσο, ην δεηνχκελν ηφμν είλαη 
θαζέλα απφ ηα εκηθχθιηα δηακέηξνπ 
ΑΒ, ρσξίο ηα άθξα ηνπο Α θαη Β. 
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Στήμα 13 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Ο 

  

 ε 

  

 

x 

  

 
ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
 

Έζησ ηφμν ΑΒ πνπ δέρεηαη γσλία 

θ θαη Π1 ην εκηεπίπεδν ζην 

νπνίν πεξηέρεηαη (ζρ.14). Γηα  
 

θάζε ζεκείν Μ ηνπ ΑΒ έρνπκε  
 

ΑΜΒ = θ,  ελψ γηα θάζε ζεκείν Η 
ηνπ ηκήκαηνο ΑΜ ή ζεκείν Δ ηεο 
πξνέθηαζεο ηνπ ΑΜ έρνπκε  
 

αληίζηνηρα ΑΗΒ > θ θαη ΑΔΒ < θ 
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Στήμα 14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Δ

Δ 

  

 
Μ 

  

 
Η 

  

 

θ 

  

 

Π1 

  

 

Π2 

  

 

Άξα ηα κνλαδηθά ζεκεία ηνπ Π1 

απφ ηα νπνία ην ΑΒ θαίλεηαη ππφ  
 

γσλία θ είλαη ηα ζεκεία ηνπ ΑΒ 
εθηφο απφ ηα άθξα ηνπ. Όκνηα 
απνδεηθλχεηαη φηη ηα κνλαδηθά 

ζεκεία ηνπ Π2 πνπ βιέπνπλ ην 

ΑΒ ππφ γσλία θ είλαη ηα ζεκεία  
 

ηνπ ηφμνπ ΑΝΒ ζπκκεηξηθνχ ηνπ  
 

ΑΒ σο πξνο ηελ επζεία ΑΒ  
(ζρ. 15) 
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Στήμα 15 
 
Απφ ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε 
φηη: 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ 
ηνπ επηπέδνπ από ηα νπνία έλα 
ηκήκα ΑΒ θαίλεηαη ππό γσλία θ 
είλαη δπν ηόμα θύθισλ, ρνξδήο 
ΑΒ, ρσξίο ηα άθξα ηνπο Α,Β, 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία 
ΑΒ, θαζέλα από ηα νπνία δέρεηαη 
γσλία θ. 
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Ν 

  

 

θ 
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Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ πξνεγνπκέλνπ 
είλαη φηη: 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ 
ηνπ επηπέδνπ από ηα νπνία έλα 
ηκήκα ΑΒ θαίλεηαη ππό νξζή 
γσλία είλαη θύθινο κε δηάκεηξν 
ΑΒ, ρσξίο ηα ζεκεία Α θαη Β. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΥΟΙΗΟ  
 

ηε ιχζε ηνπ παξαπάλσ 
πξνβιήκαηνο, εθηφο απφ ηα 
γλσζηά καο βήκαηα: θαηαζθεπή, 
απφδεημε, δηεξεχλεζε αλαθέξακε 
πξηλ απφ απηά θαη ην βήκα ηεο 

αλάιπζεο. Σν βήκα απηφ ην 
θάλνπκε φηαλ ε θαηαζθεπή ηνπ 
δεηνχκελνπ ζρήκαηνο δελ είλαη 
άκεζα θαλεξή θαη πεξηιακβάλεη 
ηα εμήο: 
Τπνζέηνπκε φηη θαηαζθεπάζακε 

ην δεηνχκελν ζρήκα θαη 
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πξνζπαζνχκε λα εληνπίζνπκε 
εθείλεο ηηο ηδηφηεηέο ηνπ πνπ 
αλάγνπλ ηελ θαηαζθεπή ηνπ ζε 
γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο πνπ καο 
είλαη ήδε γλσζηέο. ηε ζχλζεζε 
ή αιιηψο θαηαζθεπή έρνληαο 
νδεγφ ηελ αλάιπζε θάλνπκε 
φιεο εθείλεο ηηο επηκέξνπο 
γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο πνπ 
ηειηθά ζα καο νδεγήζνπλ ζηελ 
θαηαζθεπή ηνπ δεηνχκελνπ 
ζρήκαηνο. Σα παξαπάλσ βήκαηα 
αθνινπζνχλ, φπσο είλαη γλσζηφ, 
ην βήκα ηεο απφδεημεο θαη ην 
βήκα ηεο δηεξεχλεζεο (§3.17). 
Ζ κέζνδνο απηή ησλ ηεζζάξσλ 
βεκάησλ: αλάιπζε, ζχλζεζε, 
απφδεημε θαη δηεξεχλεζε είλαη 

γλσζηή σο αλαιπηηθή - ζπλζεηη-
θή κέζνδνο θαη ρξεζηκνπνηείηαη 

ζε πξνβιήκαηα γεσκεηξηθψλ 
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ΑΘΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Πφηε κηα γσλία ιέγεηαη 
εγγεγξακκέλε; 

2. Αλ θ θαη σ είλαη αληίζηνηρα ε 
εγγεγξακκέλε θαη ε επίθεληξε 
γσλία πνπ βαίλνπλ ζην ίδην ηφμν 
ελφο θχθινπ, ηφηε: 

α. θ = σ,   β. θ = 2σ,  

γ. σ = 2θ,   δ. θ = 90°+σ,  

ε. Σίπνηα απφ ηα πξνεγνχκελα. 
Κπθιψζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο 
απάληεζεο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 

3. πκπιεξψζηε ην θελφ ζηελ 
επφκελε πξφηαζε: "Ζ γσλία 
ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο ηζνχηαη κε 
…………………………………………" 

θαηαζθεπψλ θαη ζε άιιεο 
πεξηνρέο ησλ Μαζεκαηηθψλ. 
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4. Πνηνο είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ ηα 
νπνία βιέπνπλ έλα γλσζηφ ηκήκα 
ππφ γσλία θ < 1L ή θ = 1L; 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ 
ζρήκαηα λα βξείηε ηα x θαη y. 
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2. Αλ ζην παξαθάησ ζρήκα είλαη     
 

Α = 40°, λα βξείηε ην κέηξν ηνπ  
 

ηφμνπ ΒΔ. 
 
 
 
 
 
 
 

3. Αλ ζηα παξαθάησ ζρήκαηα νη 
επζείεο ε θαη ε' είλαη εθαπηφκελεο 
λα βξεζνχλ ηα x θαη y. 
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4. Αλ ζην παξαθάησ ζρήκα είλαη    
 

Α = 25
ν
 , λα βξείηε ηα κέηξα ησλ  

 

ηφμσλ ΔΒ θαη ΓΓ . 
 
 
 
 
 
 
 

5. Αλ ζην παξαθάησ ζρήκα είλαη  
 

ΒΜ = ΜΓ θαη Α = 70°, λα  
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ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ησλ 
ηξηγψλσλ ΟΒΓ θαη ΜΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. ην παξαθάησ ζρήκα, πνηα 
ζρέζε είλαη ζσζηή; 
i) x - y + z = 0, 
ii) x - 2y + z = 0, 
iii) x - y + z = 0, 
iv) x + y = 2z, 
v) θακία απφ ηηο παξαπάλσ. 
Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή 
ζαο. 
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7. Σν θαιχηεξν θάζηζκα ζε έλαλ θη-
λεκαηνγξάθν είλαη ην θάζηζκα "Α ". 
Να βξείηε πνηα άιια θαζίζκαηα 
έρνπλ ηελ ίδηα νπηηθή γσλία κε ην 
ζεαηή πνπ θάζεηαη ζην θάζηζκα Α . 
 
 
 
 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Να απνδείμεηε φηη ε εθαπηνκέλε 
ζην κέζν ελφο απφ ηα ηφμα κε 
ρνξδή ΑΒ θχθινπ (Κ) είλαη 
παξάιιειε ζηε ρνξδή ΑΒ θαη 
αληίζηξνθα. 
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2. Γχν θχθινη ηέκλνληαη ζηα ζεκεία 
Α θαη Β. Αλ Γ θαη Γ είλαη ηα 
αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηνπ Α ζηνπο 
δχν θχθινπο, λα απνδείμεηε φηη ε 
επζεία ΓΓ δηέξρεηαη απφ ην Β. 
 

3. Γχν θάζεηεο ρνξδέο ΑΒ, ΓΓ 
θχθινπ (Κ) ηέκλνληαη ζεκείν Ρ. Να 
απνδείμεηε φηη ε δηάκεζνο ΡΜ ηνπ 
ηξηγψλνπ ΡΒΓ είλαη θάζεηε ζηελ 
ΑΓ. 
 

4. Ο θαπεηάληνο ελφο ηζηηνπιντθνχ 
πινίνπ I είδε ηξεηο ζεκαδνχξεο γηα 
πθάινπο ζηα ζεκεία Α, Β, Γ. Με κία 
ππμίδα δηφπηεπζεο κέηξεζε φηη 
 

ΑΗΒ = 100°, ΒΗΓ= 125°, ΓΗΑ = 135°. 

 
 
 
 
 
 

˄ ˄ ˄ 
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Δληφπηζε ηα ζεκεία Α, Β, Γ ζην 
ράξηε θαη πξνζδηφξηζε ηελ αθξηβή 
ζέζε ηνπ ηζηηνπιντθνχ. Πψο ηα 
θαηάθεξε; 
 

ύλζεηα Θέκαηα 
1. Γχν θχθινη εθάπηνληαη 
εμσηεξηθά (ή εζσηεξηθά) ζην ζεκείν 
Α θαη δχν επζείεο ε, ε' πνπ 
δηέξρνληαη απφ ην Α ηέκλνπλ ηνλ 
έλα θχθιν ζηα ζεκεία Β, Β' θαη ηνλ 
άιιν ζηα Γ θαη Γ' αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη ΒΒ' // ΓΓ'. 
 

2. Γχν θχθινη εθάπηνληαη 
εζσηεξηθά ζην Α. Μία ρνξδή ΒΓ ηνπ 
κεγαιχηεξνπ θχθινπ εθάπηεηαη ζην 
κηθξφηεξν, ζην ζεκείν Γ. Να 
απνδείμεηε φηη ε ΑΓ δηρνηνκεί ηε  
 

γσλία ΒΑΓ. 
 
 

˄ 
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3. Γίλεηαη θχθινο (Κ), ε 
εθαπηνκέλε ε ζε έλα ζεκείν ηνπ Α 
θαη έλα ζεκείν Ρ ηεο ε. Απφ ην Ρ 
θέξνπκε κία επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ 
θχθιν ζηα Β θαη Γ. Αλ ε δηρνηφκνο  
                      

                    ηεο γσλίαο ΒΑΓ ηέκλεη  
                   ηε ρνξδή ΒΓ ζην Γ, λα  
               απνδείμεηε φηη ΡΓ =ΡΑ. 
 
 
 

 

Δγγεγξακέλα θαη εγγξάςηκα 
ηεηξάπιεπξα 
 

6.5 Σν εγγεγξακκέλν ηεηξάπιεπξν 
 

Οξηζκόο 
Έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη 
εγγεγξακκέλν ζε θύθιν, αλ νη 
θνξπθέο ηνπ είλαη ζεκεία ηνπ 
θύθινπ. 

˄ 
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Ο θχθινο ζηνλ νπνίν είλαη 
εγγεγξακκέλν έλα ηεηξάπιεπξν ιέ-

γεηαη πεξηγεγξακκέλνο θχθινο ηνπ 
ηεηξαπιεχξνπ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

(i)  H γσλία Α βαίλεη ζην ηφμν ΒΓΓ,  
 

ελψ ε Γ ζην ΒΑΓ, κε ΒΓΓ + ΒΑΓ =  
 

4L (ζρ.16). Δπνκέλσο Α + Γ = 2L. 
 

 Θεώξεκα   
Έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πνπ 
είλαη εγγεγξακκέλν ζε θύθιν 
(0,R) έρεη ηηο αθόινπζεο 
ηδηόηεηεο: 
(i) Οη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο. 
(ii) Θάζε πιεπξά ηνπ θαίλεηαη 
από ηηο απέλαληη θνξπθέο ππό 
ίζεο γσλίεο. 
 
 

˄ ͡ 
  

 

˄ 
͡ 

  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

˄ ˄ 

43 / 130 



 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 16 
 
 

(ii) Γχν νπνηεζδήπνηε δηαδνρηθέο 
θνξπθέο ηνπ ηεηξαπιεχξνπ ΑΒΓΓ 
(π.ρ. νη Α, Β) είλαη θαη θνξπθέο δχν  
 

ίζσλ εγγεγξακκέλσλ γσληψλ (ΓΑΓ  
 

θαη ΓΒΓ), πνπ βαίλνπλ ζην ίδην ηφμν  
 

ΓΓ, πνπ νξίδεη ε απέλαληη πιεπξά 
ΓΓ (ζρ.17). 
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Στήμα 17 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 18 
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ΠΟΡΗΚΑ Η 

Θάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο 
εγγεγξακκέλνπ ηεηξαπιεύξνπ 
ηζνύηαη κε ηελ απέλαληη 
εζσηεξηθή γσλία ηνπ. 
 

6.6 Σν εγγξάςηκν ηεηξάπιεπξν 
 

Οξηζκόο 
Έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη 
εγγξάςηκν όηαλ κπνξεί λα γξαθεί 
θύθινο πνπ λα δηέξρεηαη θαη από 
ηηο ηέζζεξηο θνξπθέο ηνπ. 
 

Ζ κειέηε ησλ εγγξάςηκσλ 
ηεηξαπιεχξσλ πξνέθπςε απφ ην 
εξψηεκα αλ ηέζζεξα ζεκεία ηνπ 
επηπέδνπ (αλά ηξία κε ζπλεπζεηα- 
θά) είλαη ή φρη νκνθπθιηθά. 
Γλσξίδνπκε βέβαηα φηη ηξία ζεκεία 
ηνπ επηπέδνπ κε ζπλεπζεηαθά 

46 / 131 



αλήθνπλ ζηνλ ίδην θχθιν, απηφ 
φκσο δε ζπκβαίλεη απαξαίηεηα θαη 
γηα ηέζζεξα ζεκεία, π.ρ. νη θνξπθέο 
ελφο ηπραίνπ παξαιιεινγξάκκνπ, 
ην νπνίν δελ είλαη νξζνγψλην, δελ 
είλαη δπλαηφλ λα αλήθνπλ ζηνλ ίδην 
θχθιν, αθνχ νη απέλαληη γσλίεο ηνπ 
είλαη ίζεο θαη αλ δελ είλαη θαη νη δχν 
νξζέο δελ ζα είλαη παξαπιεξσκαηη-
θέο. Απνκέλεη ινηπφλ λα θαζνξί-
ζνπκε θάησ απφ πνηεο ζπλζήθεο 
είλαη ηέζζεξα ζεκεία νκνθπθιηθά ή, 
ηζνδχλακα, θάησ απφ πνηεο πξνυ-

πνζέζεηο (θξηηήξηα) έλα 
ηεηξάπιεπξν είλαη εγγξάςηκν ζε 
θχθιν. 
 
 
 
 
 
 

 Θεώξεκα   
Έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη 
εγγξάςηκν ζε θύθιν, αλ ηζρύεη 
κία από ηηο αθόινπζεο 
πξνηάζεηο: 
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Απόδεημε 
 

(i) Έζησ Α + Γ = 2L. Φέξνπκε ηνλ 
θχθιν πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Α, Β, 
Γ θαη ηε ρνξδή ηνπ ΒΓ. Σα ζεκεία 
Α, Γ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ΒΓ, 
νπφηε θάζε εγγεγξακκέλε γσλία  
 

ζην ηφμν ΒΑΓ ηζνχηαη κε ηε Γ, ελψ 
θάζε εγγεγξακκέλε γσλία πνπ  
 

βαίλεη ζην ΒΔΓ (ζρ.19) ηζνχηαη κε 
ηελ παξαπιεξσκαηηθή ηεο, 

 (i) Γύν απέλαληη γσλίεο ηνπ 
είλαη παξαπιεξσκαηηθέο. 
(ii) Κία πιεπξά ηνπ θαίλεηαη 
από ηηο απέλαληη θνξπθέο ππό 
ίζεο γσλίεο. 
(iii) Κία εμσηεξηθή ηνπ γσλία 
ηζνύηαη κε ηελ απέλαληη εζσηε-
ξηθή γσλία ηνπ ηεηξαπιεύξνπ. 
 
 
 
 
 

˄ ˄ 

͡ 
  

 ͡ 
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δειαδή ηελ Α. Δπνκέλσο ην Γ είλαη 
ζεκείν ηνπ ΒΔΓ θαη νκνθπθιηθφ κε 
ηα Α, Β, Γ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 19 
 

(ii) Έζησ ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ 
ηέηνην ψζηε 
 

ΓΑΓ = ΓΒΓ = θ. 
 

Σφηε ηα Α,Β αλήθνπλ ζηνλ 
γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ ζεκείσλ ηνπ 
επηπέδνπ απφ ηα νπνία ην ηκήκα 
ΓΓ θαίλεηαη ππφ νξηζκέλε γσλία θ. 
Ο γεσκεηξηθφο απηφο ηφπνο είλαη 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 Γ 

  

 

E 

  

 

˄ ˄ 

49 / 132 



(βι. § 6.4) δχν ζπκκεηξηθά ηφμα σο 
πξνο ην ΓΓ. Σα Α,Β φκσο βξίζθν-
ληαη ζην ίδην κέξνο ηεο ΓΓ, ζπλεπψο 
αλήθνπλ ζην ίδην ηφμν, επνκέλσο 
ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ είλαη 
νκνθπθιηθά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 20 
 

(iii) Έζησ φηη xΓΒ = Α(ζρ. 21), ηφηε  
 

Α + Γ = 2L, επνκέλσο ην ηεηξά-
πιεπξν είλαη εγγξάςηκν γηαηί έρεη 
δχν απέλαληη γσλίεο ηνπ 
παξαπιεξσκαηηθέο, ιφγσ ηνπ 
θξηηεξίνπ (i). 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 Γ 

  

 ˄ 

˄ ˄ 
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Στήμα 21 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε Πεξηγεγξακκέλν 
θαη πεξηγξάςηκν ηεηξάπιεπξν ζε 
θύθιν 
 

Έλα ηεηξάπιεπξν, ηνπ νπνίνπ νη 
πιεπξέο εθάπηνληαη ζηνλ ίδην 
θύθιν, ιέγεηαη πεξηγεγξακκέλν 
ζηνλ θύθιν απηό, ελώ ν θύθινο 
ιέγεηαη εγγεγξακκέλνο ζην 
ηεηξάπιεπξν απηό.  

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

x 
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(Α) Λα απνδεηρζνύλ νη ηδηόηεηεο 
ελόο πεξηγεγξακκέλνπ 
ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ: 
(i)  Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηνπ 
δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν, ην 
νπνίν είλαη ην θέληξν ηνπ 
εγγεγξακκέλνπ θύθινπ. 
(ii) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη 
πιεπξώλ ηνπ είλαη ίζα. 
(Β) Λα απνδείμεηε όηη γηα λα είλαη 
έλα ηεηξάπιεπξν πεξηγξάςηκν ζε 
θύθιν αξθεί λα ηζρύεη κία από ηηο 
αθόινπζεο πξνηάζεηο : 
(i) Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηνπ 
δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. 
(ii) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη 
πιεπξώλ ηνπ είλαη ίζα. 
 

Απόδεημε 
 

(Α) Απιή (βι. ζρ.22). 
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Στήμα 22 

 
(Β) (i) Απφ ην ζεκείν ηνκήο Ο ησλ 
δηρνηφκσλ θέξνπκε ηηο θάζεηεο ΟΔ, 
ΟΕ, ΟΖ, ΟΘ ζηηο πιεπξέο ηνπ 
ηεηξαπιεχξνπ ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ 
αληίζηνηρα (ζρ. 23). Σν Ο σο ζεκείν 
ηεο δηρνηφκνπ ηεο γσλίαο Α 
ηζαπέρεη απφ ηηο πιεπξέο ηεο ΑΒ, 
ΑΓ, ζπλεπψο ΟΔ = ΟΘ. Αλάινγα 
έρνπκε φηη ΟΔ = ΟΕ = ΟΖ, νπφηε ηα 
ζεκεία Δ, Ε, Ζ, Θ αλήθνπλ ζε θχθιν 
(Ο,ΟΔ) θαη ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ 
είλαη πεξηγξάςηκν. 
 

Α 

  

 

θ 

  

 

Δ 

  

 

ι 

  

 

Β 

  

 

ι 

  

 

Ε 

  

 
κ 

  

 
Γ 

  

 

κ 

  

 

Ζ 

  

 

λ 

  

 

Γ 

  

 

λ 

  

 

Θ 

  

 

θ 

  

 

Ο 
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Στήμα 23 

 
(ii) Έζησ φηη ΑΒ + ΓΓ = ΑΓ + ΒΓ 
(1). Θεσξνχκε ηηο δηρνηφκνπο ησλ 
 

γσληψλ Γ, Γ, νη νπνίεο ηέκλνληαη 
ζην ζεκείν Ο θαη απφ ην Ο θέξνπκε 
ηηο θάζεηεο ζηηο πιεπξέο ησλ 
γσληψλ απηψλ, ΟΘ     ΑΓ, ΟΖ     ΓΓ  
θαη ΟΕ     ΒΓ (ζρ.24). Σφηε ΟΘ = ΟΖ = 
= ΟΕ θαη ν θχθινο (Ο,ΟΘ) εθάπηεηαη 
ζηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπ ΑΒΓΓ. Έζησ 
φηη δελ εθάπηεηαη ζηελ ΑΒ. 
Φέξνπκε ηελ εθαπηνκέλε απφ ην Α 
ζηνλ θχθιν (Ο,ΟΘ) ε νπνία ηέκλεη 

˄ ˄ 

┴ 
  

 

┴

  
  

 

┴ 
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Γ 
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Ε 

  

 

Γ 
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ηελ επζεία ΒΓ ζε ζεκείν Β'. Σν 
ηεηξάπιεπξν ΑΒ'ΓΓ είλαη 
πεξηγεγξακκέλν, νπφηε 

ΑΒ' + ΓΓ = ΑΓ + Β'Γ (2).  
Αθαηξψληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο 
(1) θαη (2) έρνπκε φηη: 
ΑΒ - ΑΒ' = ΒΓ - Β'Γ ή  
ΑΒ = ΑΒ' + ΒΒ', ην νπνίν είλαη 
άηνπν, επνκέλσο ν θχθινο 
εθάπηεηαη θαη ζηελ πιεπξά ΑΒ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 24 

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Β' 

  

 Z 

  

 

Γ 

  

 

H 

  

 

Γ 

  

 

Θ 

  

 

Ο 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 
Λα απνδεηρζεί όηη θάζε ηζνζθειέο 
ηξαπέδην είλαη εγγξάςηκν.  
 

Απόδεημε 
 

Αλ ην ΑΒΓΓ (ζρ.25) είλαη ηζνζθειέο  
 

ηξαπέδην ζα είλαη Α = Β, Γ = Γ θαη  
 

Α + Γ = Β + Γ = 2L . 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 25 
 
Δπνκέλσο ζα είλαη θαη Α + Γ = 2L , 
νπφηε είλαη εγγξάςηκν. 

 
 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 
˄ ˄ 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 3ε 
Λα απνδεηρζεί όηη νη δηρνηόκνη 
ησλ γσληώλ ελόο ηεηξαπιεύξνπ 
ζρεκαηίδνπλ εγγξάςηκν 
ηεηξάπιεπξν.  
 

Απόδεημε 
 

Έζησ ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη 

Α1Β1Γ1Γ1 ην ηεηξάπιεπξν πνπ ζρε- 

καηίδνπλ νη δηρνηφκνη ησλ γσληψλ 
ηνπ (ζρ. 26). Σφηε έρνπκε  
 

φηη  Β1Α1Γ1 = ΑΑ1Γ = 2L - 
    

 
θαη Γ1Γ1Β1 = ΒΓ1Γ = 2L -  
 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε έρνπκε φηη 
 

Β1Α1Γ1 + Γ1Γ1Β1 =  
 

= 4L -   

 

˄ ˄ 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

A + Γ

2

˄ ˄ 

˄ ˄ 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Β + Γ

2
 .

˄ ˄ 

˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Α + Β + Γ + Γ

2
 = 2L,

˄ ˄ ˄ ˄ 
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επνκέλσο ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ 
είλαη εγγξάςηκν. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 26 
 

 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 

1. ε έλα εγγεγξακκέλν 
ηεηξάπιεπξν: 
i) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη 
γσληψλ είλαη ίζα.                    Λ 
ii) Κάζε πιεπξά θαίλεηαη απφ ηηο 
απέλαληη θνξπθέο ππφ ίζεο γσλίεο.
                                               Λ  

Β 

  

 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

Α1 

  

 

Γ1 

  

 

Γ1 

  

 
Β1 
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Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία απφ ηηο 
πξνεγνχκελεο πξνηάζεηο θαη 
αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

2. Αλ ΑΒΓΑ εγγεγξακκέλν ζε θχθιν 
ηεηξάπιεπξν ηφηε:  
 

α. Α + Γεμ = 2L   β. Α = Γ  
 

γ. Α = Γεμ    δ. Α = Γεμ  
 

ε. Β = Γ 
 

Κπθιψζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο 
απάληεζεο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 
 

3. Απφ ηέζζεξα κε ζπλεπζεηαθά 
ζεκεία δηέξρεηαη πάληνηε έλαο 
θχθινο; 
 

4. i) Πφηε έλα ηεηξάπιεπξν ιέγεηαη 
εγγξάςηκν; 
ii) Αλ νη κεζνθάζεηνη ησλ πιεπξψλ 
ελφο ηεηξαπιεχξνπ δηέξρνληαη απφ 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ην ίδην ζεκείν, ηφηε ην ηεηξάπιεπξν 
είλαη εγγξάςηκν; 
Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

5. Πνηα είλαη ηα θξηηήξηα γηα λα 
είλαη έλα ηεηξάπιεπξν εγγξάςηκν; 
 

6. Πνηα απφ ηα ηεηξάπιεπξα: 
παξαιιειφγξακκν, νξζνγψλην, 
ξφκβνο, ηεηξάγσλν θαη ηξαπέδην 
είλαη εγγξάςηκα; 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ε έλα εγγξάςηκν ηεηξάπιεπξν  
 

ΑΒΓΑ είλαη Α = 120° θαη Βεμ = 80°.  
 

Να βξείηε ηηο γσλίεο Β, Γ θαη Γ ηνπ 
ηεηξαπιεχξνπ. 

2. Αλ έλαο ξφκβνο είλαη 
εγγεγξακκέλνο ζε θχθιν, λα 
απνδείμεηε φηη είλαη ηεηξάγσλν. 

3. Να απνδείμεηε φηη θάζε 
εγγεγξακκέλν παξαιιειφγξακκν 
είλαη νξζνγψλην. 

˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 
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4. Να απνδείμεηε φηη θάζε 
πεξηγεγξακκέλν παξαιιειφγξακκν 
είλαη ξφκβνο, ηνπ νπνίνπ  
νη δηαγψληνη ηέκλνληαη  
ζην θέληξν ηνπ  
εγγεγξακκέλνπ θχθινπ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Γχν θχθινη ηέκλνληαη ζηα ζεκεία 
Α θαη Β. Απφ ηα Α θαη Β θέξνπκε 
επζείεο πνπ ηέκλνπλ ηνλ έλα θχθιν 
ζηα Γ θαη Γ' θαη ηνλ άιιν ζηα Α θαη 
Α' αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε φηη   
ΓΓ' // ΑΑ'. 
 

2. Έλαο θχθινο (Κ) δηέξρεηαη απφ 
ηηο θνξπθέο Β θαη Γ ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
θαη ηέκλεη ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ ζηα 
ζεκεία Γ, Δ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη ε ΓΔ είλαη παξάιιε-
ιε πξνο ηελ εθαπηνκέλε ε ηνπ 
πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ζην Α. 
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3. Να απνδείμεηε φηη ηα χςε ΑΑ, 
ΒΔ, ΓΕ ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ δηρνην-
κνχλ ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ ΑΔΕ. 
 

4. Να απνδείμεηε φηη νη εθαπηφκε-
λεο ζηα άθξα δχν θάζεησλ ρνξδψλ 
θχθινπ ζρεκαηίδνπλ εγγξάςηκν 
ηεηξάπιεπξν. 
 

ύλζεηα Θέκαηα 
 

1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ν 
πεξηγεγξακκέλνο θχθινο ηνπ (Ο,R). 
Αλ ΒΓ θαη ΓΔ είλαη χςε ηνπ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα απνδείμεηε φηη   
ΟΑ    ΓΔ (Θεψξεκα Nagel). 
 

2. Γίλεηαη κία ρνξδή ΒΓ ελφο 

θχθινπ (O,R) θαη νη εθαπηφκελεο ε1 

θαη ε2 ζηα άθξα ηεο. Απφ έλα ηπραίν 

ζεκείν Μ ηεο ΒΓ θέξνπκε θάζεηε 

ζηελ ΟΜ, πνπ ηέκλεη ηηο ε1 θαη ε2 

ζηα ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη ΓΜ = ΜΔ. 
 

┴ 
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3. Να απνδείμεηε φηη νη πξνβνιέο 
θάζε ζεκείνπ ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ 
θχθινπ ηξηγψλνπ πάλσ ζηηο 
πιεπξέο ηνπ είλαη ζεκεία 
ζπλεπζεηαθά (επζεία Simson). 
 

4. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε 
δηρνηφκνο ηνπ ΑΓ. Αλ νη 
πεξηγεγξακκέλνη θχθινη ησλ 
ηξηγψλσλ ΑΓΒ θαη ΑΓΓ ηέκλνπλ ηηο 
πιεπξέο ΑΓ θαη ΑΒ ζηα ζεκεία Δ 
θαη Ε αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε φηη 
ΓΔ = ΒΕ. 
 

Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να εμεηαζζεί ε χπαξμε θχθινπ πνπ 
δηέξρεηαη απφ: 
i) δχν δνζκέλα ζεκεία, 
ii) ηξία δνζκέλα ζεκεία, 
iii) ηέζζεξα δνζκέλα  
                            ζεκεία, 
θαη ε κνλαδηθφηεηα ηνπ ζε θαζεκία 
απφ ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο. 
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6.7 Γεσκεηξηθνί ηόπνη θαη 
γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο κε ηε 
βνήζεηα ησλ γεσκεηξηθώλ ηόπσλ 
 
ε πξνεγνχκελα θεθάιαηα ζπλα-
ληήζακε νξηζκέλνπο βαζηθνχο 
γεσκεηξηθνχο ηφπνπο, φπσο ν 
θχθινο, ε κεζνθάζεηνο ελφο επζχ-
γξακκνπ ηκήκαηνο, ε δηρνηφκνο 
κίαο γσλίαο, ε κεζνπαξάιιεινο 
δχν παξάιιεισλ επζεηψλ θαη ηέινο 
ην ηφμν γλσζηήο ρνξδήο ΑΒ, ηα 
ζεκεία ηνπ νπνίνπ βιέπνπλ ην 
ηκήκα ΑΒ ππφ δνζκέλε γσλία θ. 
Οη γεσκεηξηθνί απηνί ηφπνη καο 
είλαη ρξήζηκνη ζηε ιχζε πξνβιε-
κάησλ γεσκεηξηθψλ θαηαζθεπψλ. 
Αο δνχκε έλα παξάδεηγκα. 
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ΠΡΟΒΙΖΚΑ 1 

Λα θαηαζθεπαζζεί ηξίγσλν ΑΒΓ 
πνπ έρεη ΒΓ=α, ύςνο ΑΓ=π θαη  
 

γσλία Α= σ, όπνπ α,π γλσζηά 
ηκήκαηα θαη σ γλσζηή γσλία.  
 

Ιύζε 
 

  Αλάιπζε. Έζησ ΑΒΓ ην δεηνχκελν 
ηξίγσλν (ζρ.27) πνπ έρεη  ΒΓ = α,  
 

χςνο ΑΓ = π θαη γσλία Α= σ.  
 

Δπεηδή Α= σ ε θνξπθή Α βιέπεη 
γλσζηφ ηκήκα ΒΓ ππφ γλσζηή 
γσλία, άξα είλαη ζεκείν ηνπ 

γεσκεηξηθνχ ηφπνπ T1 πνπ  
 

απνηειείηαη απφ ηα ηφμα η θαη η', 
πνπ γξάθνληαη κε ρνξδή ηε ΒΓ 
εθαηέξσζελ απηήο θαη δέρνληαη ην 
θαζέλα γσλία σ. Δπίζεο, αθνχ ην Α 
απέρεη απφ ηε ΒΓ γλσζηή απφζηαζε 

˄ 

˄ 

˄ 

͡ 
  

 

͡ 
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π, είλαη ζεκείν ηνπ γεσκεηξηθνχ 

ηφπνπ T2 πνπ απνηειείηαη απφ δχν 

επζείεο παξάιιειεο πξνο ηε ΒΓ θαη 
εθαηέξσζελ απηήο ζε απφζηαζε π. 
Άξα ε θνξπθή Α είλαη ε ηνκή ησλ 

γεσκεηξηθψλ ηφπσλ T1 θαη T2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 27 
 
 

Α 

  

 

E 

  

 

Α1 

  

 

H 

  

 

ε 

  

 π 

  

 

π 

  

 

Ο 

  

 

Ε 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

Ο' 

  

 

Α' 

  

 

Α'1 

  

 

η' 

  

 

͡ 
  

 

π 

  

 
ε' 

  

 

͡ 
  

 

η 
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   ύλζεζε. Με ρνξδή ηκήκα ΒΓ = α  
 

γξάθνπκε ηα ηφμα η θαη η' πνπ 
δέρνληαη γσλία σ. ηε ζπλέρεηα ζε 
απφζηαζε ΕΖ = π απφ ηε ΒΓ θαη 
εθαηέξσζελ απηήο θέξνπκε επζείεο  
 

ε, ε' // ΒΓ πνπ ηέκλνπλ ηα ηφμα η θαη  
 

η'. Αλ Α είλαη έλα απφ ηα ζεκεία 

ηνκήο ησλ Σ1 , Σ2, ην ηξίγσλν ΑΒΓ 

είλαη ην δεηνχκελν. 
 

   Απόδεημε. Σν ηξίγσλν ΑΒΓ, απφ 
ηελ θαηαζθεπή έρεη ΒΓ = α, χςνο    
 

ΑΓ = π θαη γσλία Α = σ, αθνχ ην Α  
 

είλαη ζεκείν π.ρ. ηνπ ηφμνπ η ηα 
ζεκεία ηνπ νπνίνπ βιέπνπλ ην ΒΓ 
ππφ γσλία σ. 
 

   Γηεξεύλεζε. Γηα λα ππάξρεη ιχζε 

πξέπεη νη γεσκεηξηθνί ηφπνη Σ1 θαη 

Σ2 λα έρνπλ θνηλά ζεκεία. Έηζη, αλ  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 
͡ 

  

 

˄ 

͡ 
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ΑΓ < ΔΕ ε επζεία ε ηέκλεη ην ηφμν η 

ζε δχν ζεκεία Α θαη Α1 θαη ε ε'  
 

ηέκλεη ην η' ζηα Α' θαη Α'1, νπφηε 

έρνπκε ηέζζεξα ηξίγσλα ηα νπνία 
είλαη ίζα κεηαμχ ηνπο (ηξεηο πιεπξέο 
ίζεο), νπφηε ζεσξνχκε φηη έρνπκε 
κία ιχζε. Αλ ΑΓ = ΔΕ, ε ε έρεη έλα  
 

θνηλφ ζεκείν κε ην η, ην Δ, νπφηε 
έρνπκε σο ιχζε ην ηζνζθειέο 
ηξίγσλν ΔΒΓ θαη ε ε' έρεη έλα θνηλφ  
 

ζεκείν κε ην η', ην Δ' , νπφηε έρνπκε 
σο ιχζε ην ηζνζθειέο ηξίγσλν 
Δ'ΒΓ. Σα ηξίγσλα απηά φκσο είλαη 
ίζα, νπφηε έρνπκε κία κφλν ιχζε. 
Σέινο, αλ ΑΓ > ΔΕ δελ ππάξρνπλ 

θνηλά ζεκεία ησλ Σ1, Σ2 θαη ην 

πξφβιεκα είλαη αδχλαην. 
 

 

͡ 
  

 ͡ 
  

 

͡ 
  

 
͡ 
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ΥΟΙΗΟ  
 

ην παξαπάλσ πξφβιεκα, γηα λα 
θαηαζθεπάζνπκε ην ηξίγσλν 
ΑΒΓ, ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε ηελ 
πιεπξά ΒΓ = α, πξέπεη λα 
πξνζδηνξίζνπκε αθφκα ηελ 
θνξπθή Α. Ζ θνξπθή απηή έρεη 
δχν ηδηφηεηεο: 
(i) βιέπεη ην ηκήκα ΒΓ ππφ 
γλσζηή γσλία σ θαη 
(ii) απέρεη απφ ηελ πιεπξά ΒΓ, 
γλσζηή απφζηαζε π. 
 Δπνκέλσο ην Α είλαη ε ηνκή ησλ 
δχν γεσκεηξηθψλ ηφπσλ, ηφμνπ 
θαη επζείαο αληίζηνηρα. Γεληθά, 
φηαλ έλα πξφβιεκα είλαη ή 
αλάγεηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ 
ελφο ζεκείνπ, ηφηε βξίζθνπκε 

δχν γεσκεηξηθνχο 
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Γξαζηεξηόηεηεο 
Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ 
κέζσλ ησλ ρνξδψλ  
δνζκέλνπ θχθινπ πνπ: 
i) είλαη παξάιιειεο  
ζε δνζκέλε επζεία ή 
ii) ηζαπέρνπλ απφ ην  
θέληξν ηνπ θχθινπ ή 
iii)  ζπληξέρνπλ ζε έλα ζεκείν. 

ηφπνπο Σ1, Σ2 ζηνπο νπνίνπο 

νθείιεη, ζχκθσλα κε ηα 
δεδνκέλα, λα βξίζθεηαη ην ζεκείν 

απηφ θαη ε ηνκή ησλ Σ1 , Σ2 είλαη 

ην δεηνχκελν ζεκείν. 
Ζ κέζνδνο ηεο ρξεζηκνπνίεζεο 
ησλ γεσκεηξηθψλ ηφπσλ ζηε 
ιχζε πξνβιεκάησλ 
γεσκεηξηθψλ θαηαζθεπψλ 
αλάγεηαη ζηνλ Πιάησλα. 
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ηε ζπλέρεηα δίλνπκε νξηζκέλα 
αθφκα παξαδείγκαηα γεσκεηξηθψλ 
θαηαζθεπψλ κε ηε βνήζεηα ησλ 
γεσκεηξηθψλ ηφπσλ. 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 2 

Λα θαηαζθεπαζζεί νξζνγώλην 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ νπνίνπ δίλνληαη 
ε ππνηείλνπζα ΒΓ = α θαη κία 
θάζεηε πιεπξά ηνπ ΑΒ = γ, όπνπ 
α θαη γ γλσζηά ηκήκαηα. 
Ιύζε 

   Αλάιπζε. Αο ππνζέζνπκε φηη ΑΒΓ 
είλαη ην δεηνχκελν ηξίγσλν κε          
 

Α = 1L, ΒΓ = α θαη ΑΒ = γ (ζρ.28). Αο 
ζεσξήζνπκε γλσζηή ηελ πιεπξά 
ΒΓ. Σν ζεκείν Α: 
(i) απέρεη απφζηαζε γ απφ ην Β, 
άξα αλήθεη ζηνλ θχθιν (Β,γ), θαη  
(ii) βιέπεη ην ΒΓ ππφ νξζή γσλία, 
άξα αλήθεη ζηνλ θχθιν δηακέηξνπ 
ΒΓ. 

˄ 
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Στήμα 28 
 

   ύλζεζε. Καηαζθεπάδνπκε ηνπο 
δχν θχθινπο (ζρ.28) νη νπνίνη 
ηέκλνληαη ζηα A θαη Α'. 
ρεκαηίδνληαη δχν ίζα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη Α'ΒΓ πνπ είλαη ιχζεηο ηνπ 
πξνβιήκαηνο ζε δηαθνξεηηθέο 
ζέζεηο. 
 

   Απόδεημε. Σν ηξίγσλν πνπ  
 

θαηαζθεπάζακε έρεη Α= 1L, επεηδή 
βαίλεη ζε εκηθχθιην, θαη ΑΒ = γ σο 
αθηίλα ηνπ θχθινπ (Β,γ). 
 

   Γηεξεύλεζε. Γηα λα ππάξρεη ιχζε 
πξέπεη νη δχν θχθινη λα ηέκλνληαη, 
ην νπνίν ζπκβαίλεη φηαλ α > γ. 

Α 

  

 Β 

  

 Α' 

  

 

Γ 

  

 

γ 

  

 

˄ 
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Όηαλ α ≤ γ, είλαη θαλεξφ φηη ην 
πξφβιεκα δελ έρεη ιχζε. 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 3 

Γίλεηαη θύθινο (Ο,R) θαη ζεκείν  
εθηόο απηνύ. Λα θαηαζθεπαζζεί 
εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ε νπνία 
λα δηέξρεηαη από ην .  
 

Ιύζε 
   Αλάιπζε. Αο ππνζέζνπκε φηη Α 
είλαη κία εθαπηνκέλε ηνπ θχθινπ 
απφ ην , φπνπ Α ην ζεκείν επαθήο 
(ζρ.29). Φέξνπκε ηελ αθηίλα ΟΑ,  
 

νπφηε ε γσλία ΟΑ είλαη νξζή θαη 
επνκέλσο ην Α είλαη ζεκείν ηνπ 
γλσζηνχ θχθινπ (Κ) κε δηάκεηξν ην 
γλσζηφ ηκήκα Ο. Άξα ην Α είλαη 
θνηλφ ζεκείν ηνπ (O,R) θαη ηνπ (Κ). 
Δπνκέλσο ην Α πξνζδηνξίδεηαη, 
νπφηε πξνζδηνξίδεηαη θαη ε Α. 
 

˄ 
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Στήμα 29 
 

   ύλζεζε. Με δηάκεηξν Ο 
γξάθνπκε θχθιν (Κ), ν νπνίνο 
ηέκλεη ηνλ (O,R) ζηα ζεκεία Α θαη 
Α'. Φέξνπκε ηηο επζείεο Α θαη Α' νη 
νπνίεο είλαη νη δεηνχκελεο 
εθαπηφκελεο. 
 

   Απόδεημε. Δίλαη ΟΑ = ΟΑ' = 1L, 
σο εγγεγξακκέλεο ζηνλ θχθιν (Κ) 
νη νπνίεο βαίλνπλ ζε εκηθχθιηα. 
Άξα νη αθηίλεο ΟΑ θαη ΟΑ' είλαη 
θάζεηεο αληίζηνηρα ζηηο Α θαη Α' 
θαη επνκέλσο νη Α θαη Α' είλαη 
εθαπηφκελεο ηνπ θχθινπ (O,R). 

(Κ) 

  

 

Α 

  

 
Ο 

  

 Α' 

  

 

 

  

 

˄ ˄ 
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   Γηεξεύλεζε. Σν πξφβιεκα έρεη 
πάληνηε δχν ιχζεηο, γηαηί νη θχθινη 
(Κ) θαη (O,R) ηέκλνληαη αθνχ ν (Κ) 
δηέξρεηαη απφ ην εζσηεξηθφ ζεκείν 
Ο θαη απφ ην εμσηεξηθφ ζεκείν  
ηνπ (O,R). 
 

 

πκπέξαζκα: 

Από νπνηνδήπνηε εμσηεξηθό 
ζεκείν ελόο θύθινπ θέξνληαη 
αθξηβώο δύν επζείεο εθαπηόκελεο 
ζηνλ θύθιν. 
 

• Θνηλή εθαπηνκέλε δύν θύθισλ 

Αο ζεσξήζνπκε δχν θχθινπο (K1) 

θαη (Κ2). Μία επζεία πνπ εθάπηεηαη 

θαη ζηνπο δχν θχθινπο ιέγεηαη 

θνηλή εθαπηνκέλε ηνπο. Μία θνηλή 
εθαπηνκέλε δχν θχθισλ (ζρ.30) 

ραξαθηεξίδεηαη σο εμσηεξηθή, 

φπσο ε ε1, φηαλ νη θχθινη είλαη 

πξνο ην ίδην κέξνο ηεο θαη σο 
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εζσηεξηθή, φπσο ε ε2, φηαλ νη 

θχθινη βξίζθνληαη εθαηέξσζελ 
απηήο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 30 
 

ην επφκελν πξφβιεκα δίλνπκε ηελ 
θαηαζθεπή ησλ θνηλψλ εμσηεξηθψλ 
εθαπηφκελσλ δχν θχθισλ. 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 4 

Γίλνληαη δύν θύθινη (Ο1,ξ), (O2,R) 

κε R >ξ θαη Ο1Ο2 > R - ξ. Λα 

θαηαζθεπάζεηε ηηο θνηλέο 
εμσηεξηθέο εθαπηόκελέο ηνπο. 

ε1 

  

 

ε2 

  

 
Ο1 

  

 

Ο2 

  

 (Κ1) 

  

 

(Κ2) 
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Ιύζε 

   Αλάιπζε. Έζησ ΑΒ κία θνηλή 
εμσηεξηθή εθαπηνκέλε ησλ 

θχθισλ (Ο1,ξ), (Ο2,R), φπνπ Α, Β ηα 

ζεκεία επαθήο ηεο κε ηνπο θχθινπο 
απηνχο αληίζηνηρα (ζρ.31).  
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 31 
 

Σφηε νη αθηίλεο Ο1Α, Ο2Β είλαη 

θάζεηεο ζηελ ΑΒ θαη επνκέλσο 

παξάιιειεο. Απφ ην Ο1 θέξνπκε 

ηελ παξάιιειε πξνο ηελ ΑΒ, πνπ 

ηέκλεη ηελ Ο2Β ζην Γ, νπφηε ην 

ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΟ1 είλαη 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 
Ο1 

  

 

Ο2 

  

 
Α' 

  

 

Β' 

  

 

Γ' 
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νξζνγψλην. Έηζη Ο1Γ    Ο2Γ νπφηε ν 

θχθινο θέληξνπ Ο2 θαη αθηίλαο    

Ο2Γ = Ο2Β - ΒΓ = Ο2Β - Ο1Α = R - ξ 

εθάπηεηαη ζηελ Ο1Γ ζην Γ.  

   ύλζεζε. Με θέληξν Ο2 θαη αθηίλα 

R - ξ γξάθνπκε θχθιν θαη απφ ην Ο1 

θέξνπκε ηηο εθαπηφκελεο ηνπ Ο1Γ 

θαη Ο1Γ' αληίζηνηρα. Φέξνπκε ηηο 

Ο2Γ, Ο2Γ' πνπ ηέκλνπλ ηνλ θχθιν 

(Ο2,R) ζηα Β, Β' θαη ζηε ζπλέρεηα 

θέξνπκε ηηο αθηίλεο Ο1Α, Ο1Α' ηνπ 

θχθινπ (Ο1,ξ) παξάιιειεο πξνο ηηο 

Ο2Β, Ο2Β' αληίζηνηρα. Σφηε νη επζείεο 

ΑΒ θαη Α'Β' είλαη νη δεηνχκελεο 
θνηλέο εμσηεξηθέο εθαπηφκελεο ησλ 
θχθισλ. 

   Απόδεημε. Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΟ1 

έρεη, απφ ηελ θαηαζθεπή, Ο1Α // ΓΒ 

θαη ΓΒ = Ο2Β - Ο2Γ = R - (R -ξ) =  

┴ 
  

 

78 / 138-139 



= Ο1Α, δειαδή Ο1Α =// ΓΒ, νπφηε 

είλαη παξαιιειφγξακκν. 
 

Δπεηδή ε γσλία ηνπ Γ είλαη νξζή, 

αθνχ ε Ο1Γ είλαη εθαπηνκέλε ηνπ 

θχθινπ (Ο2, R - ξ) ην ΑΒΓΟ1 είλαη 

νξζνγψλην. Άξα νη αθηίλεο Ο1Α θαη 

Ο2Β είλαη θάζεηεο ζηελ ΑΒ θαη 

επνκέλσο ε ΑΒ είλαη θνηλή 
εθαπηνκέλε ησλ δχν θχθισλ. Ζ ΑΒ 
είλαη εμσηεξηθή εθαπηνκέλε αθνχ 
νη θχθινη είλαη πξνο ην ίδην κέξνο 
ηεο. Όκνηα απνδεηθλχεηαη φηη θαη ε 
Α'Β' είλαη θνηλή εμσηεξηθή 
εθαπηνκέλε. 

   Γηεξεύλεζε. Απφ ηελ πξνεγνχ-
κελε θαηαζθεπή πξνθχπηεη φηη ην 
πξφβιεκα έρεη ιχζε φηαλ είλαη 
δπλαηή ε ράξαμε ησλ εθαπηνκέλσλ 

Ο1Γ θαη Ο1Γ' απφ ην Ο1 πξνο ηνλ 

θχθιν (Ο2, R - ξ). Απηφ φκσο είλαη 

˄ 
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δπλαηφ φηαλ ην Ο1 είλαη εμσηεξηθφ 

ζεκείν ηνπ θχθινπ (Ο2, R - ξ), 

ην νπνίν ηζρχεη αθνχ απφ ηελ 

ππφζεζε έρνπκε φηη Ο1Ο2 > R - ξ. 

Δπνκέλσο, φηαλ Ο1Ο2 > R - ξ 

ππάξρνπλ δχν εμσηεξηθέο θνηλέο 

εθαπηφκελεο ησλ θχθισλ (Ο1,ξ) θαη 

(Ο2). 
 

 

Γξαζηεξηόηεηα 

Γίλνληαη δχν θχθινη (Ο1,ξ) θαη 

(O2,R) κε O1O2 > R + ξ. Να 

θαηαζθεπάζεηε ηηο θνηλέο 
εζσηεξηθέο εθαπηφκελέο  
ηνπο. ηε ζπλέρεηα λα  
εμεηάζεηε ην πιήζνο  
ησλ θνηλψλ εζσηεξηθψλ  
θαη εμσηεξηθψλ εθαπηνκέλσλ  
δχν θχθισλ αλάινγα κε ηηο 
ζρεηηθέο ζέζεηο ηνπο. 
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ΑΘΖΔΗ ΓΗΑ ΙΤΖ 
Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
 

1. Πνηνο είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ 
i) έρνπλ απφζηαζε ξ απφ έλα 
ζηαζεξφ ζεκείν Ο, 
ii) ηζαπέρνπλ απφ δχν ζηαζεξά 
ζεκεία Α θαη Β, 
iii) έρνπλ απφζηαζε ι απφ κία 
νξηζκέλε επζεία ε, 
iv) ηζαπέρνπλ απφ ηηο πιεπξέο κίαο 
γσλίαο,  
λ) ηζαπέρνπλ απφ δχν ηεκλφκελεο 
επζείεο, 
vi) ηζαπέρνπλ απφ δχν παξάιιειεο 
επζείεο, 
vii) βιέπνπλ έλα δνζκέλν ηκήκα ΑΒ 
ππφ νξηζκέλε γσλία σ. 

2. Έλα νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ 
θαηαζθεπάδεηαη φηαλ δίλνληαη: 
i) δχν θάζεηεο πιεπξέο ηνπ. 

   Λ  
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ii) κία θάζεηε πιεπξά ηνπ θαη ε 
ππνηείλνπζα. 

   Λ 
iii) κία νμεία γσλία ηνπ. 

   Λ 
iv) ε ππνηείλνπζα θαη κία νμεία 
γσλία  

   Λ 
v) ε δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 
ππνηείλνπζα θαη ε ππνηείλνπζα. 
Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή ιάζνο 
(Λ) θαζεκία απφ ηηο πξνεγνχκελεο 
πξνηάζεηο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 

   Λ 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Πνηνο είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ησλ ζέζεσλ:  
i) ηνπ δξνκέα πνπ θηλείηαη ζε έλα 
επζχγξακκν δηάδξνκν ηζαπέρνληαο 
απφ ηηο πιεπξέο ηνπ, 
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ii) ελφο ηερλεηνχ δνξπθφξνπ ηεο 
Γεο πνπ θηλείηαη ζε απφζηαζε 
10km πάλσ απφ απηή. 

2. Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν 
ησλ θέληξσλ ησλ θχθισλ γλσζηήο 
αθηίλαο: 
i) πνπ θπιίνληαη ζην εζσηεξηθφ 
ελφο κεγαιχηεξνπ γλσζηνχ θχθινπ, 
ii) πνπ δηέξρνληαη απφ έλα ζηαζεξφ 
ζεκείν. 

3. Σν ζεκείν ζην νπνίν είλαη 
θξπκκέλνο έλαο ζεζαπξφο απέρεη 
4m απφ έλα δέληξν Γ θαη ηζαπέρεη 
απφ δχν άιια δέληξα Α θαη Β. Να 
βξεζεί ε ζέζε ηνπ ζεζαπξνχ. 

4. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ησλ κέζσλ ησλ αθηίλσλ δνζκέλνπ 
θχθινπ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ηεο θνξπθήο Α ηεο νξζήο γσλίαο 
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νξζνγψληνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ πνπ έρεη 
δνζκέλε ππνηείλνπζα. 

2. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο 
ησλ πξνβνιψλ ηνπ δνζκέλνπ 
ζεκείνπ Α πάλσ ζηηο επζείεο πνπ 
δηέξρνληαη απφ ,δνζκέλν ζεκείν Β. 
 

3. Γίλεηαη νξζή γσλία xOy θαη 
ζεκείν Α ζην εζσηεξηθή ηεο. Οη 
θνξπθέο Β θαη Γ ελφο νξζνγψληνπ  
 

ηξηγψλνπ ΑΒΓ (A = 1L) θηλνχληαη 
πάλσ ζηηο Oy θαη Ox αληίζηνηρα. 
Να βξεζεί ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ηνπ 
κέζνπ Μ ηεο ππνηείλνπζαο ΒΓ. 

4. Να θαηαζθεπαζζεί νξζνγψλην  
 

ηξίγσλν ΑΒΓ (A = 1L) ηνπ νπνίνπ 
δίλνληαη: 
i) ε δηάκεζνο ΑΜ = κ θαη κία θάζεηε 
πιεπξά. 
ii) ε δηάκεζνο ΑΜ = κ θαη ην χςνο 
ΑΓ = ι. 

˄ 

˄ 

˄ 
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ύλζεηα Θέκαηα 
1. Απφ έλα κεηαβιεηφ ζεκείν Ρ ηεο 
πιεπξάο ΒΓ ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
θέξνπκε επζείεο παξάιιειεο πξνο 
ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ πνπ ηέκλνπλ 
ηηο ΑΓ θαη ΑΒ ζηα ζεκεία Δ θαη Ε 
αληίζηνηρα. Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ 
ηφπν ηνπ κέζνπ Μ ηνπ ΕΔ. 

2. Να θαηαζθεπάζεηε ηξίγσλν ΑΒΓ 
ηνπ νπνίνπ δίλνληαη: 
 

i) ε πιεπξά ΒΓ = ι, ε γσλία A = σ 
θαη ε δηάκεζνο ΑΜ = κ. 
 

ii) ε πιεπξά ΒΓ = ι, ε γσλία A = σ 
θαη ε δηάκεζνο ΒΝ = κ. 

3. Να θαηαζθεπάζεηε έλα 
ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πνπ  
έρεη πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ  
θαη ΓΑ ίζεο κε ηα γλσζηά  
ηκήκαηα θ, ι, κ, λ αληίζηνηρα,  
θαη ε γσλία ηνπ A είλαη ίζε κε 
δνζκέλε γσλία σ. 

˄ 

˄ 
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ΓΔΛΗΘΔ ΑΘΖΔΗ 
1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ νξζνγψλην 
ζην Α. Απφ ηα άθξα Β,Γ ηεο 
ππνηείλνπζαο ΒΓ θέξνπκε θάζεηεο 
Βx θαη Βy ζηε ΒΓ θαη πξνο ην ίδην 
κέξνο ηεο ΒΓ. Απφ ην κέζν Μ ηεο 
ΒΓ θέξνπκε θάζεηε ζηελ ΑΓ, πνπ 
ηέκλεη ηελ Γy ζην Δ θαη θάζεηε ζηελ 
ΑΒ πνπ ηέκλεη ηελ Βx ζην Γ. Να 
απνδεηρζεί φηη: 
i) ηα ζεκεία Γ,Α,Δ είλαη 
ζπλεπζεηαθά, 
ii) ηα ηεηξάπιεπξα ΑΓΒΜ θαη ΑΜΓΔ 
είλαη εγγξάςηκα ζε θχθιν, 
iii) ν πεξηγεγξακκέλνο θχθινο ηνπ 
ηξηγψλνπ ΓΜΔ εθάπηεηαη ζηε ΒΓ. 
 

2. Έλα ηξίγσλν ΑΒΓ έρεη ζηαζεξή 
ηελ πιεπξά ΒΓ θαη ε θνξπθή Α 
κεηαβάιιεηαη έηζη, ψζηε ε δηαθνξά 
ησλ πιεπξψλ ΑΒ θαη ΑΓ λα είλαη 
ζηαζεξή. Αλ Μ είλαη ε πξνβνιή ηεο 
θνξπθήο Β πάλσ ζηε δηρνηφκν ΑΓ  
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ηεο γσλίαο A, λα βξεζεί ν 
γεσκεηξηθφο ηφπνο ηνπ Μ. 

3. Να θαηαζθεπάζεηε ηξίγσλν ΑΒΓ  
 

απφ ηηο γσλίεο Β = σ, Γ= θ θαη ηελ 
πεξίκεηξφ ηνπ δ. 
 

4. Γίλεηαη θχθινο (O,R) θαη ζεκείν 
Α εθηφο απηνχ. Απφ ην Α λα θέξεηε 
επζεία, πνπ ηέκλεη ηνλ θχθιν ζηα Β , 
Γ ψζηε ην Β λα είλαη κέζν ηνπ ΑΓ. 
 

5. Γίλεηαη εγγξάςηκν ηεηξάπιεπξν 
ΑΒΓΓ. Με ρνξδέο ηηο πιεπξέο ηνπ 
γξάθνπκε κέζα ζε απηφ ηφμα, πνπ 
ηέκλνληαη αλά δχν ζηα ζεκεία Δ, Ε, 
Ζ, Θ. Να απνδείμεηε φηη ην ΔΕΖΘ 
είλαη εγγξάςηκν. (Οη έμη θχθινη ηνπ 
Miquel). 
 

6. Θεσξνχκε ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα 
ζεκεία Γ, Δ, Ε ησλ πιεπξψλ ηνπ 
ΒΓ, ΑΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη νη πεξηγεγξακκέλνη 

˄ 

˄ ˄ 
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θχθινη ησλ ηξηγψλσλ ΑΕΔ, ΒΕΓ θαη 
ΓΔΓ δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν. 
 

7. Έζησ ΑΒΓΓ ξφκβνο θαη Δ, Ε 
ζεκεία ησλ ΑΓ, ΒΓ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη νη επζείεο ΒΔ, ΓΔ, ΓΕ 
θαη ΑΕ ζρεκαηίδνπλ εγγξάςηκν 
ηεηξάπιεπξν. 
 

8. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ην 

νξζφθεληξν ηνπ Ζ. Αλ Μ1, Μ2, Μ3 

είλαη ηα κέζα ησλ ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ 

αληίζηνηρα, ΑΖ1, ΒΖ2, ΓΖ3 ηα χςε 

ηνπ θαη Ε1, Ε2, Ε3 ηα κέζα ησλ ΖΑ, ΖΒ, 

ΖΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε φηη: 
i) ην ηεηξάπιεπξν  

Ζ1Μ1Μ2Μ3  

είλαη εγγξάςηκν, 
ii) ην ηεηξάπιεπξν  

Ε1Ζ1Μ1Μ2είλαη εγγξάςηκν, 

iii) ηα ζεκεία Mi, Hi, Zi, i = 1, 2, 3 
είλαη νκνθπθιηθά (Κχθινο ησλ 9 
ζεκείσλ ή θχθινο ηνπ Euler). 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 

• Δγγεγξακκέλε γσλία 
i) Κάζε εγγεγξακκέλε γσλία 
ηζνχηαη κε ην κηζφ ηεο αληίζηνηρεο 
επίθεληξεο. 

ii) Ζ γσλία ρνξδήο θαη 
εθαπηνκέλεο ηζνχηαη κε ηελ 
εγγεγξακκέλε πνπ βαίλεη ζην ηφμν 
ηεο ρνξδήο. 
 

• Δγγεγξακκέλν ηεηξάπιεπξν  
     Ηδηόηεηεο 
i) Οη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο. 

ii) Κάζε πιεπξά ηνπ θαίλεηαη απφ 
ηηο απέλαληη θνξπθέο ππφ ίζεο 
γσλίεο. 

iii) Κάζε εμσηεξηθή ηνπ γσλία 
ηζνχηαη κε ηελ απέλαληη εζσηεξηθή 
γσλία ηνπ ηεηξαπιεχξνπ. 
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• Δγγξάςηκν ηεηξάπιεπξν  
     Θξηηήξηα 
Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη εγγξάςηκν 
ζε θχθιν, αλ ηζρχεη κία απφ ηηο 
αθφινπζεο πξνηάζεηο: 

i) Γχν απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο. 

ii) Μία πιεπξά ηνπ θαίλεηαη απφ ηηο 
απέλαληη θνξπθέο ππφ ίζεο γσλίεο. 

iii) Μία εμσηεξηθή ηνπ γσλία 
ηζνχηαη κε ηελ απέλαληη εζσηεξηθή 
γσλία ηνπ ηεηξαπιεχξνπ. 
 

• Πεξηγεγξακκέλν ηεηξάπιεπξν  
     Ηδηόηεηεο 
i) Οη δηρνηφκνη ησλ γσληψλ ηνπ 
δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν, ην 
νπνίν είλαη ην θέληξν ηνπ 
εγγεγξακκέλνπ θχθινπ. 

ii) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη 
πιεπξψλ ηνπ είλαη ίζα. 
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• Πεξηγξάςηκν ηεηξάπιεπξν  
     Θξηηήξηα 
Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη 
πεξηγξάςηκν αλ ηζρχεη κία απφ ηηο 
αθφινπζεο πξνηάζεηο: 

i) Οη δηρνηφκνη ησλ γσληψλ ηνπ 
δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν. 

ii) Σα αζξνίζκαηα ησλ απέλαληη 
πιεπξψλ ηνπ είλαη ίζα. 
 

• Γεσκεηξηθνί ηόπνη θαη  
     γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο 
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Αλαινγίεο 
 
   ην θεθάιαην απηφ ζα κειεηήζνπκε 
αξρηθά ηελ έλλνηα ηεο εγγεγξακκέ-
λεο γσλίαο θαη ηε ζρέζε ηεο κε ηελ 
αληίζηνηρε επίθεληξε θαζψο θαη κε 
ηε γσλία ρνξδήο θαη εθαπηνκέλεο 
   ηε ζπλέρεηα ζα απνδεηρζνχλ νη 
βαζηθέο πξνηάζεηο ηνπ θεθαιαίνπ 
πνπ είλαη ην ζεψξεκα ηνπ Θαιή θαη 
ην ζεψξεκα ησλ Γηρνηφκσλ ελφο 
ηξηγψλνπ. 
 

77  ΘΔΦΑΙΑΗΟ 
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Βαζίλε Κανηίνζκσ, (Ρώζος, 1866 - 
1944), «Μέζα ζηο μαύρο 
ηεηράγωνο» 1923. 
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7.1 Δηζαγσγή 
 

Κέγεζνο γεληθά ιέγεηαη νηηδήπνηε 
επηδέρεηαη αχμεζε ή ειάηησζε. 

Γεσκεηξηθά κεγέζε ιέγνληαη ηα 
κεγέζε πνπ εμεηάδνληαη απφ ηε 
Γεσκεηξία. Σέηνηα είλαη ηα επζχ-
γξακκα ηκήκαηα, νη γσλίεο, ηα ηφμα, 
νη επηθάλεηεο επίπεδσλ ζρεκάησλ, 
νη φγθνη ησλ ζηεξεψλ θηι. 
ην θεθάιαην απηφ ζα αζρνιεζνχκε 
κε ηα απινχζηεξα γεσκεηξηθά 
κεγέζε, ηα επζχγξακκα ηκήκαηα. 
Αξρηθά ζα δηαηξέζνπκε δνζκέλν 
επζχγξακκν ηκήκα ζε λ ίζα κέξε. 
 

7.2 Γηαίξεζε επζπγξάκκνπ  
       ηκήκαηνο ζε λ ίζα κέξε 
 

Έζησ έλα επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ, 
ην νπνίν ζέινπκε λα δηαηξέζνπκε 
ζε λ ίζα κέξε (λ ≥ 2). 
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Φέξνπκε ηπραία εκηεπζεία Αx, 
δηαθνξεηηθή απφ ηελ ΑΒ θαη 
παίξλνπκε κε ην δηαβήηε πάλσ ζε 
απηή λ δηαδνρηθά ίζα ηκήκαηα      

ΑΜ1 = M1M2 = ... = Μλ-1Μλ. 

Έπεηηα θέξνπκε ην ηκήκα ΜλΒ θαη 

απφ ηα ζεκεία Μ1, Μ2, ..., Μλ-1 

θέξνπκε παξάιιειεο πξνο ηε ΜλΒ 

πνπ ηέκλνπλ ην ΑΒ ζηα ζεκεία Ρξ 

Ρ2, ..., Ρλ-1 αληίζηνηρα. Οη 

παξάιιειεο απηέο,ζχκθσλα κε ην 
ζεψξεκα III, § 5.6, νξίδνπλ λ ίζα 
ηκήκαηα πάλσ ζηελ ΑΒ. Δπνκέλσο 
ηα λ ίζα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΡ1, 
Ρ1Ρ2, ..., Ρλ-1Β είλαη ηα δεηνχκελα. 
ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε, γεληθά, 
ην γηλφκελν επζχγξακκνπ ηκήκαηνο 
κε νπνηνδήπνηε ξεηφ αξηζκφ θαη ην 
ιφγν δχν επζχγξακκσλ ηκεκάησλ. 
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Στήμα 1 
 

7.3 Γηλόκελν επζπγξάκκνπ  
       ηκήκαηνο κε αξηζκό - Ιόγνο  
       επζπγξακκσλ ηκεκάησλ. 
 
• Όπσο είδακε ζηελ §2.8, αλ ΑΒ = α 

επζχγξακκν ηκήκα θαη λ θπζηθόο 
αξηζκφο, νλνκάδνπκε γηλφκελν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ επί ην θπζηθφ αξηζκφ 
λ ην επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ, ην 
νπνίν είλαη ην άζξνηζκα λ 
επζχγξακκσλ ηκεκάησλ ίζσλ πξνο 
ην ΑΒ = α. Γξάθνπκε ΓΓ = λ • ΑΒ. 
 
 

Α 

  

 

Ρ1 

  

 

Ρ2 

  

 
Μ1 

  

 

Μ2 

  

 

Ρλ-1 

  

 
Μλ-1 

  

 

Β 

  

 
Μλ 

  

 

x 
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Στήμα 2 
 
• Αλ ρσξίζνπκε, φπσο παξαπάλσ, 
ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ = α ζε λ 
ίζα κέξε θαζέλα απφ ηα λ ίζα  
 

 
 

 
 
 
 
 

Στήμα 3 
 
ηκήκαηα ηα παξηζηάλνπκε κε        ή  
 

     . Έλα επζχγξακκν ηκήκα ΔΕ  
 

λ θνξέο 

  

 

α 

  

 

α 

  

 

α 

  

 

α 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΑΒ

νM at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν

κ θνξέο 

  

 

α 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν α 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν
α 
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ιέγεηαη ππνδηαίξεζε (ή 

ππνπνιιαπιάζην) ηνπ ΑΒ αλ  
ππάξρεη έλαο θπζηθφο αξηζκφο λ  
 

ψζηε  
 
• Αλ κ είλαη έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο 
θαη πξνζζέζνπκε κ ηέηνηα ηκήκαηα  
πξνθχπηεη ην ηκήκα  
 
 
 

Ολνκάδνπκε ινηπφλ γηλόκελν ηνπ 
επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ επί ην 
 

ζεηηθό ξεηό αξηζκφ                ην  
 

επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ, ην νπνίν 
είλαη ην άζξνηζκα κ επζχγξακκσλ  
 

ηκεκάησλ ίζσλ κε  
 
Γξάθνπκε ΓΓ = q  AB. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΔΕ = 
 AB 

ν
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΓΓ = μ 
 1 

ν
AB  =  

 μ 

ν
AB.

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

q =  
 μ 

ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν
AB .
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Οξίδνπκε φηη ην γηλφκελν επζχγξακ-
κνπ ηκήκαηνο επί ηνλ αξηζκφ q = 0 

είλαη ην κεδεληθό επζχγξακκν 
ηκήκα. Απνδεηθλχεηαη φηη γηα έλα 
δνζκέλν επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ θαη 

έλα ζεηηθό άξξεην αξηζκφ ξ 
ππάξρεη πάληνηε έλα επζχγξακκν 
ηκήκα ΓΓ ηέηνην, ψζηε ΓΓ = ξ  ΑΒ. 
Ζ θαηαζθεπή φκσο, ηέηνησλ 
επζχγξακκσλ ηκεκάησλ κε ηνλ 
θαλφλα θαη ην δηαβήηε δελ είλαη 
πάληνηε δπλαηή. 
• Έζησ δχν κε κεδεληθά επζχγξακ-
κα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ. Αλ ππάξρεη 
επζχγξακκν ηκήκα ΚΛ θαη θπζηθνί 
αξηζκνί κ, λ ηέηνηνη ψζηε λα ηζρχεη: 
ΑΒ = λ  ΚΛ θαη ΓΓ = κ  ΚΛ ηα δχν 
επζχγξακκα ηκήκαηα ιέγνληαη 

ζύκκεηξα. Σν ΚΛ ιέγεηαη θνηλό 

κέηξν ησλ ΑΒ θαη ΓΓ. 
Απφ ηα πξνεγνχκελα πξνθχπηεη 
φηη αλ ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ 
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είλαη ζχκκεηξα, ηφηε ζα ππάξρεη  
 

έλαο ζεηηθφο ξεηφο αξηζκφο  
 

ηέηνηνο, ψζηε ΓΓ = q  ΑΒ. Ο 

αξηζκφο q ιέγεηαη ιόγνο λ ησλ δχν 
ηκεκάησλ θαη γξάθεηαη κε κνξθή  
 

θιάζκαηνο, δειαδή  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

q =  
 μ 

ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

q = 
ΓΓ

AB
  .

ΥΟΙΗΟ  
 

Ζ γξαθή       δελ ζεκαίλεη 
 

δηαίξεζε επζχγξακκσλ ηκεκάησλ 
αιιά είλαη ζπκβνιηθή γξαθή ηεο 
ηζφηεηαο ΓΑ = q  AB. εκαίλεη 
δηαίξεζε φηαλ ηα ζεσξήζνπκε 
πάλσ ζηελ ίδηα επζεία. 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΓΓ

AB
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Γχν επζχγξακκα ηκήκαηα πνπ δελ 

είλαη ζχκκεηξα ιέγνληαη αζύκκεηξα. 
Θα ιέκε επίζεο φηη ν ιφγνο ηνπο 

είλαη άξξεηνο αξηζκφο. Σέηνηεο 
πεξηπηψζεηο δελ είλαη ζπάληεο. Θα 
δνχκε αξγφηεξα φηη ε πιεπξά θαη ε 
δηαγψληνο ελφο ηεηξαγψλνπ δελ 
έρνπλ θνηλφ κέηξν. 
 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
 

Σν θνηλφ κέηξν δελ είλαη κνλαδηθφ 
γηαηί θάζε ππνδηαίξεζε ηνπ ΚΛ 
είλαη θνηλφ ππνπνιιαπιάζην ησλ 
ΑΒ θαη ΓΓ. Δπίζεο είλαη θαλεξφ 

φηη δύν ζύκκεηξα επζύγξακκα 

ηκήκαηα είλαη (αθέξαηα) 
πνιιαπιάζηα θάζε θνηλνύ ηνπο 
κέηξνπ. 
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7.4 Αλάινγα επζπγξακκα  
        ηκήκαηα - Αλαινγίεο 
 
Γχν επζχγξακκα ηκήκαηα α, γ 

ιέγνληαη αλάινγα πξνο δχν άιια 
επζχγξακκα ηκήκαηα β, δ φηαλ ν 
ιφγνο ηνπ α πξνο ην β ηζνχηαη κε ην 
ιφγν ηνπ γ πξνο ην δ, δειαδή φηαλ  
 

ηζρχεη:                          Απηφ ζεκαίλεη  
 

φηη ππάξρεη ζεηηθφο αξηζκφο ι, ψζηε 
λα ηζρχεη α = ι  β θαη γ = ι  δ. 
Ζ παξαπάλσ ηζφηεηα (1) ιέγεηαη 

αλαινγία κε φξνπο ηα επζχγξακκα 
ηκήκαηα α, β, γ θαη δ. Σα ηκήκαηα α 

θαη β ιέγνληαη νκόινγα ή 

αληίζηνηρα. Σν ίδην θαη ηα γ θαη δ. 

Σα α, δ ιέγνληαη άθξνη όξνη, ελψ ηα 

β, γ κέζνη όξνη ηεο αλαινγίαο. Ο 
ηέηαξηνο φξνο δ ηεο αλαινγίαο 

ιέγεηαη θαη ηέηαξηε αλάινγνο ησλ 
α, β θαη γ.  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
     (1).
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ηελ αλαινγία                νη κέζνη  
 

φξνη είλαη ίζνη. Απηή ε αλαινγία 

ιέγεηαη ζπλερήο θαη ν β ιέγεηαη 

κέζε αλάινγνο ησλ α θαη γ. Σν β 
ιέγεηαη επίζεο γεσκεηξηθφο κέζνο 
ησλ α θαη γ. πρλά είλαη ρξήζηκν λα 
αληηθαηαζηήζνπκε κηα αλαινγία κε 
κηα ηζνδχλακε έθθξαζε. Γηα ην 
ζθνπφ απηφ ρξεζηκνπνηνχκε ηηο 
ηδηφηεηεο ησλ αλαινγηψλ, πνπ είλαη 
γλσζηέο απφ ην Γπκλάζην, ηηο 
νπνίεο παίξλνπκε ρσξίο απφδεημε. 
Οη ζπνπδαηφηεξεο απφ απηέο είλαη 
νη εμήο: 
 

Ηδηόηεηεο αλαινγίσλ 
 
 
 
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 β 

γ
 

• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
        αδ = βγ , 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 β 

γ
        β

2
 = αγ
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
        

 α 

γ
 = 

 β 

δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
        

 α   β 

β
 = 

 γ   δ 

δ
 ,

±  

 

±  

 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
        

 α 

α   β
 = 

γ

γ   δ
 

±  

 

±  

 M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = ... = 

 κ 

λ
 =  

α + γ + ... + κ

β + δ + ... + λ

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
 

Όηαλ εθαξκφδνπκε ηδηφηεηεο ζε 
αλαινγίεο κε φξνπο επζχγξακκα 
ηκήκαηα, ζεσξνχκε φηη έλλνηεο 
πνπ δελ έρνπλ νξηζηεί γηα επζχ-
γξακκα ηκήκαηα (π.ρ. "πνιια-
πιαζηαζκφο επζχγξακκσλ ηκε-
κάησλ"), αλαθέξνληαη απνθιεη-
ζηηθά ζηα κήθε ηνπο. 
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7.5 Κήθνο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 
 

Όηαλ ιέκε φηη ζα κεηξήζνπκε έλα 
επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ ζεκαίλεη φηη 
ζα ην ζπγθξίλνπκε κε έλα άιιν 
επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ, ην νπνίν 

παίξλνπκε σο κνλάδα κέηξεζεο. Ζ 
επηινγή ηεο κνλάδαο κέηξεζεο 
είλαη απζαίξεηε. 

ην 2
ν
 θεθάιαην αλαθέξακε ηελ 

έλλνηα ηνπ κήθνπο επζχγξακκνπ 
ηκήκαηνο. Δδψ ζα δηαηππψζνπκε 
ηνλ νξηζκφ κε ηε βνήζεηα ηνπ ιφγνπ 
επζχγξακκσλ ηκεκάησλ. 
 
 

Οξηζκόο  
 

Κέηξν ή κήθνο ελόο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο είλαη ν ιόγνο ηνπ πξνο 
έλα άιιν επζύγξακκν ηκήκα, πνπ 
παίξλνπκε σο κνλάδα κέηξεζεο. 
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Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνχ ηνπ 
κέηξνπ ηκήκαηνο είλαη νη παξαθάησ 
πξνηάζεηο: 
• Γχν ίζα ηκήκαηα έρνπλ ίζα 
κέηξα θαη αληίζηξνθα, σο πξνο 
νπνηαδήπνηε κνλάδα κέηξεζεο. 
• Ο ιφγνο ησλ κέηξσλ δχν 
ηκεκάησλ, πνπ κεηξψληαη κε ηελ 
ίδηα κνλάδα κέηξεζεο, ηζνχηαη κε 
ην ιφγν ησλ δχν ηκεκάησλ θαη είλαη 
αλεμάξηεηνο απφ ηε κνλάδα 
κέηξεζεο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΔΗ  
 

• Σν κέηξν ηνπ ηκήκαηνο είλαη 
κε αξλεηηθφο αξηζκφο θαη ζα 
ζπκβνιίδεηαη φπσο θαη ην ηκήκα. 

Έηζη, κε ην ζύκβνιν ΑΒ ζα 

ελλννύκε θαη ην κέηξν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 
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7.6 Γηαίξεζε ηκεκάησλ εζσηεξηθά  
      θαη εμσηεξηθά σο πξνο  
      δνζκέλν ιόγν 
 
Δίδακε ζηελ § 7.2 πψο δηαηξνχκε 
έλα επζχγξακκν ηκήκα ζε λ ίζα 
κέξε. Θα δνχκε ζηε ζπλέρεηα πφηε 
έλα ζεκείν Μ δηαηξεί έλα 
επζχγξακκν ηκήκα ζε δνζκέλν 
ιφγν. ε επζεία xy δίλνληαη δχν 
νξηζκέλα ζεκεία Α θαη Β. Έζησ 
ζεκείν Μ ηεο επζείαο xy, 
δηαθνξεηηθφ ηνπ Β. Γηαθξίλνπκε 
δχν πεξηπηψζεηο:  

• Όζα αλαθέξακε γηα ην ιόγν 

θαη ην κέηξν ηκήκαηνο ηζρχνπλ 
γεληθά θαη γηα άιια γεσκεηξηθά 
κεγέζε, φπσο ε γσλία, ην ηφμν 
θηι. 
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1) Αλ ην Μ είλαη εζσηεξηθφ ζεκείν 
ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ ηφηε 
ν ιφγνο ησλ απνζηάζεψλ ηνπ απφ  
 

ηα Α θαη Β ηζνχηαη κε         . Λέκε φηη  
 

ην Κ δηαηξεί εζσηεξηθά ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ ζε ιόγν ι,  
 

αλ θαη κόλν αλ         = ι.  
 
 
 
 

Στήμα 4 
 

Γηα ην ζεκείν Μ ηζρχεη ε παξαθάησ 
πξφηαζε. 
 

Πξόηαζε 

Σν ζεκείν Κ είλαη κνλαδηθό. 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB

Α 

  

 

x 

  

 

M 

  

 

Β 

  

 

y 
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Απόδεημε 
 

Πξάγκαηη, αλ Μ' εζσηεξηθφ ζεκείν  
 

ηνπ ΑΒ ψζηε                 ηφηε έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

νπφηε ην ζεκείν Μ ηαπηίδεηαη κε ην 
ζεκείν Μ'.  
 

Αλ                 ηφηε 
 
 
 
 
                                   θαη 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

M'A

M'B
 = λ ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = 

M'A

M'B
       

MA

MA + MB
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
M'A

M'A + M'B
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

AB
 = 

M'A

AB
       MA = M'A ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = λ ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = 

 λ 

1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MA + MB
 = 

 λ 

λ + 1
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA = 
 λ 

λ + 1
AB
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2) Αλ Μ ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε 
ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, 
ηφηε πάιη ν ιφγνο ησλ απνζηάζεψλ  
 

ηνπ απφ ηα Α θαη Β ηζνχηαη κε       
 

Λέκε φηη ην Κ δηαηξεί εμσηεξηθά ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ ζε ιόγν ι,  
 

αλ θαη κόλν αλ   
 

Αλάινγα απνδεηθλχεηαη φηη θαη ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε, ην ζεκείν Κ 

είλαη κνλαδηθό. 
 

Γηεξεύλεζε 
(i) Αλ ι = 1, ηφηε πξνθαλψο δελ 
ππάξρεη ζεκείν Μ πνπ λα δηαηξεί 
εμσηεξηθά ην ΑΒ ζε ιφγν ι = 1, 
αθνχ ΜΑ ≠ ΜΒ. ηελ πεξίπησζε 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MB = AB - MA = AB - 
 λ 

λ + 1
AB

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MB = 
 1 

λ + 1
AB.

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = λ .
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απηή ην Μ είλαη ην κέζν ηνπ 
επζχγξακκνπ ηκήκαηνο. 
 

(ii) Αλ ι > 1, ηφηε                 
 

                       ΜΑ > ΜΒ, νπφηε ην Μ  
 

βξίζθεηαη ζηελ πξνέθηαζε ηνπ ΑΒ, 
πξνο ην κέξνο ηνπ Β (ζρ.5). ηελ 
πεξίπησζε απηή έρνπκε: 
 
 
 
 
 

 
                          θαη ΜΒ = ΜΑ - ΑΒ = 
 
 

= 
 

 
 
 

Στήμα 5 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 > 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = λ      

MA

MB
 = 

 λ 

1
     

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MA - MB
 = 

 λ 

λ - 1
      

MA

AB
 = 

λ

λ - 1
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA = 
 λ 

λ - 1
AB

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 λ 

λ - 1
AB - AB

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MB = 
 1 

λ - 1
AB .

x 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

M 

  

 

y 
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(iii) Αλ ι < 1 ηφηε               
 

  ΜΑ < ΜΒ, νπφηε ην Μ βξίζθεηαη 
ζηελ πξνέθηαζε ηνπ ΑΒ, πξνο ην 
κέξνο ηνπ Α (ζρ.6). Όπσο 
παξαπάλσ βξίζθνπκε φηη 
 

                            θαη  
 
 
 
 

ρήκα 6 
 

(iv) Οξηαθέο ζέζεηο 
α) Όηαλ ην ζεκείν Μ ηείλεη ζην Α, 
ην ηκήκα ΜΑ ηείλεη ζην κεδεληθφ 
επζχγξακκν ηκήκα, νπφηε ν ιφγνο 
ι ηείλεη ζην κεδέλ.  

β) Όηαλ ην ζεκείν Μ ηείλεη ζην Β, 
ην ηκήκα ΜΒ ηείλεη ζην κεδεληθφ 
επζχγξακκν ηκήκα, νπφηε ν ιφγνο 
ι ηείλεη ζην άπεηξν.  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 < 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA = 
 λ 

1 - λ
AB

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MB = 
 1 

1 - λ
AB .

x 

  

 

Μ 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

y 
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γ) Όηαλ ην ζεκείν Μ απνκαθξχλεηαη 
απεξηφξηζηα, ηα ηκήκαηα ΜΑ θαη 
ΜΒ ηείλνπλ λα ηαπηηζηνχλ, νπφηε ν 
ιφγνο ι ηείλεη ζηε κνλάδα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΖΚΔΗΩΖ 
 

• Αλ Ο είλαη ην κέζν ηνπ επζχγξακ-
κνπ ηκήκαηνο ΑΒ, ηφηε ην ζεκείν Μ  
 

ηέηνην ψζηε              βξίζθεηαη  
 

κεηαμχ Ο θαη Α φηαλ ι < 1 θαη κεηαμχ 
Ο θαη Β φηαλ ι > 1. 
 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
Γερφκαζηε ζπκβαηηθά πσο, φηαλ 
ιέκε φηη ην ζεκείν Μ δηαηξεί ην 
επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ ζε ιφγν ι, 
ελλννχκε 

 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = λ και όχι 

MB

MA
 = λ .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MA

MB
 = λ 
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• Αλ               , ιέκε φηη ην Μ δηαηξεί  
 

ην επζχγξακκν ηκήκα ΒΑ ζε ιφγν ι. 
Γειαδή ζεσξνχκε φηη ηα άθξα Α θαη 

Β ηνπ ηκήκαηνο είλαη δηαηεηαγκέλα. 
Έλα ηέηνην επζχγξακκν ηκήκα 

ιέγεηαη πξνζαλαηνιηζκέλν. 
 
 
 
 

Στήμα 7 
 

 

ΑΘΖΔΗ ΓΗΑ ΙΤΖ 
Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
 

1. Να νξίζεηε ηνπο παξαθάησ 
ιφγνπο: 
i) ηεο ππνηείλνπζαο νξζνγψληνπ 
ηξηγψλνπ πξνο ηελ αληίζηνηρε 
δηάκεζν, 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

MB

MA
 = λ 

Α 

  

 

Β 

  

 
ηκήκα ΑΒ 

Β 

  

 

Α 

  

 
ηκήκα ΒΑ 
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ii) κηαο εγγεγξακκέλεο γσλίαο 
πξνο ηελ αληίζηνηρε επίθεληξε, 
iii) ηεο δηακέηξνπ ελφο θχθινπ, πξνο 
ηελ αθηίλα ηνπ, 
iv) κηαο νξζήο γσλίαο πξνο κηα 
γσλία ηζφπιεπξνπ ηξηγψλνπ. 
 

2. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη  
ΑΒ = 10α θαη ΑΓ = 2α. Να βξεζνχλ 
νη ιφγνη: 
  
 
 
  i) ΑΒ πξνο ΑΓ,  ii) ΑΓ πξνο ΑΒ, 
iii) ΒΓ πξνο ΑΒ,     iv) ΑΓ πξνο ΒΓ.  
 

3. Γίλεηαη επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ  
 

θαη ζεκείν ηνπ Γ έηζη ψζηε 
 
 
 
 

Σφηε ν ιφγνο          είλαη:  
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

AΓ

ΓB
 = 

 1 

2
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

BΓ

AB
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i) 2   ii) 3   iii)      iv)  
 

v) θαλέλα απφ ηα παξαπάλσ. 
(Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή 
ζαο). 
 

4. Γίλεηαη επζχγξακκν ηκήκα       
AB = 12 cm θαη ην κέζν ηνπ Ο. Να 
βξεζεί ζεκείν Μ ηνπ ΑΟ, ψζηε ηα 
ζεκεία Μ θαη Β λα δηαηξνχλ 
εζσηεξηθά θαη εμσηεξηθά αληίζηνηρα 
ην ηκήκα ΑΟ ζηνλ ίδην ιφγν. 
 
 
 
 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
 

1. Οη γσλίεο ελφο ηξηγψλνπ είλαη 
αλάινγεο πξνο ηνπο αξηζκνχο 4, 3, 
2. Να βξεζνχλ νη γσλίεο ηνπ 
ηξηγψλνπ ζε κνίξεο. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 3 

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 2 

3

Α 

  

 

Ο 

  

 

Β 

  

 
M 

  

 

12cm 

  

 

6cm 

  

 

6cm 
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2. Ο ιφγνο κηαο γσλίαο σ πξνο ηελ  
 

παξαπιεξσκαηηθή ηεο είλαη        . 
Να βξεζεί ε γσλία σ.  
 

3. Οη πιεπξέο ελφο ηξηγψλνπ είλαη 
αλάινγεο πξνο ηνπο αξηζκνχο 6, 3, 
4. Αλ ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγψλνπ 
είλαη 65cm, λα βξεζνχλ ηα κήθε ησλ 
πιεπξψλ ηνπ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Οη εμσηεξηθέο γσλίεο ελφο 
ηξηγψλνπ είλαη αλάινγεο ησλ 
αξηζκψλ 2, 3 θαη 4. Να 
ππνινγηζζνχλ νη εζσηεξηθέο ηνπ 
γσλίεο. 
 

2. ε επζεία ε παίξλνπκε δηαδνρηθά 
ηα ζεκεία Α, Β, Γ θαη Α, ψζηε         
ΑΒ = 6cm, ΒΓ = 12cm, ΓΓ = 2cm. Να 
βξεζεί ζεκείν Μ ηνπ ΒΓ, ην νπνίν 
δηαηξεί εζσηεξηθά ηα ηκήκαηα ΑΓ 
θαη ΒΓ ζηνλ ίδην ιφγν. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

3
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3. Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
αλαινγηψλ, λα δηαηξέζεηε δνζκέλν 
ηκήκα AB = α ζε δχν ηκήκαηα, 
 

 ηα νπνία έρνπλ ιφγν       . 
 

 

7.7 Θεώξεκα ηνπ Θαιή 
 

Δίδακε ζηελ § 5.6 φηη αλ παξάιιειεο 
επζείεο ηέκλνπλ δχν άιιεο επζείεο 

θαη νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα πάλσ ζηε 
κία, ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη 
πάλσ ζηελ άιιε. Σα παξαπάλσ 
γεληθεχνληαη γηα νπνηνλδήπνηε ιφγν 
ζην επφκελν ζεψξεκα πνπ είλαη 
γλσζηφ σο ζεψξεκα ηνπ Θαιή. 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 3 

4

                                                      Θεώξεκα .  
Αλ ηξεηο ηνπιάρηζηνλ παξάιιειεο 
επζείεο ηέκλνπλ δπν άιιεο 
επζείεο, νξίδνπλ ζε απηέο 
ηκήκαηα αλάινγα. 
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Γειαδή: 
 

Αλ ε1//ε2//ε3, ηόηε  
 

 (ζρ.8α). 
 

 

Αλ δ1//δ2//δ3, ηόηε  
 

(ζρ.8β). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 8α 
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EZ
 = 

BΓ

ZH
 = 

AΓ

EH
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EZ
 = 

ΛM

ZH
 = 

KM

EH
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ε1 

  

 
ε2 

  

 

Ε 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Ζ 

  

 

ε3 

  

 

α 
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Στήμα 8β 
 

Απόδεημε 
(i) Αλ ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΒΓ (ζρ.9) 
είλαη ζχκκεηξα, ππάξρεη επζχγξακ-
κν ηκήκα κ ηέηνην, ψζηε ΑΒ = θκ θαη 
ΒΓ = ικ (1), φπνπ θ, ι θπζηθνί 
αξηζκνί. Γηαηξνχκε ην ηκήκα ΑΒ ζε 
θ ηκήκαηα ίζα κε ην κ θαη ην ΒΓ ζε ι 
ηκήκαηα ίζα κε ην κ. Απφ ηα ζεκεία 
πνπ νξίδνληαη κε ηνλ παξαπάλσ 
ηξφπν θέξνπκε επζείεο παξάιιειεο 

ε 

  

 

Κ 

  

 
Ε 

  

 
Ζ 

  

 

ε' 

  

 
δ1 

  

 δ2 

  

 δ3 

  

 

Λ 

  

 
Μ 

  

 

β 
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πξνο ηελ ε1, νη νπνίεο ηέκλνπλ ηε 

δ2. Δπεηδή ηα ηκήκαηα πνπ 

νξίδνληαη πάλσ ζηε δ1 είλαη ίζα 

κεηαμχ ηνπο, ηφηε θαη ηα ηκήκαηα 

πνπ νξίδνληαη πάλσ ζηε δ2 ζα είλαη 

ίζα ηκήκαηα, πνπ ην κήθνο ηνπ 
θαζελφο αο είλαη λ. Σφηε ζα έρνπκε 
ΔΕ = θλ θαη ΕΖ = ιλ (2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 9 
 
Απφ ηηο (1) θαη (2) πξνθχπηεη φηη: 

δ1 

  

 

δ2 

  

 

Α 

  

 

Δ 

  

 
Β 

  

 

Ε 

  

 

Γ 

  

 

Ζ 

  

 

ε1 

  

 
ε2 

  

 

ε3 
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                            θαη  
 
 
νπφηε 
 
 

Απφ ηελ αλαινγία (3) παίξλνπκε: 
 
 
 
 
 

(ii) Αλ ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΒΓ είλαη  
 

αζχκκεηξα, ν ιφγνο          είλαη  
 

αζχκκεηξνο αξηζκφο. 
Απνδεηθλχεηαη φηη θαη ζε απηή ηελ 
πεξίπησζε ηζρχεη ε πξνεγνχκελε 
αλαινγία. 

Ηζρχεη θαη ην αληίζηξνθν ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Θαιή. 
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ΠΟΡΗΚΑ 

Θάζε επζεία πνπ είλαη παξάιιειε 
κε κία από ηηο πιεπξέο ελόο 
ηξηγώλνπ ρσξίδεη ηηο δύν άιιεο 
πιεπξέο ζε κέξε αλάινγα θαη 
αληίζηξνθα. 
 

                                                      Θεώξεκα .  

Θεσξνύκε δύν επζείεο δ1 θαη δ2 

πνπ ηέκλνπλ δύν παξάιιειεο 

επζείεο ε1 θαη ε2 ζηα ζεκεία Α, Β 

θαη Δ, Ε αληίζηνηρα. 
Αλ Γ θαη Ζ είλαη ζεκεία ησλ 

επζεηώλ δ1 θαη δ2 αληίζηνηρα  
 

ηέηνηα, ώζηε                    ηόηε ε  
 

επζεία ΓΖ είλαη παξάιιειε πξνο 

ηηο ε1 θαη ε2 (ζρ.9). 
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Απόδεημε 
 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΓΔ//ΒΓ (ζρ. 
10).Φέξνπκε απφ ηελ θνξπθή Α 
επζεία ε//ΒΓ//ΓΔ, νπφηε απφ ην 
ζεψξεκα ηνπ Θαιή πξνθχπηεη φηη 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 10 
Μηα ζεκαληηθή εθαξκνγή ηνπ 
ζεσξήκαηνο ηνπ Θαιή είλαη ην 
επφκελν ζεψξεκα. 
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ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ 
Σν παξαπάλσ πφξηζκα ηζρχεη θαη 
ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ΑΔ ηέκλεη 
ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξψλ ηνπ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 

 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                      Θεώξεκα .  
 

Σν ηξίγσλν πνπ νξίδεηαη από ηηο 
επζείεο δύν πιεπξώλ ηξηγώλνπ 
θαη κία παξάιιειε πξνο ηελ 
ηξίηε πιεπξά ηνπ, έρεη πιεπξέο 
αλάινγεο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ 
αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 
 

Δ 

  

 

Γ 

  

 Α 

  

 
Β 

  

 

Γ 
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Απόδεημε 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΓΔ//ΒΓ 
(ζρ.12). Θα απνδείμνπκε φηη:  
 
 
 
Δπεηδή ΓΔ//ΒΓ, απφ ην ζεψξεκα 
ηνπ Θαιή έρνπκε 
 
 
 
Φέξνπκε ηελ ΔΕ παξάιιειε ηεο 
ΑΒ, νπφηε ην ΓΔΕΒ είλαη παξαιιε-
ιφγξακκν, άξα ΓΔ = ΒΕ    (2). 
Δπεηδή ΔΕ//ΑΒ, απφ ην ζεψξεκα 
ηνπ Θαιή έρνπκε 
 
 
 

Απφ ηηο (1) θαη (3) πξνθχπηεη φηη 
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Στήμα 12 
 

• Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο 
ηνπ Θαιή γίλνληαη νξηζκέλεο 
γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο. Γχν απφ 
ηηο ζπνπδαηφηεξεο είλαη ηα 
παξαθάησ πξνβιήκαηα. 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 1  
(Καηαζθεπή ηέηαξηεο αλαιφγνπ) 

Αλ δνζνύλ ηξία επζύγξακκα 
ηκήκαηα α, β θαη γ, λα θαηα-
ζθεπαζζεί ην ηκήκα x, πνπ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Δ 

  

 Ε 

  

 

Γ 
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νξίδεηαη από ηελ αλαινγία    
 
 

Ιύζε 
Έζησ κηα γσλία zOy. Πάλσ ζηε κία 
πιεπξά ηεο Οz παίξλνπκε δηαδνρηθά 
ηα ηκήκαηα ΟΑ = α, ΑΒ = β θαη 
πάλσ ζηελ Oy ην ηκήκα ΟΓ = γ. 
Απφ ην Β θέξνπκε ηελ παξάιιειε 
πξνο ηελ ΑΓ, πνπ ηέκλεη ηελ Oy ζην 
Γ. Σφηε ΓΓ = x γηαηί 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 13 
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β
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 γ 

x
  .

˄ 
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 γ 
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β 

  

 

Γ 
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y 
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Δίλαη θαλεξφ φηη κε ηνλ ίδην ηξφπν 
θαηαζθεπάδεηαη ην ηκήκα x αλ  
 
 
 

αξθεί θάζε θνξά λα γξάθνπκε ην x 
σο ηέηαξην φξν ηεο αλαινγίαο. 
 

ΠΡΟΒΙΖΚΑ 2  
(Γηαίξεζε επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
ζε δνζκέλν ιόγν) 
 

Λα δηαηξεζεί επζύγξακκν ηκήκα 
ΑΒ, εζσηεξηθά θαη εμσηεξηθά, ζε  
 

δνζκέλν ιόγν         όπνπ κ,λ  
 

γλσζηά ηκήκαηα.  
Ιύζε 
 

Απφ ην Α θέξνπκε κηα εκηεπζεία Αx, 
πάλσ ζηελ νπνία παίξλνπκε ηκήκα 
ΑΔ = κ. Απφ ην Β θέξνπκε επζεία 
παξάιιειε ηεο Αx θαη παίξλνπκε 
πάλσ ζε απηή εθαηέξσζελ ηνπ Β 
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 x 
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 β 

γ
  ή  

 α 

x
 = 

 β 

γ
  ή  

 α 

β
 = 

 x 

γ
 ,
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ηκήκαηα ΒΕ = ΒΖ = λ. Σα ζεκεία Γ 
θαη Γ ζηα νπνία νη επζείεο ΔΖ θαη 
ΔΕ ηέκλνπλ ηελ επζεία ΑΒ είλαη ηα 
δεηνχκελα. Πξάγκαηη, ηα ηξίγσλα 
ΑΔΓ θαη ΓΖΒ έρνπλ αλάινγεο 
πιεπξέο, νπφηε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 14 
 

Όκνηα ηα ηξίγσλα ΓΑΔ θαη ΓΒΕ 
έρνπλ αλάινγεο πιεπξέο, νπφηε: 
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• Αλ κ = λ, ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΕΔ 
είλαη παξαιιειφγξακκν, νπφηε ε 

ΔΕ δε δίλεη ζεκείν Γ πάλσ ζηελ 

ΑΒ, ελψ ην Γ είλαη ην κέζν ηνπ ΑΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 15 
 
 

Γχν ζεκεία Γ θαη Γ, πνπ δηαηξνχλ 
εζσηεξηθά θαη εμσηεξηθά ην ηκήκα 

ΑΒ ζηνλ ίδην ιφγν, ιέγνληαη ζπδπγή 

αξκνληθά ησλ Α θαη Β (ζρ.16). 
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Στήμα 16 
 

Γειαδή ηα Γ θαη Γ είλαη ζπδπγή 
αξκνληθά ησλ Α θαη Β, αλ ηα ηέζζεξα 
ζεκεία είλαη ζπλεπζεηαθά θαη 
 
 
 

Απφ ηε ζρέζε απηή παίξλνπκε ηελ 
αλαινγία 
 
 
 
απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη φηη θαη ηα 
Α θαη Β είλαη ζπδπγή αξκνληθά ησλ 
Γ θαη Γ. Σα ηέζζεξα ζεκεία (Α,Β) 
θαη (Γ,Γ) ιέκε φηη απνηεινχλ 

αξκνληθή ηεηξάδα. 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

Γ 
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εκείσζε 
Σν Γ ιέγεηαη αξκνληθό ζπδπγέο ηνπ 
Γ σο πξνο ηα Α θαη Β. Όπσο είδακε 
παξαπάλσ, αλ ην Γ είλαη ην κέζν 

ηνπ ΑΒ, ην Γ δελ ππάξρεη. 

 

ΑΘΖΔΗ ΓΗΑ ΙΤΖ 
Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
 
 
 

1. ηα παξαθάησ ζρήκαηα λα 
βξείηε ηα x θαη y. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 
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y 

  

 

x 
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 Γ 
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2. Να δηθαηνινγήζεηε γηαηί ΑΒ//ΓΑ 
θαη ΔΕ//ΚΛ//ΜΝ ζηα παξαθάησ 
ζρήκαηα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

3α 

  

 4α 

  

 

2α 

  

 6α 

  

 

Ο 
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Δ 
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 6 

  

 

9 
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Να ραξαθηεξίζεηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία απφ ηηο πξνεγνχ- 
κελεο ζρέζεηο θαη λα δηθαηνινγήζεηε 
ηηο απαληήζεηο ζαο. 
 

4. Γίλεηαη ηκήκα ΑΒ θαη δπν ζεκεία  
 

Γ θαη Γ ψζηε                  Αξθεί ε  
 

πξνεγνχκελε ζρέζε ψζηε ηα Γ θαη 
Γ λα είλαη ζπδπγή αξκνληθά ησλ Α 
θαη Β; 
 

5. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη ΚΛ = 4, 
ΛΔ = 2. Να βξεζεί ζεκείν Ε ηέηνην, 
ψζηε ηα ζεκεία (Ε,Δ) λα είλαη 
ζπδπγή αξκνληθά ησλ (Κ,Λ). 
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Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη 
ΓΔ//ΒΓ, ΔΕ//ΑΒ θαη ΕΖ//ΑΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Να απνδείμεηε φηη  
 

2. Απφ ηελ θνξπθή Α παξαιιειν-
γξάκκνπ ΑΒΓΑ θέξνπκε επζεία ε ε 
νπνία ηέκλεη ηε δηαγψλην ΒΓ ζην Δ, 
ηελ πιεπξά ΒΓ ζην Ε θαη ηελ 
πξνέθηαζε ηεο ΓΓ ζην Ζ. Να 
απνδείμεηε φηη 
 

                        ii) AE
2
 = EZ  EH 
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 Γ 
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3. Οη κε παξάιιειεο πιεπξέο ΑΓ, 
ΒΓ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ ηέκλνληαη ζην 
Ο. Ζ παξάιιειε απφ ην Β πξνο ηελ 
ΑΓ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ. Να 
απνδείμεηε φηη ην ΟΑ είλαη κέζν 
αλάινγν ησλ ΟΓ θαη ΟΔ. 
 

4. Απφ ζεκείν Γ ηεο πιεπξάο ΒΓ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ θέξνπκε ηελ 
παξάιιειε πξνο ηε δηάκεζφ ηνπ 
ΑΜ, πνπ ηέκλεη ηηο επζείεο ΑΒ θαη 
ΑΓ ζηα ζεκεία Δ θαη Ε αληίζηνηρα. 
 

Να απνδείμεηε φηη  
 

5. Γίλεηαη ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη 
ζεκείν Δ ηεο δηαγσλίνπ ΑΓ. Οη 
παξάιιειεο απφ ην Δ πξνο ηηο ΒΓ, 
ΓΓ ηέκλνπλ ηηο ΑΒ, ΑΓ ζηα Ε θαη Ζ 
αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε φηη 
ΕΖ//ΓΒ. 
 

6. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκεία 
Γ, Δ ηεο πιεπξάο ΒΓ, ψζηε  
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                          Οη παξάιιειεο απφ  
 

ηα Γ θαη Δ πξνο ηηο ΑΓ θαη ΑΒ 
αληίζηνηρα ηέκλνπλ ηελ ΑΒ ζην Ε 
θαη ηελ ΑΓ ζην Ζ. Να απνδείμεηε φηη 
ΕΖ//ΒΓ.  
 

7. Απφ ηπραίν ζεκείν Κ ηεο 
δηακέζνπ ΑΜ ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
θέξνπκε παξάιιειεο πξνο ηηο ΑΒ 
θαη ΑΓ, πνπ ηέκλνπλ ηε ΒΓ ζηα Γ 
θαη Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε φηη 
ΜΓ = ΜΔ. 
 

8. Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ (ΑΒ//ΓΓ) 
θαη Δ ην κέζν ηεο κηθξήο βάζεο ΑΒ. 
Αλ ε ΓΔ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Ε θαη ηελ 
πξνέθηαζε ηεο ΓΒ ζην Ζ, λα 
απνδείμεηε φηη ηα Ε, Ζ είλαη ζπδπγή 
αξκνληθά ησλ Γ, Δ. 
 

9. Γεμακελή χςνπο π = 12m πεξηέρεη 
λεξφ πνπ θηάλεη ζε χςνο h. Ράβδνο 
κήθνπο 15m ηνπνζεηείηαη ζηε δεμα-
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κελή, φπσο ζην παξαθάησ ζρήκα. 
Βγάδνπκε ηε ξάβδν θαη παξαηε-
ξνχκε φηη ην ηκήκα πνπ βξέρηεθε 
έρεη κήθνο 10m. Μπνξνχκε λα ππν-
ινγίζνπκε ην χςνο h ηνπ λεξνχ; 
 
 
 
 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Αλ ηα Γ, Γ είλαη ζπδπγή αξκνληθά 
ησλ Α, Β θαη Ο είλαη ην κέζν ηνπ 
ΑΒ, λα απνδείμεηε φηη ηα Γ θαη Γ 
βξίζθνληαη πξνο ην ίδην κέξνο ηνπ 
Ο. 
 

2. Να δηαηξεζεί επζχγξακκν ηκήκα 
AB = α ζε ηκήκαηα x, y, σ ηέηνηα, 
ψζηε 4x = 6y = 3σ. 
 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ 
εγγεγξακκέλν ζε θχθιν (Ο,R) θαη 
έζησ Γ ε ηνκή ηεο δηακέηξνπ ΑΔ κε 

12m 

  

 

h 
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ηε ΒΓ. Αλ Ε θαη Ζ είλαη νη πξνβνιέο 
ηνπ Γ ζηηο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα, λα 
απνδείμεηε φηη ΕΖ//ΒΓ. 
 

4. Γίλεηαη παξαιιειφγξακκν ΑΒΓΓ 
θαη ζεκείν Δ ηεο ΓΒ ηέηνην, ψζηε  
 

                      Αλ ε ΓΔ ηέκλεη ηελ ΑΓ  
 

ζην Ε, λα απνδείμεηε φηη ΑΕ = 3ΓΕ. 
 

5. Απφ ηελ θνξπθή Β 
παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ θέξνπκε 
επζεία ε, πνπ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ 
ζην Δ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΓ 
ζην Ε. Να απνδείμεηε φηη 
 
 
 

6. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα ζε-
κεία Γ, Δ ηεο ΒΓ ψζηε ΒΓ = ΓΔ = ΔΓ. 
Ζ παξάιιειε απφ ην Γ πξνο ηελ 
ΑΒ ηέκλεη ηε δηάκεζν ΑΜ ζην Κ. Να 
απνδείμεηε φηη: 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΓΔ = 
 1 

5
 ΓΒ.

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ΓA

ΓE
 - 
ΓΓ

ΓZ
 = 1.

141 / 157 



i) Σν Κ είλαη ην βαξχθεληξν ηνπ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
ii) ΚΔ//ΑΓ. 
 

7. Σξαπεδίνπ ΑΒΓΓ (ΑΒ//ΓΓ) νη 
δηαγψληεο ΑΓ, ΒΓ ηέκλνληαη ζην Ο. 
Απφ ην Ο θέξνπκε παξάιιειεο 
πξνο ηηο ΑΓ, ΒΓ πνπ ηέκλνπλ ηε ΓΓ 
ζηα Δ θαη Ε αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε φηη ΓΔ = ΓΕ. 
 

ύλζεηα ζέκαηα 
1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα 
ζεκεία Γ θαη Δ ησλ πιεπξψλ ηνπ 
ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα, ψζηε    
 
                  Να απνδείμεηε φηη ηα  
 

κέζα Κ, Λ, Μ ησλ ΑΒ, ΑΓ θαη ΓΔ 
αληίζηνηρα, είλαη ζπλεπζεηαθά 
ζεκεία. 
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2. Απφ ην κέζν Μ ηεο πιεπξάο ΒΓ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ θέξνπκε ηπραία 
επζεία, πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα 
Ε θαη Ζ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε 
φηη ΕΑ  ΖΓ = ΖΑ  ΕΒ. 
 

3. Γίλεηαη επζεία ε, ηέζζεξα 
δηαδνρηθά ζεκεία ηεο Α, Γ, Β, Γ θαη 
ζεκείν Ο εθηφο απηήο. Απφ ην Β 
θέξνπκε παξάιιειε πξνο ηελ ΟΑ, 
ε νπνία ηέκλεη ηηο ΟΓ, ΟΓ ζηα Δ θαη 
Ε αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε φηη ηα 
Γ, Γ είλαη ζπδπγή αξκνληθά ησλ Α, 
Β, αλ θαη κφλν αλ ΒΔ = ΒΕ. 
 

4. Αλ έλα ζεκείν Γ ρσξίδεη 
εζσηεξηθά ηελ πιεπξά ΒΓ ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ ζε ιφγν ι θαη έλα ζεκείν Δ 
ρσξίδεη εζσηεξηθά ην ΑΓ ζε ιφγν θ, 
λα ππνινγηζζεί ν ιφγνο ζηνλ νπνίν 
ρσξίδεη ε επζεία ΒΔ ηελ πιεπξά ΑΓ. 
 

5. Ζ εθαπηνκέλε ελφο θχθινπ ζε 
ζεκείν ηνπ Μ ηέκλεη ηηο 
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εθαπηφκελεο ζηα άθξα Α, Β κηάο 
δηακέηξνπ ηνπ ΑΒ, ζηα  
ζεκεία Γ θαη Γ αληίζηνηρα.  
Αλ Κ είλαη ην ζεκείν  
ηνκήο ησλ ΒΓ, ΑΓ,  
λα απνδείμεηε φηη ΜΚ     ΑΒ. 
 
 
 
 
 

┴ 
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Με απφθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνχ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππψλνληαη 
απφ ηνλ Οξγαληζκφ Δθδφζεσο Γηδαθηη-
θψλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκφζηα ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πψιεζε, φηαλ θέξνπλ 
βηβιηφζεκν πξνο απφδεημε ηεο γλεζηφηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πψιεζε θαη δε θέξεη βηβιηφζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηψθεηαη ζχκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νφκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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