
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΤΠΟΤΡΓΔΗΟ ΔΘΝΗΚΖ ΠΑΗΓΔΗΑ 
ΚΑΗ ΘΡΖΚΔΤΜΑΣΧΝ 

ΠΑΗΓΑΓΧΓΗΚΟ ΗΝΣΗΣΟΤΣΟ 

Α΄ θαη Β΄ 

Γεληθνύ Λπθείνπ 

Κ 

Η 
Ο 

Θ Ζ 
Α 

ε4 

Γ 

Ε 

Δ 

ε3 

ε2 

ε1 

κα 

Β 

Φ 

Σόκνο 3νο 





ΤΠΟΤΡΓΔΗΟ ΔΘΝΗΚΖ ΠΑΗΓΔΗΑ 
ΚΑΗ ΘΡΖΚΔΤΜΑΣΧΝ 

 

ΠΑΗΓΑΓΧΓΗΚΟ ΗΝΣΗΣΟΤΣΟ 
 

 

ΔΤΚΛΔΗΓΔΗΑ  
ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ 

 
 

ΑΡΓΤΡΟΠΟΤΛΟ ΖΛΗΑ 
ΒΛΑΜΟ ΠΑΝΑΓΗΧΣΖ 
ΚΑΣΟΤΛΖ ΓΔΧΡΓΗΟ 
ΜΑΡΚΑΣΖ ΣΤΛΗΑΝΟ 
ΗΓΔΡΖ ΠΟΛΤΥΡΟΝΖ 

 
 

ΣΟΜΟ 2νο 
ΚΔΦΑΛΑΗΑ 3.16 - 4.8 





ΔΛΛΖΝΗΚΖ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΖ 
ΔΣΑΗΡΔΗΑ 

 

ΟΜΑΓΑ ΤΓΓΡΑΦΗ 
 

Αξγπξόπνπινο Ζιίαο 
Διδάκηωρ Μαθημαηικών 

Ε.Μ.Πολσηετνείοσ 
 

Βιάκνο Παλαγηώηεο 
Διδάκηωρ Μαθημαηικών 

Ε.Μ.Πολσηετνείοσ 
 

Καηζνύιεο Γεώξγηνο 
Μαθημαηικός 

 

Μαξθάηεο ηπιηαλόο 
Επίκοσρος Καθηγηηής, Τομέα 

Μαθημαηικών Ε.Μ. Πολσηετνείοσ 
 

ίδεξεο Πνιύρξνλεο 
Μαθημαηικός, η. Στολικός 

Σύμβοσλος 
 

 



Ιζηνξηθά εκεηώκαηα: 
Βαλδνπιάθεο Ησάλλεο 

 Διδάκηωρ Πανεπιζηημίοσ Μ. 
Lomonosov Μόζτας Ιόνιο 

Πανεπιζηήμιο 

 
Φηινινγηθή Δπηκέιεηα: 
Γεκεηξίνπ Διέλε  
 

Δπηινγή εηθόλωλ:  
Παπαδνπνύινπ Μπία  
 

Δηθνλνγξάθεζε - ειηδνπνίεζε:  
Αιεμνπνύινπ Καίηε 
 

ΠΡΟΑΡΜΟΓΖ ΣΟΤ ΒΗΒΛΗΟΤ ΓΗΑ 
ΜΑΘΖΣΔ ΜΔ ΜΔΗΧΜΔΝΖ ΟΡΑΖ 
Οκάδα εξγαζίαο ηνπ Τπνπξγείνπ 

Παηδείαο, Γηα Βίνπ Μάζεζεο  
θαη Θξεζθεπκάησλ 

 
 



3.16 ρεηηθέο ζέζεηο δπν θύθιωλ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 61α 

Λ 

  

 

Λ 

  

 

Λ 

  

 

Λ 

  

 

Λ 

  

 

Κ 

  

 

Κ 

  

 

Κ 

  

 

Κ 

  

 

Κ 
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Θεσξνύκε δύν θύθινπο (Κ, R) θαη 
(Λ, ξ) κε R ≥ ξ. Οη ζρεηηθέο ηνπο 
ζέζεηο θαίλνληαη ζην παξαπάλσ 
ζρήκα (ζρ.61α). 
 

Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη 
ηα θέληξα δύν θύθισλ ιέγεηαη 

δηάθεληξνο ησλ δύν θύθισλ θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε δ (ζρ. 61β).  
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 61β 
 

Οη ζρεηηθέο ζέζεηο δύν θύθισλ 
εμαξηώληαη από ηε ζρέζε ηεο 
δηαθέληξνπ κε ην άζξνηζκα ή ηε 
δηαθνξά ησλ αθηίλσλ ηνπο. 
Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο:  

Κ 

  

 

Λ 

  

 

δ 
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• Κύθινη ρωξίο θνηλά ζεκεία 
(i) Ο θύθινο (Λ, ξ) βξίζθεηαη ζην 

εζωηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη κόλν 

αλ δ < R - ξ (ζρ.62α). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 62 

δ 

  

 

Κ 

  

 δ 

  

 

δ 

  

 
δ 

  

 
δ 

  

 

Κ 

  

 
Κ 

  

 Κ 

  

 
Κ 

  

 

Λ 

  

 
Λ 

  

 
Λ 

  

 Λ 

  

 
Λ 

  

 

R 

  

 
R 

  

 

ξ 

  

 

(α) 

  

 
(β) 

  

 
(γ) 

  

 
(δ) 

  

 
(ε) 
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(ii) Οη θύθινη (Κ, R) θαη (Λ, ξ) 

βξίζθεηαη ν έλαο ζην εμωηεξηθό ηνπ 

άιινπ, αλ θαη κόλν αλ δ > R + ξ 
(ζρ.62ε). 
 

• Δθαπόκελνη θύθινη 
 

(i) Οη θύθινη εθάπηνληαη εζωηεξη-

θά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν 
θαη ν θύθινο (Λ, ξ) βξίζθεηαη ζην 
εζσηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη κόλν 

αλ δ = R - ξ (ζρ.62β). 

(ii) Οη θύθινη εθάπηνληαη εμωηεξη-
θά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν 
θαη ν έλαο βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό 

ηνπ άιινπ, αλ θαη κόλν αλ δ = R + ξ 
(ζρ.62δ). 
Σν θνηλό ζεκείν δύν εθαπηόκελσλ 

θύθισλ ιέγεηαη ζεκείν επαθήο θαη 
είλαη ζεκείν ηεο δηαθέληξνπ. 
Πξάγκαηη, αλ ην ζεκείν επαθήο Α 
(ζρ.63) δελ είλαη ζεκείν ηεο 
δηαθέληξνπ, ηόηε από ην ηξίγσλν 
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ΑΚΛ έρνπκε ΚΛ < ΚΑ + ΑΛ, δειαδή 
δ < R + ξ, πνπ είλαη άηνπν. 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 63 
 

• Σεκλόκελνη θύθινη 
Οη θύθινη ηέκλνληαη, δειαδή έρνπλ 

δύν θνηλά ζεκεία, αλ θαη κόλν αλ    

R - ξ < δ < R + ξ (ζρ.62γ). Σν 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ πνπ ελώλεη 

ηα θνηλά ζεκεία ιέγεηαη θνηλή 

ρνξδή ησλ δύν θύθισλ. Ηζρύεη ην 
επόκελν ζεώξεκα. 
 
 
 
 
 

Κ 

  

 

R 

  

 

Α 

  

 

ξ 

  

 

Λ 

  

 

δ 

  

 

                                                      Θεώξεκα .  
Η δηάθεληξνο δύν ηεκλόκελωλ 
θύθιωλ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο 
θνηλήο ρνξδήο ηνπο. 
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Απόδεημε 
Έζησ νη θύθινη (Κ,R) θαη (Λ,ξ) ηνπ 
ζρ.64 θαη Α, Β ηα ζεκεία ηνκήο 
ηνπο. Δπεηδή ΚΑ = ΚΒ = R, ην 
ζεκείν Κ είλαη ζεκείν ηεο 
κεζνθαζέηνπ ηνπ ΑΒ. Όκνηα από 
ηελ ΛΑ = ΛΒ = ξ πξνθύπηεη όηη θαη 
ην Λ είλαη ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ 
ηνπ ΑΒ. Άξα, ε ΚΛ είλαη κεζνθάζεηνο 
ηεο θνηλήο ρνξδήο ΑΒ ηνπ θύθινπ. 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 64 
 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Λ 

  

 

Κ 

  

 

ξ 

  

 ξ 

  

 

R 

  

 R 
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ρήκα 65 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ  
ηελ πεξίπησζε πνπ νη ηεκλόκε-
λνη θύθινη (Κ, R) θαη (Λ, ξ) (ζρ.65) 
είλαη ίζνη, δειαδή έρνπλ R = ξ, 
ηόηε θαη ε θνηλή ρνξδή είλαη 
κεζνθάζεηνο ηεο δηαθέληξνπ. 
Πξάγκαηη, επεηδή R = ξ, ζα είλαη 
ΑΚ = ΑΛ θαη ΒΚ = ΒΛ. Άξα ηα Α 
θαη Β είλαη ζεκεία ηεο κεζνθαζέ-
ηνπ ηνπ ΚΛ θαη επνκέλσο ε θνηλή 
ρνξδή ΑΒ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο 
δηαθέληξνπ ΚΛ. 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Κ 

  

 

Λ 
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ΔΦΑΡΜΟΓΗ 

Γύν θύθινη εθάπηνληαη εμωηεξηθά 
ζην Α (ζρ.66). Μία επζεία ε 
εθάπηεηαη θαη ζηνπο δύν θύθινπο 
ζηα Β, Γ αληίζηνηρα, όπωο ζην 
ζρ.66. Να απνδεηρζεί όηη: 
(i)  Η εθαπηνκέλε δ ηνπ ελόο 
θύθινπ ζην Α είλαη θαη εθα-
πηνκέλε ηνπ άιινπ. 
(ii) Η επζεία δ δηρνηνκεί ην ηκήκα 
ΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

(i) Έζησ όηη ε δ εθάπηεηαη ζηνλ 
θύθιν (Κ) ζην Α. Σόηε δ     ΚΑ(1). 
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Γ 

  

 Κ 

  

 

Λ 

  

 

ε 
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Μ 

  

 

┴ 



Δπεηδή όκσο νη θύθινη εθάπηνληαη, 
ην Α είλαη ζεκείν ηεο δηαθέληξνπ ΚΛ, 
νπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη όηη δ     
ΑΛ, επνκέλσο ε επζεία δ είλαη θαη 
εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ (Λ). 
(ii) Έζησ Μ ην ζεκείν ηνκήο ηεο δ κε 
ηελ ε. Σόηε ΜΑ = ΜΒ, σο εθαπηόκε-
λα ηκήκαηα ηνπ (Κ) θαη ΜΑ = ΜΓ, σο 
εθαπηόκελα ηκήκαηα ηνπ (Λ). Από 
ηηο ηζόηεηεο απηέο πξνθύπηεη όηη 
ΜΒ = ΜΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

┴ 

ΥΟΛΙΟ  
Ζ επζεία ε ηνπ παξαπάλσ ζρήκα-
ηνο, πνπ εθάπηεηαη θαη ζηνπο δύν 
θύθινπο θαη ηνπο αθήλεη πξνο ην 

ίδην κέξνο ηεο ιέγεηαη θνηλή εμω-
ηεξηθή εθαπηνκέλε, ελώ ε επζεία 
δ πνπ έρεη ηνπο θύθινπο ζηνπο 
νπνίνπο εθάπηεηαη εθαηέξσζελ 

απηήο ιέγεηαη θνηλή εζωηεξηθή 
εθαπηνκέλε. 
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ΑΚΗΔΙ ΓΙΑ ΛΤΗ 
Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 

1. Αλ (Κ, R) θαη (Λ, ξ) είλαη δύν 
θύθινη πνπ έρνπλ δηαθνξεηηθά 
θέληξα θαη R > ξ, ΚΛ = δ, λα 
αληηζηνηρίζεηε θάζε θξάζε ηεο 
πξώηεο ζηήιεο κε ηελ αληίζηνηρε 
ζρέζε ζηε δεύηεξε ζηήιε. 
 

 

ηήιε Α ηήιε Β 

α. Ο θύθινο (Λ,ξ) είλαη 
εζσηεξηθόο ηνπ (K,R). 
β. Ο θύθινο (Λ,ξ) 
εθάπηεηαη εζσηεξηθά 
ηνπ (KR). γ. Οη θύθινη 
(KR) θαη (Λ,ξ) ηέκλν-
ληαη. 
δ. Οη θύθινη εθά-
πηνληαη εμσηεξηθά. 
ε. Κάζε θύθινο είλαη 
εμσηεξηθόο ηνπ άιινπ. 

1. δ > + ξ 
 

2. δ = R + ξ 
 

3. δ = R - ξ 
 

4. δ < R-ξ 
 

5. δ= R - ξ 
 

6. ξ < δ < R 
 

7. 2δ = Rξ 
 

8. R - ξ < 
< δ < R + ξ 
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2. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία από ηηο επόκελεο 
πξνηάζεηο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 
i) Ζ δηάθεληξνο δύν θύθισλ είλαη 
κεζνθάζεηνο ηεο θνηλήο ρνξδήο. 

   Λ 
ii) Ζ θνηλή ρνξδή δύν ίζσλ θύθισλ 
είλαη κεζνθάζεηνο ηεο δηαθέληξνπ. 

   Λ 
iii) Σν ζεκείν επαθήο δύν εθαπηό-
κελσλ θύθισλ είλαη ζεκείν ηεο 
δηαθέληξνπ.  

   Λ 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. Να πξνζδηνξηζζνύλ νη ζρεηηθέο 
ζέζεηο ησλ θύθισλ (K, ξ) θαη (Λ, 2ξ) 
αλ  
 

                        ii) ΚΛ = ξ, 
 

iii) ΚΛ = 2ξ,  iv) ΚΛ = 3ξ,  
λ) ΚΛ = 4ξ. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) ΚΛ = 
 ρ 

2
 ,
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2. Γίλεηαη θύθινο (Ο, ξ) θαη κηα 
αθηίλα ηνπ ΟΑ. Γξάθνπκε θύθιν κε 
δηάκεηξν ΟΑ. Πνηα είλαη ε ζρεηηθή 
ζέζε ησλ δύν θύθισλ; 
 

3. Γίλεηαη επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ 
θαη ην κέζν ηνπ Ο. Γξάθνπκε ηνλ 
θύθιν (Α, ΑΟ) θαη ηνλ θύθιν κε 
δηάκεηξν ΟΒ. Πνηα είλαη ε ζρεηηθή 
ζέζε ησλ δύν θύθισλ; 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Γίλεηαη θύθινο (Ο, R) θαη εμσηεξη-
θό ζεκείν ηνπ Ρ, ώζηε ΟΡ < 2R. 
Γξάθνπκε ηνλ θύθιν (Ο, 2R). Να 
απνδείμεηε όηη: 
i) ν θύθινο (O,2R) ηέκλεη ηνλ θύθιν 
(Ρ, ΡΟ) ζε δύν ζεκεία Γ θαη Γ, 
ii) ηα επζύγξακκα ηκήκαηα ΟΓ θαη 
ΟΓ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν (Ο,R) ζηα 
ζεκεία Α θαη Β, 
iii) ηα ΡΑ θαη ΡΒ εθάπηνληαη ζηνλ 
(Ο, R).  
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2. Γίλνληαη δύν θύθινη (Ο1, R1) θαη 

(Ο2, R2) κε Ο2 > R1 + R2 > 2R2. 

i) Nα απνδείμεηε όηη ν έλαο 
βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό ηνπ άιινπ. 
ii) Δζησ όηη ε δηάθεληξνο ηέκλεη ηνλ 

(Ο1) ζηα ζεκεία Μ, Μ θαη ηνλ (Ο2) 

ζηα ζεκεία Ν, Ν αληίζηνηρα κε ηα Μ, 
Ν κεηαμύ ησλ Μ', Ν'. Να απνδείμεηε 
όηη MN ≤ AB ≤ M'N', όπνπ Α, Β 

ηπραία ζεκεία ησλ θύθισλ (Ο1) θαη 

(Ο2) αληίζηνηρα. 
 

3. Έλαο θύθινο θέληξνπ Κ είλαη 
εμσηεξηθόο ελόο άιινπ θύθινπ 
θέληξνπ Λ. Μηα θνηλή εμσηεξηθή 
εθαπηνκέλε θαη κηα θνηλή εζσηεξηθή 
εθαπηνκέλε ησλ δύν θύθισλ 
ηέκλνληαη ζην Ρ. Να απνδείμεηε όηη 

ΚΡΛ = 90°. 
 

4. Μπνξείηε λα δσγξαθίζεηε 12 
θύθινπο, ώζηε ν θαζέλαο από  
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απηνύο λα εθάπηεηαη  
ζε 5 αθξηβώο από  
ηνπο δνζκέλνπο θύθινπο; 
 
 
 

ΙΣΟΡΙΚΟ ΗΜΔΙΩΜΑ 
Οη γεωκεηξηθέο θαηαζθεπέο 
 

Σα πξώηα πξνβιήκαηα γεσκεηξη-
θώλ θαηαζθεπώλ απαληώληαη ζηα 
«ηνηρεία.» ηνπ Δπθιείδε. Οη καζε-
καηηθέο πξνηάζεηο δηαηξνύληαη ζε 
«ζεσξήκαηα», όπνπ δεηείηαη λα 
απνδεηρζεί όηη έλα αληηθείκελν έρεη 
κηα νξηζκέλε ηδηόηεηα θαη ζε 
«πξνβιήκαηα», όπνπ δεηείηαη λα 
θαηαζθεπαζζεί θάπνην αληηθείκελν 
πνπ λα έρεη νξηζκέλε ηδηόηεηα. ηα 
«ηνηρεία» νη θαηαζθεπέο ζηεξίδν-
ληαη ζηα ηξία πξώηα αηηήκαηα ηνπ 
Βηβιίνπ I (βι. Σα κε επηιύζηκα 
γεσκεηξηθά πξνβιήκαηα ηεο  
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αξραηόηεηαο). Χο ηα ηέιε ηνπ 4νπ 
αη. πξέπεη λα είρε εδξαησζεί ε πε-
πνίζεζε όηη νξηζκέλα πξνβιήκαηα, 
όπσο π.ρ. ην πξόβιεκα ηνπ δηπια-
ζηαζκνύ ηνπ θύβνπ δελ είλαη επηιύ-
ζηκν κε ηα επηηξεπηά ηόηε θαηα-
ζθεπαζηηθά εξγαιεία. Έηζη εκθαλί-
δεηαη ε πξώηε ηεξάξρεζε ησλ 
πξνβιεκάησλ κε βάζε ηα επηηξε-
πηά θαηαζθεπαζηηθά εξγαιεία 
επηιπζηκόηεηάο ηνπο. Χο επίπεδα 
πξνβιήκαηα ζεσξνύληαη απηά πνπ 
κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζηνύλ κε 
θαλόλα θαη δηαβήηε, ζηεξεά πξν-
βιήκαηα είλαη εθείλα πνπ ιύλνληαη 
κε ηε βνήζεηα θσληθώλ ηνκώλ, θαη 
γξακκηθά πξνβιήκαηα είλαη όια ηα 
ππόινηπα. Ο Πάππνο κάιηζηα 
ζεσξνύζε ζνβαξό ιάζνο ηε ιύζε 
ελόο επίπεδνπ πξνβιήκαηνο κε ηε 
βνήζεηα θσληθώλ ηνκώλ. 
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Γεωκεηξηθέο θαηαζθεπέο 
ηελ § 2.7 αλαθέξακε ηελ έλλνηα 
ηεο γεσκεηξηθήο θαηαζθεπήο. 
Ζ αληηκεηώπηζε ελόο πξνβιήκαηνο 
θαηαζθεπήο αθνινπζεί ηα εμήο 

ζηάδηα: ηελ θαηαζθεπή (ή ζύλζεζε), 

ηελ απόδεημε θαη ηε δηεξεύλεζε. 

• Ζ θαηαζθεπή είλαη όιεο εθείλεο νη 
ελέξγεηεο πνπ νδεγνύλ ζηε 
ζρεδίαζε ηνπ ζρήκαηνο. 

• Ζ απόδεημε είλαη ε επηβεβαίσζε 
όηη ην ζρήκα πνπ θαηαζθεπάζηεθε 
έρεη σο ζηνηρεία ηα δνζκέλα. 

• Ζ δηεξεύλεζε είλαη ε αλαγξαθή 
όισλ εθείλσλ ησλ ζπλζεθώλ, πνπ 
πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηα 
δεδνκέλα, ώζηε ην πξόβιεκα λα 
έρεη ιύζε. ηε δηεξεύλεζε 
εμεηάδεηαη επίζεο θαη ην πιήζνο 
ησλ ιύζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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3.17 Απιεο γεωκεηξηθέο   
         θαηαζθεπέο 
 

ηελ παξάγξαθν απηή παξνπζη-
άδνπκε νξηζκέλεο γεσκεηξηθέο 
θαηαζθεπέο κε ηηο νπνίεο 
θαηνρπξώλνπκε θαηαζθεπαζηηθά 
ζηνηρεηώδε γεσκεηξηθά αληηθείκελα 
θαη δηαδηθαζίεο. 
 

ΥΟΛΙΟ  
Όηαλ ε θαηαζθεπή ηνπ δεηνύκελνπ 
ζρήκαηνο δελ είλαη άκεζα θαλεξή, 
ηόηε, πξηλ από ηελ θαηαζθεπή 
θάλνπκε, σο βνεζεηηθό βήκα, θαη 

ηε ιεγόκελε αλάιπζε. ε πξν-
βιήκαηα επόκελσλ θεθαιαίσλ 
ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηελ 
αλάιπζε. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
 

Γίλεηαη γωλία x   y θαη ε εκηεπζεία 
Ο'x'. Να θαηαζθεπαζζεί γωλία ίζε  
 

κε ηε x   y ε νπνία έρεη ωο κηα 
πιεπξά, ηελ Ο'x' θαη θνξπθή ην 
Ο'.  
 
 
 
 
 
 

 

ρήκα 67 
 

• Καηαζθεπή 
 

Καζηζηνύκε ηε γσλία x   y (ζρ.67) 
επίθεληξε γξάθνληαο θύθιν κε 
θέληξν Ο θαη ηπραία αθηίλα ξ. Έζησ  
 

ΑΒ ην αληίζηνηρν ηόμν ηεο. Με  

˄ 
Ο 

  

 ˄ 
Ο 

  

 

Α 

  

 

Α' 

  

 

Β 

  

 

y 

  

 

x 

  

 

Ο' 

  

 

Β' 

  

 

y'  

 

x' 

  

 

Ο 

  

 

˄ 
Ο 

  

 
͡ 
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θέληξν Ο' θαη αθηίλα ηελ ίδηα, γξά-
θνπκε άιινλ θύθιν πνπ ηέκλεη ηελ 
Ο'x' ζην Α'. Αθνινύζσο γξάθνπκε 
ηνλ θύθιν (A', AB) ηνπ νπνίνπ έλα 
θνηλό ζεκείν κε ηνλ (Ο',ξ) είλαη ην 
B'. Φέξνπκε ηελ εκηεπζεία Ο'Β'. Ζ  
 

γσλία x'   'Β', δειαδή ε x'   'y' είλαη 
ε δεηνύκελε. 
 

• Απόδεημε 
 

Οη γσλίεο x   y θαη x'   'y' είλαη ίζεο, 
γηαηί είλαη επίθεληξεο ζηνπο ίζνπο 
θύθινπο (Ο,ξ), (Ο',ξ) θαη βαίλνπλ  
 

ζηα ίζα ηόμα AB θαη Α'Β' 
αληίζηνηρα. (§ 2.18) 
 

• Γηεξεύλεζε 
Γηα λα έρεη ην πξόβιεκα ιύζε, ζα 
πξέπεη νη θύθινη (Ο',ξ) θαη (Α', ΑΒ) 
λα ηέκλνληαη. Απηό όκσο, ζπκβαίλεη 
πάληνηε, επεηδή γηα ηε δηάθεληξό 
ηνπο Ο'Α' = ξ ηζρύεη:  

˄ 
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˄ 
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˄ 
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˄ 
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͡ 
  

 

͡ 
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ξ - ΑΒ < ξ < ξ + ΑΒ (ιόγσ ηεο 
ηξηγσληθήο αληζόηεηαο ζην ηξίγσλν 
ΟΑΒ). Μηα δεύηεξε ιύζε ηνπ 
πξνβιήκαηνο αληηζηνηρεί ζην 
δεύηεξν θνηλό ζεκείν ησλ θύθισλ 
(Ο',ξ) θαη (Α', ΑΒ). 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Να θαηαζθεπαζζεί ε κεζνθάζεηνο 
ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο.  
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 68 
 

• Καηαζθεπή 
Έζησ ηκήκα ΑΒ  (ζρ.68). Με θέληξα  
 

ηα άθξα ηνπ Α, Β θαη αθηίλα  

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

ε 
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γξάθνπκε δύν ίζνπο θύθινπο. Αλ Γ, 
Γ είλαη ηα θνηλά ζεκεία ησλ θύθισλ 
απηώλ, ε επζεία ε πνπ νξίδνπλ είλαη 
ε δεηνύκελε.  
 

• Απόδεημε 
Ζ επζεία ε είλαη θνηλή ρνξδή ίζσλ 
θύθισλ, επνκέλσο είλαη θάζεηε ζηε 
δηάθεληξν ΑΒ (§3.16)  
 

• Γηεξεύλεζε 
Γηα λα έρεη ην πξόβιεκα ιύζε ζα 
πξέπεη νη θύθινη (Α, ξ) θαη (Β, ξ) λα 
ηέκλνληαη. Απηό όκσο ηζρύεη, αθνύ 
ε δηάθεληξό ηνπο ΑΒ ηθαλνπνηεί ηελ 
ξ - ξ < ΑΒ < ξ + ξ. 
 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ: Με ηελ παξαπάλσ 
θαηαζθεπή βξίζθνπκε θαη ην κέζν 
ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο. 
 

Αξθεηέο θνξέο ηα παξαπάλσ 
βήκαηα: θαηαζθεπή, απόδεημε, 
δηεξεύλεζε κπνξεί λα παξνπ-
ζηάδνληαη ελνπνηεκκέλα. 

25 / 67-68 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Γίλεηαη επζεία ε θαη ζεκείν Α. Να 
θαηαζθεπαζζεί επζεία πνπ λα 
δηέξρεηαη από ην Α θάζεηε ζηελ ε, 
όηαλ: 
(i)  ην Α είλαη ζεκείν ηεο επζείαο ε, 
(ii) ην Α δελ είλαη ζεκείν ηεο ε.  
Λύζε 
(i) Με θέληξν ην Α (ζρ.69) θαη ηπραία 
αθηίλα γξάθνπκε θύθιν, ν νπνίνο 
ηέκλεη ηελ ε ζηα ζεκεία Β θαη Γ.  
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 69 
 

Έηζη ην Α έγηλε κέζν ηνπ ηκήκαηνο 
ΒΓ θαη επνκέλσο ε δεηνύκελε 
θάζεηνο είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

ε 

  

 

δ 
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ηκήκαηνο ΒΓ (πξνεγνύκελε 
θαηαζθεπή). 
(ii) Με θέληξν ην Α (ζρ.70) θαη 
θαηάιιειε αθηίλα γξάθνπκε θύθιν 
πνπ ηέκλεη ηελ επζεία ε ζηα Β θαη Γ. 
Ζ κεζνθάζεηνο δ ηνπ ηκήκαηνο ΒΓ, 
πνπ θαηαζθεπάδεηαη όπσο 
πξνεγνπκέλσο, είλαη ε δεηνύκελε 
θάζεηνο. 
Πξάγκαηη, επεηδή ΑΒ = ΑΓ, σο 
αθηίλεο ηνπ ίδηνπ θύθινπ, ε κεζνθά- 
ζεηνο ηεο ρνξδήο ΒΓ δηέξρεηαη από 
ην Α. 
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Γ 

  

 

ε 

  

 

δ 

  

 

27 / 68 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
 

Να θαηαζθεπαζζεί ε δηρνηόκνο 
κηαο γωλίαο.  
Λύζε 
 

Έζησ γσλία x   y (ζρ.71). Με θέληξν 
ην Ο θαη ηπραία αθηίλα, γξάθνπκε 
θύθιν, πνπ ηέκλεη ηηο πιεπξέο ηεο 
γσλίαο ζηα Α, Β αληίζηνηρα. Φέξνπ-
κε ηε κεζνθάζεην δ (Πξόβιεκα 2) 
ηεο ρνξδήο ΑΒ πνπ είλαη θαη ε 
δεηνύκελε δηρνηόκνο. 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 71 
 

Πξάγκαηη ε επζεία δ, σο κεζνθάζε-
ηνο ρνξδήο θύθινπ, δηέξρεηαη από 
ην θέληξν ηνπ θύθινπ θαη δηρνηνκεί 
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x 

  

 

δ 
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ην αληίζηνηρν ηόμν ΑΒ ηεο γσλίαο  
 

x   y (§ 3.6). Δπνκέλσο είλαη 
δηρνηόκνο ηεο. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 

Να θαηαζθεπαζζεί ε εθαπηνκέλε 
ελόο θύθινπ (Ο,ξ) ζε έλα ζεκείν 
ηνπ Α.  
Λύζε 
ηελ πξνέθηαζε ηεο αθηίλαο ΟΑ 
(ζρ.72) παίξλνπκε ην ζεκείν Β, 
ώζηε λα είλαη ΑΒ = ΟΑ.  
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 72 
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ηε ζπλέρεηα θέξνπκε ηε 
κεζνθάζεην ηνπ ΟΒ πνπ είλαη ε 
εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ, γηαηί είλαη 
θάζεηε ζηελ αθηίλα ζην άθξν ηεο Α. 

ΗΜΔΙΩΗ: Γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ 
εθαπηόκελσλ από ζεκείν εθηόο 
θύθινπ βιέπε ζει 137. 
 

 

3.18 Βαζηθέο θαηαζθεπέο   
         ηξηγώλωλ 
 

ε αληηζηνηρία κε ηα ηξία θξηηήξηα 
ηζόηεηαο ηξηγώλσλ (§3.2-3.4) 
έρνπκε ηηο επόκελεο γεσκεηξηθέο 
θαηαζθεπέο. 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Να θαηαζθεπαζηεί ηξίγωλν ΑΒΓ, 
ηνπ νπνίνπ δίλνληαη νη πιεπξέο    
ΑΒ = γ, ΑΓ = β θαη ε πεξηερόκελε  
 

γωλία    = ω.  
˄ 
Α 
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ρήκα 73 
 

Λύζε 
Με πιεπξά κηα εκηεπζεία Ax 
θαηαζθεπάδνπκε (§ 3.17) γσλία      
 

x   y = σ (ζρ.73). ηηο πιεπξέο Ax, 
Ay παίξλνπκε, κε ην δηαβήηε, ηα 
ζεκεία Β, Γ αληίζηνηρα, ώζηε             
ΑΒ = γ θαη ΑΓ = β. Σν ηξίγσλν ΑΒΓ 
είλαη ην δεηνύκελν. 
Πξάγκαηη, από ηελ θαηαζθεπή, ην 
ηξίγσλν ΑΒΓ έρεη ΑΓ = γ, ΑΓ = β θαη       
   

    = σ. Με ηνλ πεξηνξηζκό                        

0° < σ < 180° (§3.10 Πνξίζκαηα (ii)) 

ην πξόβιεκα έρεη πάληα κνλαδηθή 
ιύζε. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Να θαηαζθεπαζζεί ηξίγωλν ΑΒΓ, 
ηνπ νπνίνπ δίλεηαη ε πιεπξά        
ΒΓ = α θαη νη πξνζθείκελεο ζε  
 

απηή γωλίεο     = ω θαη    = θ.  
 
 
 
 
 
 

ρήκα 74 
 

Λύζε 
Θεσξνύκε ηκήκα ΒΓ = α θαη κε 
θνξπθέο ηα Β, Γ (ζρ.74) 
θαηαζθεπάδνπκε, πξνο ην ίδην  
 

κέξνο ηεο ΒΓ, γσλίεο Γ   x = σ θαη     
 

Β   y = θ. Οη πιεπξέο Bx,Γy ησλ 
γσληώλ απηώλ ηέκλνληαη ζην 
ζεκείν Α. Σν ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ην 
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δεηνύκελν. Πξάγκαηη, από ηελ 
θαηαζθεπή, ην ηξίγσλν ΑΒΓ έρεη     
 

ΒΓ = α,    = σ θαη    = θ. Με ηνλ 

πεξηνξηζκό 0° < σ + θ < 180° (§3.10 

Πνξίζκαηα (ii)) ην πξόβιεκα έρεη 
πάληα κνλαδηθή ιύζε. ην επόκελν 
θεθάιαην (§4.2) ζα δνύκε όηη ν 

πεξηνξηζκόο σ + θ < 180° 

εμαζθαιίδεη ηελ ηνκή ησλ 
εκηεπζεηώλ Βx θαη Γy 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Να θαηαζθεπαζζεί ηξίγωλν ΑΒΓ, 
ηνπ νπνίνπ δίλνληαη νη πιεπξέο   
ΒΓ = α, ΑΓ = β θαη ΑΒ = γ.  
Λύζε 
Θεσξνύκε ηκήκα ΒΓ = α (ζρ.75) θαη 
γξάθνπκε ηνπο θύθινπο (Β,γ) θαη 
(Γ,β). Αλ νη θύθινη ηέκλνληαη θαη Α 
είλαη ην έλα από ηα ζεκεία ηνκήο 
ηνπο, ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ην 
δεηνύκελν. 
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ρήκα 75 
 

Πξάγκαηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ, από ηελ 
θαηαζθεπή, έρεη ΒΓ = α, ΑΒ = γ σο 
αθηίλα ηνπ (Β,γ) θαη ΑΓ = β σο 
αθηίλα ηνπ (Γ, β). 
Γηα λα έρεη ιύζε ην πξόβιεκα, 
πξέπεη νη θύθινη (Β,γ) θαη (Γ,β) λα 
ηέκλνληαη, ην νπνίν ζπκβαίλεη 
(§3.16) όηαλ β - γ < α < β + γ (β > γ). 
Αλ Α' είλαη ην δεύηεξν θνηλό ζεκείν 
ησλ θύθισλ (Β, γ) θαη (Γ, β), ην 
ηξίγσλν Α'ΒΓ είλαη ίζν κε ην ΑΒΓ, 
επνκέλσο δελ απνηειεί λέα ιύζε 
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 Β 
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ηνπ πξνβιήκαηνο, αθνύ ηα ηξίγσλα 
είλαη ίζα. 
 

ΗΜΑΝΣΙΚΗ ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ 
Από ηελ παξαπάλσ θαηαζθεπή 
πξνθύπηεη όηη ηξία ηκήκαηα α,β,γ 
είλαη πιεπξέο ηξηγώλνπ αλ θαη κόλνλ 
αλ ηζρύεη β - γ < α < β + γ (β ≥ γ). Αλ 
ππνζέζνπκε όηη α > β θαη α > γ, ε 
ηειεπηαία δηπιή ηζόηεηα είλαη 
ηζνδύλακε κε ηελ α < β + γ. 
 

ΑΚΗΔΙ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. Πώο ζα ρσξηζζεί κε θαλόλα θαη 
δηαβήηε έλα επζύγξακκν ηκήκα ζε 
ηέζζεξα ίζα ηκήκαηα; 

2. Πώο ζα βξεζεί κε θαλόλα θαη 
δηαβήηε ην κέζν ελόο ηόμνπ 
δνζκέλνπ θύθινπ; 

3. Πώο ζα βξεζεί ην θέληξν ελόο 
θύθινπ πνπ έρεη γξαθεί κε έλα 
λόκηζκα; 
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4. Σα ηκήκαηα α, β, γ κε α > β θαη     
α > γ είλαη πιεπξέο ηξηγώλνπ όηαλ: 
α. α = β + γ  
β. α > β + γ  
γ. α < β + γ  
δ. α < 2(β + γ)  
ε. Σίπνηε από ηα πξνεγνύκελα. 
Κπθιώζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο 
απάληεζεο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. Να θαηαζθεπάζεηε γεσκεηξηθά 

γσλία 45°. 

2. Να ρσξίζεηε δνζκέλε γσλία ζε 
ηέζζεξηο ίζεο γσλίεο. 

3. Να θαηαζθεπάζεηε ηζόπιεπξν 
ηξίγσλν κε πιεπξά γλσζηό ηκήκα 
α. 

4. Να θαηαζθεπάζεηε ηζνζθειέο 
ηξίγσλν ηνπ νπνίνπ δίλνληαη ε 
βάζε α θαη ην αληίζηνηρν ζε απηήλ 
ύςνο π. 
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5. Να θαηαζθεπάζεηε νξζνγώλην  
 

ηξίγσλν ΑΒΓ κε     = 90°, όηαλ 

δίλνληαη: 
i) ΑΒ = γ θαη ΑΓ = β, 
ii) ΑΒ = γ θαη ΒΓ = α,  
όπνπ α, β, γ γλσζηά  
ηκήκαηα. 
 
 

 

ΓΔΝΗΚΔ ΑΚΗΔΙ 

1. Έζησ ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'  
 

ηέηνηα, ώζηε ΑΓ = Α'Γ',    =     θαη  
 

    +     = 2L.  
i) Να απνδείμεηε όηη AB = Α'Β',  
ii) Γηαηππώζηε ιεθηηθά ηελ άζθεζε 
απηή. 

2. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ 
θαη κε πιεπξέο ηηο ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ 
θαηαζθεπάδνπκε εμσηεξηθά ηνπ ΑΒΓ 
ηξία ηζόπιεπξα ηξίγσλα Α'ΒΓ, ΑΒ'Γ 
θαη ΑΒΓ'. Να απνδείμεηε όηη                  
ΑΑ' = ΒΒ' = ΓΓ'. 
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3. Αλ OK, ΟΛ είλαη αληίζηνηρα ηα 
απνζηήκαηα ησλ ρνξδώλ ΑΒ, ΓΑ 
θύθινπ (O,R), λα απνδείμεηε όηη    
ΑΒ < ΓΑ, αλ θαη κόλνλ αλ OK > ΟΛ. 
 

4. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ 
θαη ηα ζεκεία Γ, Δ, Ε ησλ πιεπξώλ 
ηνπ ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ αληίζηνηρα, ώζηε 
ΑΓ = ΒΔ = ΓΕ. Αλ K, Λ, Μ ηα ζεκεία 
ηνκήο ησλ ΑΔ, ΓΓ θαη ΒΕ, λα 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΚΛΜ 
είλαη ηζόπιεπξν. 
 

5. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε    < 1L 
θαη ΑΓ = 2ΑΒ. Να απνδείμεηε όηη  
 
 
 

6. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε  
 
θαη             . Να απνδείμεηε όηη   
    
     = 1L . 
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7. Να απνδείμεηε όηη δύν ηξίγσλα 
ηα νπνία έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο 
κία πξνο κία θαη ηηο αληίζηνηρεο 
δηακέζνπο πνπ πεξηέρνληαη ζηηο 
πιεπξέο απηέο ίζεο κία πξνο κία 
είλαη ίζα. 
 

8. Γίλεηαη κηα γσλία x   y θαη δύν 
εζσηεξηθά ηεο ζεκεία Α θαη Β. 
Έζησ Α' ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο 
πξνο ηελ Ox θαη Β' ην ζπκκεηξηθό 
ηνπ Β σο πξνο ηελ Oy. Αλ Μ, Ν 
είλαη ηπραία ζεκεία ησλ Ox, Oy 
αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη              
ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ = Α 'Μ + ΜΝ + ΝΒ'. 
Με ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο  
απηήο λα βξείηε ηηο  
ζέζεηο ησλ Μ, Ν, γηα  
ηηο νπνίεο ην άζξνηζκα  
ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ είλαη ην  
κηθξόηεξν δπλαηό. 
 

 

˄ 
Ο 
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ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΙΩΗ 
Σα ηξίγσλα ηαμηλνκνύληαη ζε 

• ζθαιελά, ηζνζθειή θαη ηζό-
πιεπξα, σο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπο. 

• νμπγώληα, νξζνγώληα, ακβιπ-
γώληα, σο πξνο ηηο γσλίεο ηνπο. 
Οη πιεπξέο θαη νη γσλίεο ελόο 
ηξηγώλνπ ιέγνληαη θύξηα ζηνηρεία 
ηνπ, ελώ νη δηάκεζνη, νη δηρνηόκνη 
θαη ηα ύςε ηνπ ιέγνληαη 
δεπηεξεύνληα ζηνηρεία. 

Γύν ηξίγωλα είλαη ίζα όηαλ έρνπλ: 

• Γύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία 
θαη ηηο πεξηερόκελεο ζε απηέο 
γσλίεο ίζεο (ΠΓΠ). 

• Μία πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκελεο 
ζε απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία 
(ΓΠΓ). 

• Καη ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπο ίζεο 
κία πξνο κία (ΠΠΠ). 
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Δηδηθόηεξα δύν νξζνγώληα ηξίγωλα 

είλαη ίζα όηαλ έρνπλ: 

• Γύν νπνηεζδήπνηε νκόινγεο 
πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

• Μηα πιεπξά θαη ηελ πξνζθείκελε 
ζε απηήλ νμεία γσλία αληίζηνηρα, 
ίζεο κία πξνο κία. 

ην ηζνζθειέο ηξίγσλν: 

• Οη πξνζθείκελεο ζηε βάζε γσλίεο 
είλαη ίζεο. 

• Ζ δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ηεο 
θνξπθήο είλαη δηάκεζνο θαη ύςνο. 

• Ζ δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε 
βάζε είλαη ύςνο θαη δηρνηόκνο. 

• Σν ύςνο, πνπ αληηζηνηρεί ζηε 
βάζε, είλαη δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο. 

ηνλ θύθιν: 

• Αλ δύν ηόμα είλαη ίζα, ηόηε θαη νη 
ρνξδέο ηνπο είλαη ίζεο θαη 
αληίζηξνθα. 
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• Γύν ρνξδέο είλαη ίζεο, αλ θαη 
κόλνλ αλ ηα απνζηήκαηά ηνπο είλαη 
ίζα. 

• Ο θνξέαο ηνπ απνζηήκαηνο κηαο 
ρνξδήο: 
- δηέξρεηαη από ην θέληξν ηνπ 
θύθινπ, 
- είλαη κεζνθάζεηνο ηεο ρνξδήο, 
- δηρνηνκεί ην αληίζηνηρν ηόμν ηεο 
ρνξδήο. 

Βαζηθνί γεωκεηξηθνί ηόπνη είλαη: ν 

θύθινο, ε κεζνθάζεηνο 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο θαη ε 

δηρνηόκνο γσλίαο. 

• Ζ κεζνθάζεηνο ελόο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο είλαη ν γεσκεηξηθόο 
ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, 
πνπ ηζαπέρνπλ από ηα άθξα ηνπ. 

• Ζ δηρνηόκνο κηαο γσλίαο είλαη ν 
γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ 
ηεο γσλίαο, πνπ ηζαπέρνπλ από ηηο 
πιεπξέο ηεο. 
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Γύν ζρήκαηα , ' ιέγνληαη 

ζπκκεηξηθά σο πξνο έλα ζεκείν Ο 
ή κηα επζεία ε, όηαλ θάζε ζεκείν ηνπ 
' είλαη ζπκκεηξηθό ελόο ζεκείνπ 
ηνπ , σο πξνο ην Ο ή ηελ ε θαη 
αληίζηξνθα. 

Αληζνηηθέο ζρέζεηο ζην ηξίγσλν: 

• Κάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο 
ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από ηηο 
απέλαληη γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ. 

• Απέλαληη από άληζεο πιεπξέο 
βξίζθνληαη όκνηα άληζεο γσλίεο. 

• Κάζε πιεπξά ηξηγώλνπ είλαη 
κηθξόηεξε από ην άζξνηζκα ησλ 
δύν άιισλ θαη κεγαιύηεξε από ηε 
δηαθνξά ηνπο. 
Βαζηθή ζπλέπεηα: 

• Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη         
Β = Γ, ηόηε ζα είλαη θαη β = γ. 

• Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν Γ 
ηεο βάζεο ΒΓ. Αλ ε ΑΓ είλαη 
δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο ή 

43 / 71 



δηρνηόκνο θαη ύςνο ή δηάκεζνο θαη 
ύςνο, ηόηε ην ηξίγσλν είλαη 
ηζνζθειέο. 
 

 

ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΙΩΣΙΚΟ ΓΙΑΓΡΑΜΜΑ 
 
 
 
Δίδε - ηνηρεία     Κξηηήξηα 
 Ηζόηεηαο: • ΠΓΠ 
 • ΓΠΓ 
 • ΠΠΠ 
  
 
 Ηδηόηεηεο:  
 • ηζνζθειώλ  
 ηξηγώλσλ  
 • κεζνθαζέηνπ  
 • ρνξδώλ  
 - ηόμσλ 
 
 

ΣΡΙΓΩΝΑ 
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Κξηηήξηα ηζόηεηαο  
νξζνγωλίωλ ηξηγώλωλ  
 

ρέζε ρνξδώλ θαη απνζηεκάηωλ 
 

Βαζηθνί γεωκεηξηθνί ηόπνη: 
 • θύθινο 
 • κεζνθάζεηνο 
 • δηρνηόκνο 
 

πκκεηξία ωο πξνο θέληξν θαη 
άμνλα  
 

Αληζνηηθέο ζρέζεηο - Κάζεηεο θαη 
πιάγηεο 
 

ρεηηθέο ζέζεηο: 
 • επζείαο θαη θύθινπ  
 • δύν θύθισλ 
 

Απιέο γεωκεηξηθέο θαηαζθεπέο - 
Βαζηθέο θαηαζθεπέο ηξηγώλωλ 
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Παξάιιειεο Δπζείεο 
 
ην θεθάιαην απηό ζα κειεηήζνπκε 
ηηο παξάιιειεο επζείεο. Αξρηθά, κε 
βάζε ηηο γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ 
δύν παξάιιειεο θαη κία ηέκλνπζα 
ζα θαηαζθεπάζνπκε από ζεκείν 
εθηόο επζείαο κία παξάιιειε πξνο 
απηή. 
ηε ζπλέρεηα, ζα δερζνύκε σο 
αμίσκα ην αίηεκα παξαιιειίαο, 
πνπ είλαη ηζνδύλακν κε ην 
Δπθιείδεην αίηεκα θαη ζα 
κειεηήζνπκε ηηο ζπλέπεηέο ηνπ ζηα 
ηξίγσλα. 

44  ΚΔΦΑΛΑΙΟ 
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Lazlo Moholy - Nagy,  

(Ούγκρος, 1895 - 1946),  
«Χρώμα - δικτύωμα vo.1» 1922. 
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4.1 Δηζαγωγή 

Όπσο είδακε ζηελ §2.3, δύν 

δηαθνξεηηθέο επζείεο κπνξεί λα έ- 
(α) ρνπλ έλα κόλν θνηλό ζεκείν ή 
λα κελ έρνπλ θαλέλα θνηλό ζεκείν. 
Δπνκέλσο, νη ζρεηηθέο ζέζεηο δπν 

επζεηώλ ε1 θαη ε2, νη νπνίεο 

βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν, είλαη 
νη παξαθάησ: 

i) ηαπηίδνληαη (ζρ.1α), 

ii) ηέκλνληαη (ζρ. 1β), 

iii) δελ ηέκλνληαη (ζρ.1γ).  

ηελ ηξίηε πεξίπησζε νη επζείεο ε1 

θαη ε2 ιέγνληαη παξάιιειεο, ώζηε: 

Γπν επζείεο ε1 θαη ε2 πνπ 

βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν 
θαη δελ έρνπλ θνηλό ζεκείν 
ιέγνληαη παξάιιειεο επζείεο. 

Γηα λα δειώζνπκε όηη νη ε1 θαη ε2 

είλαη παξάιιειεο, γξάθνπκε ε1//ε2. 
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ρήκα 1 
 

 

4.2 Σέκλνπζα δπν επζεηώλ -  
       Δπθιείδεην αίηεκα 
 

Αο ζεσξήζνπκε δύν επζείεο ε1 θαη 

ε2 ηνπ επηπέδνπ, νη νπνίεο 

ηέκλνληαη από ηξίηε επζεία ε3. 

Παξαηεξνύκε όηη ζρεκαηίδνληαη 
νθηώ γσλίεο. 
Οη γσλίεο γ, δ, ε, δ πνπ βξίζθνληαη 

κεηαμύ ησλ ε1, ε2 ιέγνληαη "εληόο", 

Α 

  

 

(α) 

  

 
(β) 

  

 

(γ) 

  

 

ε1 

  

 

ε2 

  

 

ε1 

  

 

ε1 = ε2 
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ελώ νη γσλίεο α, β, ε, ζ ιέγνληαη 

"εθηόο". Γύν γσλίεο πνπ 
βξίζθνληαη πξνο ην ίδην κέξνο ηεο 

ηέκλνπζαο ε3 ιέγνληαη "επί ηα απηά 

κέξε" , ελώ δύν γσλίεο πνπ 

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ε3 

ιέγνληαη "ελαιιάμ". 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 2 
 

Έηζη, κε ζπλδπαζκό θαη ησλ δύν 
ραξαθηεξηζκώλ, νη γσλίεο ε θαη γ 

ιέγνληαη εληόο ελαιιάμ, νη γσλίεο ε 

θαη α ιέγνληαη εληόο εθηόο θαη επί 
ηα απηά κέξε, ελώ νη γσλίεο ε θαη δ 

ιέγνληαη εληόο θαη επί ηα απηά 
κέξε. 

α 

  

 

δ 

  

 

β 

  

 

γ 

  

 
δ 

  

 

ε 

  

 

ε 

  

 

ζ 

  

 

ε1 

  

 ε2 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ 
γσλίεο, ζα απνδείμνπκε ην επόκελν 
ζεώξεκα, πνπ εμαζθαιίδεη ηελ 
ύπαξμε παξάιιεισλ επζεηώλ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 3 
 

Απόδεημε 

Έζησ όηη σ = θ. Αλ νη επζείεο ε1,ε2 

ηέκλνληαη ζε ζεκείν Γ, ε εμσηεξηθή 
γσλία θ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζα είλαη 

                                                      Θεώξεκα .  
Αλ δπν επζείεο ηεκλόκελεο από 
ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δπν εληόο 
ελαιιάμ γωλίεο ίζεο, ηόηε είλαη 
παξάιιειεο. 

 

Α 

  

 
Β 

  

 

Γ 

  

 

σ 

  

 

θ 

  

 

ε1 

  

 
ε2 
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ίζε κε ηελ απέλαληη εζσηεξηθή 
γσλία σ, πνπ είλαη άηνπν. (§ 3.10) 

Άξα ε1//ε2. 
 

 

 

ΠΟΡΙΜΑ Ι 

Αλ δπν επζείεο ηεκλόκελεο από 
ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δπν εληόο, 
εθηόο θαη επί ηα απηά κέξε γωλίεο 
ίζεο ή δπν εληόο θαη επί ηα απηά 
κέξε παξαπιεξωκαηηθέο, ηόηε 
είλαη παξάιιειεο. 
 

ΠΟΡΙΜΑ ΙΙ 

Γπν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα 
επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία 
ηεο, είλαη κεηαμύ ηνπο 
παξάιιειεο. 
 

Απόδεημε 
Πξάγκαηη νη γσλίεο σ θαη θ (ζρ.4α) 

είλαη νξζέο, νπόηε σ = θ. Άξα ε1//ε2. 
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ρήκα 4 
 

• Θα εμεηάζνπκε ηώξα αλ από 
ζεκείν εθηόο επζείαο κπνξνύκε λα 
θέξνπκε παξάιιειεο επζείεο πξνο 
απηή θαη πόζεο. Έζησ ινηπόλ, 
επζεία ε θαη ζεκείν Α εθηόο απηήο 
(ζρ.4β). Φέξνπκε ηελ ΑΒ    ε θαη 
νλνκάδνπκε ε' ηελ επζεία πνπ είλαη 
θάζεηε ζηελ ΑΒ ζην ζεκείν Α. Σόηε 
ε'//ε (αθνύ θαη νη δύν είλαη θάζεηεο 
ζηελ ΑΒ). 

Α 

  

 
σ 

  

 

θ 

  

 
Β 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

(α) 

  

 

(β) 

  

 

ε1 

  

 ε2 

  

 ε' 

  

 ε 

  

 

┴ 
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Έηζη ινηπόλ ππάξρεη επζεία ε' πνπ 
δηέξρεηαη από έλα ζεκείν Α πνπ 
δελ αλήθεη ζηελ ε θαη είλαη 
παξάιιειε πξνο ηελ επζεία ε. 
Γερόκαζηε σο αμίσκα όηη ε επζεία 

απηή είλαη κνλαδηθή, δειαδή: 
 

Αίηεκα παξαιιειίαο 
Από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη 
κία κόλν παξάιιειε πξνο απηή. 
 

ΥΟΛΙΟ  
Σν παξαπάλσ αμίσκα είλαη 

ηζνδύλακν κε ην 5
ν
 αίηεκα ησλ 

"ηνηρείσλ" ηνπ Δπθιείδε 
(Δπθιείδεην αίηεκα). 
Σν Δπθιείδεην αίηεκα ή θάπνην 
ηζνδύλακν ηνπ θαζνξίδεη ηε θύζε 
νιόθιεξεο ηεο Γεσκεηξίαο θαη 
απνηειεί βάζε γηα ηα πεξηζζόηεξα 
ζεσξήκαηα ηεο Δπθιείδεηαο 
Γεσκεηξίαο. (βι. Ηζηνξηθό 
ζεκείσκα, ζει. 90) 
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Ιδηόηεηεο παξάιιειωλ επζεηώλ 
 

Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ αηηήκαηνο 
παξαιιειίαο είλαη νη παξαθάησ 
πξνηάζεηο. 
 
Πξόηαζε I 

Αλ δπν παξάιιειεο επζείεο 
ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ 
ηηο εληόο ελαιιάμ γωλίεο ίζεο.  
Απόδεημε 
 

Έζησ όηη ε1//ε2 θαη ε κηα ηέκλνπζα 

(ζρ. 5). Θα απνδείμνπκε π.ρ. 
όηη σ = θ. Αλ νη γσλίεο σ θαη θ δελ 
είλαη ίζεο, θέξνπκε ηελ Αx ώζηε νη  
 

γσλίεο x   Β θαη θ λα βξίζθνληαη 
εθαηέξσζελ ηεο ε θαη λα είλαη ίζεο. 

Σόηε Αx//ε2 γηαηί ηεκλόκελεο από 

ηελ ΑΒ ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο θαη 
ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. Καηά ζπλέπεηα 

˄ 
A 
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ππάξρνπλ δύν παξάιιειεο από ην 

Α πξνο ηελ ε2, πνπ είλαη 

άηνπν. Άξα σ = θ. 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 5 
 

Πόξηζκα 

Αλ δπν παξάιιειεο επζείεο 
ηέκλνληαη από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ 
i) ηηο εληόο εθηόο θαη επί ηα απηά 
κέξε γωλίεο ίζεο, 
ii) ηηο εληόο θαη επί ηα απηά κέξε 
γωλίεο παξαπιεξωκαηηθέο. 
 

Πξόηαζε II 

Αλ δπν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 

θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία 

Α 

  

 

Β 

  

 

x 

  

 

σ 

  

 
θ 

  

 

ε 

  

 
ε1 

  

 ε2 
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ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη 
κεηαμπ ηνπο παξάιιειεο, δειαδή 

αλ ε1//ε θαη ε2//ε, ηόηε ε1//ε2. 

Απόδεημε 

Αλ νη ε1 θαη ε2 ηέκλνληαλ ζε ζεκείν 

Α, ζα είρακε από ην Α δύν 
παξάιιειεο πξνο ηελ ε, πνπ είλαη 

άηνπν. Άξα ε1//ε2. 

 
 
 
 
 

ρήκα 6 
 
Πξόηαζε III 

Αλ δπν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη 

παξάιιειεο θαη κία ηξίηε επζεία ε 
ηέκλεη ηε κία από απηέο, ηόηε ε ε 
ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε.  
 

ε1 

  

 
ε2 

  

 

ε 

  

 

Α 
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Απόδεημε 

Τπνζέηνπκε όηη ε ε ηέκλεη ηελ ε1 ζην 

Α. Αλ ε ε δελ έηεκλε ηελ ε2, ζα ήηαλ 

ε//ε2 θαη έηζη ζα είρακε από ην Α 

δύν παξάιιειεο πξνο ηελ ε2, 

πξάγκα αδύλαην. Άξα ε ε ηέκλεη 

ηελ ε2. 

 
 
 
 
 
 

ρήκα 7 
 

Πόξηζκα 

Αλ κηα επζεία είλαη θάζεηε ζε κηα 
από δπν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε 
είλαη θάζεηε θαη ζηελ άιιε. 
 

Πξόηαζε IV 

Αλ δπν επζείεο ηεκλόκελεο από 
ηξίηε ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο θαη 

Α 

  

 

ε 

  

 

ε1 

  

 ε2 
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επί ηα απηά κέξε γωλίεο κε 
άζξνηζκα κηθξόηεξν από 2 νξζέο, 
ηόηε νη επζείεο ηέκλνληαη πξνο ην 
κέξνο ηεο ηέκλνπζαο πνπ 
βξίζθνληαη νη γωλίεο. 
Απόδεημε 

Έζησ όηη ε ε ηέκλεη ηηο ε1 ε2 ζηα Α 

θαη Β (ζρ. 8) αληίζηνηρα θαη όηη                 

θ + σ ≠ 2L. Σόηε νη ε1 θαη ε2 δελ 

είλαη παξάιιειεο, αθνύ θ + σ ≠ 2L 
(Πόξηζκα ζει. 77). Έζησ όηη νη ε1 
θαη ε2 ηέκλνληαη ζε ζεκείν Κ, πξνο 
ην κέξνο ηεο ηέκλνπζαο, πνπ δελ 
πεξηέρεη ηηο γσλίεο σ θαη θ. Σόηε, 
όκσο, ε εμσηεξηθή γσλία σ ηνπ 
ηξηγώλνπ ΑΚΒ είλαη κεγαιύηεξε  
 

από ηε γσλία    1 δειαδή  
 

σ >    1 = 2L- θ ή σ + θ > 2L, πνπ 

είλαη άηνπν. Άξα νη ε1ε2 ηέκλνληαη 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α 
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πξνο ην κέξνο ηεο ηέκλνπζαο πνπ 
βξίζθνληαη νη γσλίεο σ θαη θ. 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 8 
 

ΥΟΛΙΟ 
Η πξόηαζε IV απνηειεί βαζηθό 
θξηηήξην κε ην νπνίν εμεηάδνπκε 
αλ δύν επζείεο ηέκλνληαη. 
 

ΠΟΡΗΜΑ 

Η θαηαζθεπή ηξηγώλνπ κε 
δνζκέλε κία πιεπξά θαη ηηο δπν 
πξνζθείκελεο ζε απηή γωλίεο έρεη 
ιπζε, αλ θαη κόλν αλ ην άζξνηζκα 
ηωλ δπν γωληώλ είλαη κηθξόηεξν 
ηωλ δπν νξζώλ. (βιέπε § 3.18 - 
Πξόβιεκα 2) 
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Α 
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σ 
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ε1 

  

 ε2 
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4.3 Καηαζθεπή παξάιιειεο  
       επζείαο 
 
Δίδακε παξαπάλσ όηη ππάξρεη 
επζεία ε', ε νπνία δηέξρεηαη από έλα 
ζεκείν Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο 
γλσζηή επζεία ε. Γηα ηελ θαηαζθεπή 
ηεο ε' θέξνπκε από ην Α έλα πιάγην 
ηκήκα ΑΒ πξνο ηελ ε θαη νλνκάδνπ-
κε θηελ νμεία γσλία πνπ ζρεκαηίδεη 
ην ΑΒ κε ηελ ε. Μεηαθέξνπκε ηε 
γσλία θ (§ 2.6) ώζηε λα έρεη θνξπθή 
ην Α, ε κηα πιεπξά ηεο λα είλαη ε 
ΑΒ θαη ε άιιε πιεπξά ηεο ΑΓ λα 
βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν πνπ δελ  
 

αλήθεη ε γσλία θ. Δπεηδή Γ   Β = θ 
έρνπκε ΑΓ//ε, αθνύ ηεκλόκελεο από 
ηελ ΑΒ, ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο θαη 
ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. Έηζη ε επζεία 
ΑΓ είλαη ε δεηνύκελε επζεία ε'. 
 

˄ 
Α 
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ρήκα 9 
 

4.4 Γωλίεο κε πιεπξέο παξάιιειεο 
 
Αο ζεσξήζνπκε δύν γσλίεο x   y θαη  
 

x'   y' κε Αx//Βx' θαη Αy//Βy', δειαδή 
δύν γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο 
ηνπο, κία πξνο κία παξάιιειεο. Αλ 
πξνεθηείλνπκε ηηο Βx' θαη Βy' ζα 
ηέκλνπλ ηηο Αx θαη Αy ζηα ζεκεία Γ 
θαη Γ αληίζηνηρα. Έηζη όιεο νη 
γσλίεο ηνπ ζρήκαηνο 10 ιόγσ ησλ 
παξαιιήισλ ζα είλαη ίζεο κε σ ή θ. 
Παξαηεξνύκε όηη: 

• Αλ θαη νη δπν γωλίεο είλαη νμείεο 
(ζρ.11), είλαη ίζεο. 
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ρήκα 10 
 

 
 
 
 
 
 

ρήκα 11 
 

• Αλ θαη νη δπν γωλίεο είλαη 

ακβιείεο (ζρ.12), είλαη ίζεο. 
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• Αλ ε κία γσλία είλαη νμεία θαη ε 

άιιε ακβιεία (ζρ.13), είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο. 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 12 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 13 
 

πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη: 

Γπν γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο 
ηνπο παξάιιειεο, κία πξνο κία, 
είλαη ίζεο αλ είλαη θαη νη δπν 
νμείεο ή ακβιείεο, ελώ είλαη 
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θ 
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παξαπιεξωκαηηθέο αλ ε κία γωλία 
είλαη νμεία θαη ε άιιε ακβιεία. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 

Έζηω ε1 θαη ε2 δπν παξάιιειεο 

πνπ ηέκλνληαη από επζεία ε. Να 
απνδεηρζεί όηη 
(i)  Οη δηρνηόκνη δπν εληόο 
ελαιιάμ γωληώλ είλαη παξάιιειεο. 
(ii) Οη δηρνηόκνη δπν εληόο θαη επί 
ηα απηά κέξε γωληώλ είλαη 
θάζεηεο.  
 
 
 
 
 

ρήκα 14 
 

Απόδεημε 
(i) Έζησ Αx, Βy νη δηρνηόκνη ησλ  
 

γσληώλ Γ   Β θαη Α   Γ αληίζηνηρα. 
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 σ 

  

 

θ 

  

 

Γ 

  

 

Α 
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˄ 
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Σόηε                    θαη                 . Αιιά  
 
Γ   Β = Α   Γ (σο εληόο ελαιιάμ). 
Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη 
σ = θ. Οη σ θαη θ όκσο είλαη εληόο 
ελαιιάμ γσλίεο ησλ επζεηώλ Αx θαη 
Βy κε ηέκλνπζα ηελ ΑΒ. Άξα 
Αx//Βy. 
(ii) Αλ Αz δηρνηόκνο ηεο Μ   Β, ηόηε 
Αz   Αx (σο δηρνηόκνη εθεμήο θαη 
παξαπιεξσκαηηθώλ γσληώλ). 
Αθνύ Αx//Βy, ζα είλαη θαη Αz   Βy. 
 

4.5 Αμηνζεκείωηνη θύθινη  
         ηξηγώλνπ 
 

ηελ παξάγξαθν απηή ρξεζηκνπνη-
νύκε ην Δπθιείδεην αίηεκα γηα λα 
κειεηήζνπκε ηνπο θύθινπο πνπ 
ζρεηίδνληαη κε έλα ηξίγσλν. 

˄ 
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• Ο πεξηγεγξακκέλνο θύθινο 
ηξηγώλνπ 
Θα απνδείμνπκε όηη γηα θάζε 
ηξίγσλν ππάξρεη θύθινο πνπ 
δηέξρεηαη από ηηο ηξεηο θνξπθέο 
ηνπ. Ο θύθινο απηόο ιέγεηαη 

πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ 
ηξηγώλνπ θαη επηπιένλ απνδεη-
θλύεηαη όηη ην θέληξν ηνπ είλαη έλα 
ζεκείν ζην νπνίν ζπληξέρνπλ θαη 
νη ηξεηο κεζνθάζεηνη ηνπ ηξηγώλνπ 

θαη ιέγεηαη πεξίθεληξν. 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                      Θεώξεκα .  
Οη ηξεηο κεζνθάζεηνη ελόο 
ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην 
ζεκείν, ην νπνίν είλαη θέληξν 
θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από ηηο 
θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ. 
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Απόδεημε 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Κ, Λ , Μ ηα 
κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ, ΒΓ θαη 
ΑΓ αληίζηνηρα. Οη κεζνθάζεηνη Κx 
θαη Λy ησλ ΑΒ, ΒΓ ζα ηέκλνληαη ζε 
ζεκείν Ο, αθνύ ηέκλνληαη νη 
θάζεηεο επζείεο ηνπο ΑΒ θαη ΒΓ. Σν 
Ο ηζαπέρεη από ηηο θνξπθέο Α θαη Β 
αθνύ αλήθεη ζηε κεζνθάζεην ηεο 
πιεπξάο ΑΒ, δειαδή ΟΑ = ΟΒ. 
Δπίζεο ΟΒ = ΟΓ, αθνύ ην Ο αλήθεη 
ζηε κεζνθάζεην ηεο πιεπξάο ΒΓ. 
Δπνκέλσο ηζρύεη όηη ΟΑ = ΟΓ, 
νπόηε ην Ο ζα αλήθεη θαη ζηε 
κεζνθάζεην ηεο ΑΓ. Άξα, ν θύθινο 
(O,OA) ζα δηέξρεηαη από ηηο ηξεηο 
θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη 
είλαη ν πεξηγεγξακκέλνο θύθινο 
ηνπ ηξηγώλνπ. 
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• Ο εγγεγξακκέλνο θύθινο 

ηξηγώλνπ  
Έλαο άιινο ζεκαληηθόο θύθινο 
βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηξηγώλνπ 
θαη εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξεηο πιεπξέο 
ηνπ. Θα απνδείμνπκε όηη γηα θάζε 
ηξίγσλν ππάξρεη θύθινο κε ηελ 
ηδηόηεηα απηή. Ο θύθινο απηόο 

ιέγεηαη εγγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ 
ηξηγώλνπ θαη ην θέληξν ηνπ, ην 

νπνίν ιέγεηαη έγθεληξν, ζα είλαη ην 
ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηόκσλ ησλ 
γσληώλ ηνπ ηξηγώλνπ. 
 
 
 
 
 
 

 
 

ρήκα 15 
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Απόδεημε 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη νη δηρνηόκνη  
 

BE θαη ΓΕ ησλ γσληώλ ηνπ    θαη  
αληίζηνηρα. Οη BE θαη ΓΕ ηέκλνληαη 
ζε ζεκείν I αθνύ 
 
 
 

(§ 4.2 - Πξόηαζε IV) 
 

Σν I σο ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ ηεο  
ζα ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο ΒΑ 
θαη ΒΓ, δειαδή ΗΛ = ΗΘ. Αλάινγα ην  
 

I ζα ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο   ,  

                                                      Θεώξεκα .  
Οη δηρνηόκνη ηωλ γωληώλ ελόο 
ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην 
ζεκείν, ην νπνίν είλαη θέληξν 
θύθινπ πνπ εθάπηεηαη θαη ζηηο 
ηξεηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ. 
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δειαδή ΗΘ = IN. Δπνκέλσο ην I 
ηζαπέρεη από ηηο ΑΒ θαη ΑΓ θαη ζα  
 

αλήθεη ζηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο    . 
Σειηθά, ην I είλαη ην ζεκείν ηνκήο 
θαη ησλ ηξηώλ δηρνηόκσλ ηνπ 
ηξηγώλνπ. Με θέληξν ην I θαη αθηίλα 
ηελ θνηλή απόζηαζε ηνπ I από ηηο 
πιεπξέο ηνπ ΑΒΓ, γξάθεηαη θύθινο 
πνπ εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξεηο 
πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ. 
 
 
 
 
 
 
 

 
ρήκα 16 
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ΔΦΑΡΜΟΓΗ  Οη παξεγγεγξακκέλνη  
                           θύθινη ηξηγώλνπ 
Ζ ηδηόηεηα ησλ εζσηεξηθώλ δηρνηό-
κσλ ελόο ηξηγώλνπ λα δηέξρνληαη 
από ην ίδην ζεκείν ηζρύεη θαη όηαλ 
ζεσξήζνπκε δύν εμσηεξηθέο θαη κία 
εζσηεξηθή δηρνηόκν ηνπ ηξηγώλνπ. 
Οη ηξεηο απηέο δηρνηόκνη ηέκλνληαη 
ζε ζεκείν ην νπνίν είλαη θέληξν 
θύθινπ πνπ εθάπηεηαη ζηε κία 
πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη ζηηο 
πξνεθηάζεηο ησλ δύν άιισλ. Ο 
θύθινο απηόο ιέγεηαη 

παξεγγεγξακκέλνο θαη ην θέληξν 

ηνπ παξάθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ. ε 
θάζε ηξίγσλν ππάξρνπλ ηξία 
παξάθεληξα, ηα νπνία 

ζπκβνιίδνπκε Iα, Iβ, Iγ, θαη θαηά 

ζπλέπεηα ηξεηο παξεγγεγξακκέλνη 
θύθινη (ζρ.17α,β). 
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Οη δηρνηόκνη δύν εμωηεξηθώλ 
γωληώλ ελόο ηξηγώλνπ θαη ε 
εκηεπζεία πνπ δηρνηνκεί ηελ ηξίηε 
γωλία ηνπ ηξηγώλνπ δηέξρνληαη 
από ην ίδην ζεκείν, ην νπνίν είλαη 
θέληξν θύθινπ πνπ εθάπηεηαη ζηε 
κία πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη ζηηο 
πξνεθηάζεηο ηωλ δύν άιιωλ. 
Απόδεημε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 17α 
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ρήκα 17β 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηηο δηρνηόκνπο Βx 
θαη Γy ησλ δύν εμσηεξηθώλ γσληώλ   

     εμ θαη     εμ αληίζηνηρα, ηνπ 

ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Οη Βx θαη Γy 

ηέκλνληαη ζε ζεκείν Ηα, αθνύ ηζρύεη 

όηη: 
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Σν Ηα ηζαπέρεη από ηε ΒΓ θαη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΑΒ, θαζώο θαη από 
ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΓ. Δπνκέλσο  
 

αλήθεη ζηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο    , 
αθνύ ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο. 
 

 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. i) Πώο νλνκάδνληαη νη γσλίεο α 
θαη β ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο; Ση 
ζρέζε έρνπλ κεηαμύ ηνπο;  
ii) Ση ηζρύεη γηα ηηο γσλίεο γ θαη δ; 
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2. Να εμεγήζεηε γηαηί ε ΑΒ είλαη 
παξάιιειε ηεο ΓΓ.  
 
 
 
 
 
 

3. Αλ σ = 120° - ζ θαη θ = 60° + ζ λα 

εμεγήζεηε γηαηί xx'//yy'. 
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4. Να αλαθέξεηε πέληε (5) ηξόπνπο 
γηα λα απνδείμνπκε όηη δύν επζείεο 
είλαη παξάιιειεο. 
 

5. Γύν νμείεο γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο 
πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο είλαη: 
i) ζπκπιεξσκαηηθέο, 
ii) ίζεο, 
iii) παξαπιεξσκαηηθέο, 
iv) θαλέλα από ηα παξαπάλσ. 
Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή 
ζαο. 
 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
θαη επζεία ε παξάιιειε πξνο ηε 
βάζε ηνπ ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη 
ΑΓ ζηα Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη 
ηζνζθειέο. 

2. Γίλεηαη γσλία x   y θαη ζεκείν Α 
ηεο δηρνηόκνπ ηεο. Αλ ε παξάιιειε 
από ην Α πξνο ηελ Ox ηέκλεη ηελ 

˄ 
Ο 
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Oy ζην Β, λα απνδείμεηε όηη ην 
ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη ηζνζθειέο. 
 

3. Γίλεηαη γσλία x   y θαη ε 
δηρνηόκνο ηεο ΟΓ. Από ζεκείν Α 
ηεο Oy θέξνπκε παξάιιειε πξνο 
ηελ ΟΓ πνπ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε 
ηεο Ox ζην Β. Να απνδείμεηε όηη    
OA = OB. 
 

4. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(AB = ΑΓ) θαη ζεκείν Γ ηεο πιεπξάο 
ΑΒ. Αλ ν θύθινο (Γ,ΓΒ) ηέκλεη ηε 
ΒΓ ζην Δ, λα απνδείμεηε όηη ΓΔ//ΑΓ. 
 

5. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ 
ΒΑ, ΓΑ ηξηγώλνπ ΑΒΓ παίξλνπκε 
αληίζηνηρα ηα ηκήκαηα: ΑΓ = ΑΒ θαη 
ΑΔ = ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη ΓΔ//ΒΓ. 
 

6. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ) θαη Μ ην 
κέζν ρνξδήο ηνπ ΑΒ. Φέξνπκε        
 

Ox    OM. Να απνδείμεηε όηη Ox//Β. 

˄ 
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Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(AB = ΑΓ) θαη ε δηάκεζνο ηνπ ΑΜ.  
Φέξνπκε Γx    ΒΓ πξνο ην εκηεπί-
πεδν πνπ δελ αλήθεη ην Α θαη 
παίξλνπκε ζε απηή ηκήκα ΓΓ = ΑΒ. 
Να απνδείμεηε όηη ε ΑΓ είλαη  
 

δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Μ   Γ. 
 

2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε 
δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Από ηελ θνξπθή 
Β θέξνπκε ΒΔ//ΑΓ πνπ ηέκλεη ηελ 
πξνέθηαζε ηεο ΓΑ ζην Δ. Να 
απνδείμεηε όηη ΔΓ = ΑΒ + ΑΓ. 
 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ 
θαη ε εμσηεξηθή δηρνηόκνο ηνπ Αx. 
Από ηελ θνξπθή Β θέξνπκε ΒΓ//Αx 
πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Γ. Να 
απνδείμεηε όηη ΓΓ = ΑΓ - ΑΒ. 
 

4. Από ην έγθεληξν I, ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
θέξνπκε επζεία παξάιιειε ηεο ΒΓ 
πνπ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία 

┴ 

 

˄ 
A 
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Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε 
όηη ΓΔ = ΒΓ + ΓΔ. 
 

5. Από ην έγθεληξν I ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
θέξνπκε ΗΓ//ΑΒ θαη ΗΔ//ΑΓ. Να 
απνδείμεηε όηη ε πεξίκεηξνο ηνπ 
ηξηγώλνπ ΓΗΔ ηζνύηαη κε ηε ΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ύλζεηα ζέκαηα 
1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ, ε δηρνηό-
κνο ηνπ ΒΓ θαη ε εμσηεξηθή 
δηρνηόκνο ηνπ Βx. Θεσξνύκε δύν 
ζεκεία Δ θαη Κ ηεο πιεπξάο ΑΒ. Αλ 
ν θύθινο (Δ,ΔΒ) ηέκλεη ηε ΒΓ ζην Ε, 
ελώ ν θύθινο (Κ,ΚΒ) ηέκλεη ηε Βx 
ζην Μ, λα απνδείμεηε όηη ΔΕ//ΜΚ. 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

I 

  

 
E 
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2. Από ηα άθξα επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ θέξνπκε πξνο ην ίδην 
εκηεπίπεδν δύν παξάιιειεο 
εκηεπζείεο Αx θαη Βy. Παίξλνπκε Γ 
ηπραίν ζεκείν ηνπ ΑΒ, θαη ζηηο 
Αx,Βy ηα ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα, 
ώζηε ΑΓ = ΑΓ θαη ΒΔ = ΒΓ. Να  
 

απνδείμεηε όηη ε γσλία Γ   Δ είλαη 
νξζή. 
 

3. Από ην παξάθεληξν Ηα ηξηγώλνπ 

ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ θέξνπκε 
παξάιιειε ζηελ ΑΒ, πνπ ηέκλεη ηηο 
πιεπξέο ΒΓ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Γ θαη 
Δ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη    
ΓΔ = ΑΔ - ΒΓ. 
 

4. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ 
θαη Μ ζεκείν ηεο πιεπξάο ΒΓ. Από 
ην Μ θέξνπκε παξάιιειε πξνο ηε  
 

δηρνηόκν ΑΓ ηεο γσλίαο    , πνπ 
ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Δ 
θαη Ε αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
A 
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i) Σν ηξίγσλν ΔΑΕ είλαη ηζνζθειέο. 
ii) ΒΔ + ΓΕ = ζηαζεξό. 
iii) Αλ Μ κέζν ηεο ΒΓ ηόηε: 
 
 
 
 
 
 

 

4.6 Άζξνηζκα γωληώλ ηξηγώλνπ 
 
Ζ παξαιιειία επηηξέπεη λα 
κεηαθέξνπκε ηηο γσλίεο ελόο 
ηξηγώλνπ, ώζηε λα έρνπλ θνηλή 
θνξπθή κηα νπνηαδήπνηε θνξπθή 
ηνπ ηξηγώλνπ θαη λα ζρεκαηίδνπλ 
επζεία γσλία (ζρ.18). Έηζη 
κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην 
άζξνηζκα ησλ γσληώλ ηνπ 
ηξηγώλνπ. 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α) BE = ΓZ = 
AΓ + AB

2
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β) AE = AZ = 
AΓ - AB

2
 .
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ρήκα 18 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Από κηα θνξπθή, π.ρ. ηελ Α, 
θέξνπκε επζεία xy//BΓ. Σόηε 
 

σ =     (1) θαη θ =     (2), σο εληόο θαη 
ελαιιάμ ησλ παξαιιήισλ xy θαη 
ΒΓ κε ηέκλνπζεο ΑΒ θαη ΑΓ 
αληίζηνηρα. 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

x 

  

 

y 

  

 

σ 

  

 

θ 

  

 

                                                      Θεώξεκα .  
Σν άζξνηζκα ηωλ γωληώλ θάζε 
ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο. 

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 
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Αιιά σ +     + θ = 2L (3). 
Από ηηο (1), (2) θαη (3) πξνθύπηεη όηη 
 

  +     +     = 2L. 
 

Πνξίζκαηα 

i) Κάζε εμωηεξηθή γωλία ηξηγώλνπ 
είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ηωλ δύν 
απέλαληη εζωηεξηθώλ γωληώλ ηνπ 
ηξηγώλνπ. 
ii) Αλ δπν ηξίγωλα έρνπλ δπν 
γωλίεο ίζεο, κία πξνο κία, έρνπλ 
θαη ηηο ηξίηεο γωλίεο ηνπο ίζεο. 
iii) Οη νμείεο γωλίεο ελόο 
νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ είλαη 
ζπκπιεξωκαηηθέο. 
iv) Κάζε γωλία ηζόπιεπξνπ 

ηξηγώλνπ είλαη 60
ν
. 

Απόδεημε 
i) Έρνπκε    +    +   = 2L  θαη   
    

      +     = 2L, νπόηε 
 

˄ 
Α 

  

 ˄  
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Γεμ 

  

 

˄ 
Γ         
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    +     +     =        +     ή        =     + 
 
ii) - iv) Πξνθαλή. 
 
 
 
 
 
 
 

4.7 Γωλίεο κε πιεπξέο θάζεηεο 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ νη γσλίεο x   y = σ θαη  
 

x'    y'= θ κε Ox     O'x' θαη  Oy    O'y' 
Σα ηξίγσλα ΟΑΓ θαη Ο'ΒΓ έρνπλ     
   

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

x 

  

 

˄ 
Γεμ 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Γεμ 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Γεμ 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

                                                      Θεώξεκα .  
Γπν νμείεο γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο 
πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη ίζεο. 

 

 
˄ 
Ο 

  

 

˄ 
Ο' 

  

 

┴ 

 

┴ 
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    =    = 1L θαη       =       
(θαηαθνξπθήλ). 
Άξα ζα έρνπλ θαη ηηο άιιεο γσλίεο 
ίζεο, νπόηε σ = θ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 20 
 
Πνξίζκαηα 

i) Γπν ακβιείεο γωλίεο πνπ έρνπλ 
ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη 
ίζεο. 

˄ 
A  

  

 

˄ 
B  

  

 

˄ 
Γ1  

  

 

˄ 
Γ2  

  

 

Α 

  

 

y 

  

 
Ο 

  

 
z 

  

 

1 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

x 

  

 

2 

  

 

y' 

  

 

z' 

  

 

x' 

  

 

O' 

  

 

ζ' 

  

 

θ 

  

 

ζ 

  

 

σ 
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ii) Γπν γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο 
πιεπξέο ηνπο θάζεηεο αιιά ε κία 
είλαη νμεία θαη ε άιιε ακβιεία 
είλαη παξαπιεξωκαηηθέο. 
Απόδεημε 
i) Πξάγκαηη, (ζρ. 20) είλαη ζ + σ =2L, 
ζ' + θ = 2L, νπόηε ζ = ζ', αθνύ σ = θ. 
ii)Πξάγκαηη, (ζρ.20) είλαη ζ + σ = 2L, 
νπόηε ζ + θ = 2L, αθνύ σ = θ.  
 

4.8 Άζξνηζκα γωληώλ θπξηνύ        
       λ-γώλνπ 
 

Αο ζεσξήζνπκε θπξηό πεληάγσλν 
ΑΒΓΓΔ θαη Ο ηπραίν εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ. Αλ ελώζνπκε ην Ο κε 
ηηο θνξπθέο ηνπ πεληαγώλνπ, 
ζρεκαηίδνληαη πέληε ηξίγσλα. Σν 
άζξνηζκα ησλ γσληώλ θάζε 
ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο. Έηζη ην 
άζξνηζκα ησλ γσληώλ θαη ησλ 
πέληε ηξηγώλσλ είλαη (2-5) νξζέο. 
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Αλ αθαηξέζνπκε ην άζξνηζκα ησλ 
γσληώλ Α1+ Α2+Α3+Α4+Α5 = 4 νξζέο, 
ζα κείλεη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ 
ηνπ πεληαγώλνπ, δειαδή: 
 

    +     +    +     +     = (2  5 - 4) νξζέο. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 21 
 

Όκνηα, αλ ην θπξηό πνιύγσλν έρεη 
λ πιεπξέο θαη ελώζνπκε ην Ο κε ηηο 
θνξπθέο ηνπ ζρεκαηίδνληαη λ 
ηξίγσλα. Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ 
ησλ λ ηξηγώλσλ είλαη 2λ νξζέο. Αλ 
αθαηξέζνπκε ην άζξνηζκα ησλ  

˄ 
A 

  

 

˄ 
B 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

˄ 
Δ 

  

 
Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 Γ 

  

 

Δ 

  

 

Ο 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

3 

  

 

4 

  

 

5 
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γσληώλ      +      +     + … +      = 4 
νξζέο έρνπκε: 
 
    +      +      + … +       =  (2λ - 4) 
νξζέο. 
 

Καηαιήμακε ινηπόλ ζην 
ζπκπέξαζκα όηη πξέπεη:  
Σν άζξνηζκα ηωλ γωληώλ θπξηνύ 
λ-γώλνπ λα είλαη 2λ - 4 νξζέο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 22 

 

˄ 
A1 

  

 

˄ 
A2 

  

 

˄ 
A3 

  

 

˄ 
Aλ 

  

 

˄ 
Ο1 

  

 

˄ 
Ο2 

  

 

˄ 
Ο3 

  

 

˄ 
Ο4 

  

 

Αλ 

  

 Α1 

  

 
Α2 

  

 

Α3 

  

 

Α4 

  

 

Α5 

  

 

Αλ - 1 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

3 

  

 

4 

  

 

Ο 

  

 

λ - 1 

  

 

λ 
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ρήκα 23 
 

Άιιε απόδεημε. Αο ζεσξήζνπκε 

θπξηό πνιύγσλν Α1Α2…Αλ κε λ 

πιεπξέο θαη αο θέξνπκε από κηα 

θνξπθή ηνπ, π.ρ. ηελ Α1 όιεο ηηο 

δηαγσλίνπο πνπ δηέξρνληαη από 
απηή. Έηζη ην πνιύγσλν δηαηξείηαη 
ζε λ - 2 ηξίγσλα, γηαηί ζε θαζεκηά 
από ηηο πιεπξέο ηνπ, εθηόο ησλ 

Α1Α2 θαη Α1Αλ πνπ δηέξρνληαη από 

ηελ θνξπθή Α1, αληηζηνηρεί έλα 

ηξίγσλν. Δπεηδή ην άζξνηζκα ησλ 

Α1 

  

 Α2 

  

 
Α3 

  

 

Α4 

  

 

Α5 

  

 

Α4 

  

 

Α5 

  

 

Αλ - 1 

  

 

90 / 85 



γσληώλ ησλ λ - 2 ηξηγώλσλ είλαη 
2(λ - 2) = (2λ - 4) νξζέο θαη ηζνύηαη 
κε ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ ηνπ 
πνιπγώλνπ, πξνθύπηεη όηη:  

Σν άζξνηζκα ηωλ γωληώλ θπξηνύ 
λ-γώλνπ είλαη 2λ - 4 νξζέο. 
 
Πνξίζκα 

Σν άζξνηζκα ηωλ εμωηεξηθώλ 
γωληώλ θπξηνύ λ - γώλνπ είλαη 4 
νξζέο. 
Απόδεημε 
Έρνπκε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Α1εμ + Α1 = 2L 

  

 

˄ ˄ 

Α2εμ + Α2 = 2L 

  

 

˄ ˄ 

Αλεμ + Αλ = 2L 

  

 

˄ ˄ 

…    …   = … πξνζζέηνπκε  

                          θαηά κέιε  

                          νπόηε: 
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(Α1εμ + A2εμ + … + Αλεμ) +  
 

+ (Α1 + Α2 + … + Αλ) = 2λL ή 
 

(Α1εμ + Α2εμ + … + Αλεμ) +  
 

+ (2λ - 4)L = 2vL ή 
 

Α1εμ + Α2εμ + … + Αλεμ = 4L. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 24 
 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 

Α1 

  

 

Α2 

  

 
Α3 

  

 

Α4 
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ΔΦΑΡΜΟΓΗ 1ε 
Θεωξνύκε ηξίγωλν ΑΒΓ θαη ηε 
δηρνηόκν Ax ηεο εμωηεξηθήο  
 

γωλίαο Α ηνπ ηξηγώλνπ. Να 
απνδεηρζεί όηη ην ηξίγωλν είλαη 
ηζνζθειέο , αλ θαη κόλν αλ           
Αx // ΒΓ.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

(i) Αλ β = γ ηόηε Β = Γ = σ. 
 

Όκσο Αεμ = Β + Γ = 2σ, νπόηε   

 

       = σ ή A1 = Γ = σ. Άξα 

˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

x 

  

 

σ 

  

 

σ 

  

 

1 

  

 
2 

  

 

γ 

  

 

β 

  

 σ 

  

 

σ 

  

 

α 

  

 
˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Αεξ

2

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 
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Αx//ΒΓ, αθνύ ζρεκαηίδνπλ δύν 
εληόο θαη ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. 
 

(ii) Αλ Αx//ΒΓ ηόηε A1 = Γ (σο εληόο  
 

ελαιιάμ) θαη A2 = Β (σο εληόο εθηόο  
 

θαη επί ηα απηά κέξε). Άξα Β = Γ  
 

(αθνύ Α1 = Α2), νπόηε β = γ. 

 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 2ε 
ε ηξίγωλν ΑΒΓ θέξνπκε ηηο 
εζωηεξηθέο θαη εμωηεξηθέο 
δηρνηόκνπο ηωλ γωληώλ ηνπ 
 

Β θαη Γ. Να απνδεηρζεί όηη 
(i) Η γωλία ηωλ δύν εζωηεξηθώλ  
 

δηρνηόκωλ είλαη ίζε κε 90° +  

 

(ii) Η γωλία κίαο εζωηεξηθήο θαη 
κίαο εμωηεξηθήο δηρνηόκνπ είλαη  
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com
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2
 .

˄ 
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ίζε κε  
 

(iii) Η γωλία ηωλ δύν εμωηεξηθώλ  
 

δηρνηόκωλ είλαη ίζε κε 90° -  
 

Απόδεημε 
Οη εζσηεξηθέο δηρνηόκνη ηέκλνληαη 
ζην έγθεληξν I. Οη εμσηεξηθέο 
δηρνηόκνη ησλ εμσηεξηθώλ γσληώλ  
 

Β θαη Γ ηέκλνληαη ζην παξάθεληξν  
 

Ηα θαη ε εζσηεξηθή δηρνηόκνο ηεο Β  
 

κε ηελ εμσηεξηθή δηρνηόκν ηεο Γ 

ηέκλνληαη ζην παξάθεληξν Ηβ.  

(i) Από ην ηξίγσλν ΒΗΓ παίξλνπκε: 
 

ΒΗΓ + Β1 + Γ1 = 180° ή  
 

ΒΗΓ = 180° - Β1 - Γ1 ή 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 A 

2
 .

˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 A 

2
 .

˄ 

˄ ˄ 

˄ 

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 
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Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

I 

  

 

Iα 

  

 

Iβ 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

BIΓ = 180
o - 

 B 

2
 - 

 Γ 

2
 ή

˄ 
˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

BIΓ = 90
o + 90

o- 
 B 

2
 - 

 Γ 

2
 ή

˄ 
˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

BIΓ = 90
o
 + 

 A 

2
 

˄ 
˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

(επειδή 
 A 

2
 + 

 B 

2
 + 

 Γ 

2
 = 90

o
).  (1)

˄ ˄ ˄ 
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(ii) Ζ εζσηεξηθή θαη εμσηεξηθή 
δηρνηόκνο κηαο γσλίαο ηέκλνληαη 

θάζεηα. Έηζη ζην ηξίγσλν ΗΓΗβ  
 

είλαη: Γ = 90° θαη ΒΗΓ = 90° + Ηβ (2) 

(σο εμσηεξηθή γσλία). 
Από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη  
 
 
 

(iii) Όκνηα ζην ηξίγσλν ΗαΒΗβ είλαη  
 

Β = 90°, νπόηε Ηα + Ηβ = 90° ή  
 

Ηα = 90° - Ηβ . (4) 
 

Από ηηο (3) θαη (4) πξνθύπηεη όηη  
 
 
 
 

˄ ˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Iβ = 
 A 

2
 .  (3)

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 

M at h Com poser  1. 1. 5
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Iα = 90
o
 - 

 A 

2
 .
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. Να ππνινγίζεηε ηε γσλία σ ζην 
παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
 
 
 
 

2. Αλ AB = AT θαη Γx δηρνηόκνο ηεο  
 

ΑΓΓ, λα ππνινγίζεηε ηε γσλία θ 
(βι. ζρήκα). 
 
 
 
 
 
 
 
 

˄ 

σ 

  

 
120

ν
 

  

 

50
ν
 

  

 

55
ν
 

  

 

Α 

  

 
θ 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 
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3. Τπάξρεη θπξηό λ-γσλν ηέηνην, 
ώζηε ην άζξνηζκα ησλ εζσηεξηθώλ 
γσληώλ ηνπ λα ηζνύηαη κε ην 
άζξνηζκα ησλ εμσηεξηθώλ γσληώλ 
ηνπ; 

4. Να εμεγήζεηε γηαηί αλ έλα 
ηζνζθειέο ηξίγσλν έρεη κηα γσλία 

60° είλαη ηζόπιεπξν. 

5. Σν άζξνηζκα ησλ εμσηεξηθώλ 
γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ είλαη: 

α) 180°    β) 270°  

γ) 360°    δ) 540°  

ε) θαλέλα από ηα παξαπάλσ  
Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή 
ζαο. 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. ε νξζνγώλην ηξίγσλν κηα γσλία  
 

ηνπ είλαη ίζε κε ηα       κηαο άιιεο  
 

γσλίαο ηνπ. Να ππνινγηζζνύλ όιεο 
νη γσλίεο ηνπ (δύν πεξηπηώζεηο). 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com
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3
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2. ε ηζνζθειέο ηξίγσλν  
 

ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) είλαη 
 
Αλ I ην έγθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ λα  
 

ππνινγηζζεί ε γσλία ΒΗΓ. 
(Δθαξκνγή 2 - § 4.8) 
 

3. ε ηξίγσλν ΑΒΓ ε γσλία Α είλαη  
 

ηξηπιάζηα ηεο γσλίαο Β. Αλ              

Γεμ = 144° λα βξεζεί ην είδνο ηνπ 

ηξηγώλνπ σο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ. 
 

4. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  
 

(Α = 90°) θαη ην ύςνο ηνπ ΑΓ. Να  
 

απνδείμεηε όηη Β = ΓΑΓ θαη Γ = ΓΑΒ. 
 

5. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη: 
 

ΑΒ = ΑΓ = ΓΒ θαη xΑΓ = 108°. Να 

ππνινγηζζεί ε γσλία Α . 
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6. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη:          
 

Α = 90°, ΑΓ δηρνηόκνο, ΓΔ//ΑΒ. Αλ  
 

ε γσλία Β είλαη 20° κεγαιύηεξε από  
 

ηε Γ λα ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο σ 
θαη θ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

x 

  

 

108
o
 

  

 

˄ 

˄ 

˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Δ 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

σ 

  

 

θ 
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7. Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ θπξηνύ 

πνιπγώλνπ είλαη 900°. Να βξεζεί ην 

πιήζνο ησλ πιεπξώλ ηνπ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη  
 
                               
 
Να απνδείμεηε όηη ΑΒ = ΑΓ. 
 

2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β > Γ θαη 
ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Να απνδείμεηε 
όηη 
 

i) ΑΓΓ - ΑΓΒ = Β - Γ, 
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3. ε ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β > Γ 
θέξνπκε ην ύςνο ΑΓ θαη 
ηε δηρνηόκν ΑΔ. Να απνδείμεηε όηη  
 
 
 

4. Αλ νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α, Β 
θπξηνύ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΑ 
ηέκλνληαη ζε ζεκείν Δ, λα  
 
απνδείμεηε όηη 
 

5. Από ηπραίν ζεκείν Γ ηεο βάζεο 
ΒΓ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
θέξνπκε ηε ΑΔ    ΑΓ. Να απνδείμεηε  
 

όηη Α = 2ΔΓΓ. 
 

6. ε νξζνγώλην ηξίγσλν               
 

ΑΒΓ (Α = 90°) ην ύςνο ηνπ ΑΓ θαη ε 

δηρνηόκνο ηνπ ΒΕ ηέκλνληαη ζε 

˄ ˄ 
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ζεκείν Δ. Να απνδείμεηε όηη ην 
ηξίγσλν ΑΔΕ είλαη ηζνζθειέο. 
 

7. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  
 

(Α = 90°). Ζ δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β 

ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Ε θαη ηελ θάζεηε 
ζηε ΒΓ ζην ζεκείν Γ, ζην Ζ. Να 
απνδείμεηε όηη ΕΓ = ΓΖ. 
 

ύλζεηα Θέκαηα 
1. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) θαη ηπραίν ζεκείν Γ ηεο 
πιεπξάο ΑΒ. ηελ πξνέθηαζε ηεο 
ΓΑ πξνο ην Α, παίξλνπκε ηκήκα    
ΑΔ = ΑΓ. Να απνδείμεηε όηη ΓΔ    ΒΓ. 
 

2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β > Γ θαη 
ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. Από ηελ 
θνξπθή Β θέξνπκε επζεία θάζεηε 
ζηελ ΑΓ, πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ.  
 
Να απνδείμεηε όηη 
 

˄ ˄ 

┴
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3. ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ 
πξνεθηείλνπκε ηελ ππνηείλνπζα ΓΒ 
θαηά ηκήκα ΒΓ = ΑΒ. Φέξνπκε 
θάζεηε ζηε ΒΓ ζην ζεκείν Γ θαη 
παίξλνπκε ζε απηή -πξνο ην κέξνο 
ηνπ Α- ηκήκα ΓΔ = ΑΓ. Να 
απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Γ, Α, Δ 
είλαη ζπλεπζεηαθά. 
 

4. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) θαη ην ύςνο ηνπ ΒΓ. 
Φέξνπκε ΓΖ     ΑΒ, πνπ ηέκλεη ηελ 
πξνέθηαζε ηεο ΒΓ ζην Δ. Να 
απνδείμεηε όηη:  
 

i) ΒΓ = ΓΔ,   ii) ΒΓ > ΓΔ. 
 

5. ε ηξίγσλν ΑΒΓ, πξνεθηείλνπκε 
ηα ύςε ηνπ ΒΓ θαη ΓΔ, πξνο ην 
κέξνο ησλ θνξπθώλ θαη επί ησλ 
πξνεθηάζεσλ παίξλνπκε ηκήκαηα 
ΒΕ = ΑΓ θαη ΓΖ = ΑΒ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε όηη 
i) ΑΕ = ΑΖ,   ii) ΑΕ    ΑΖ. 

┴
   
 

┴
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6. Θεσξνύκε ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε  
 

Α > Γ θαη νλνκάδνπκε θ ηελ νμεία 
γσλία ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ 
 

Β θαη Γ. Να απνδείμεηε όηη  
 
 
 

7. Γύν επίπεδα θάηνπηξα Κ1,Κ2 

είλαη θάζεηα. Φσηεηλή αθηίλα α 

πξνζπίπηεη αξρηθά ζην Κ1 θαη κεηά 

ηελ αλάθιαζε ζην Κ2, εμέξρεηαη 

θαηά ηελ αθηίλα β. Ση  
πνξεία ζα αθνινπζήζεη, 
 ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή 
 αθηίλα α; 
 
 
 
 
 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ΓΔΝΙΚΔ ΑΚΗΔΙ 
 

1. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Α = 60° 

θαη νη δηρνηόκνη ηνπ ΒΓ θαη ΓΔ. Να  
 

απνδείμεηε όηη ΒΓΓ = ΓΔΑ. 
 

2. Θεσξνύκε ηζόπιεπξν ηξίγσλν 
ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ = ΒΓ= α) θαη ηα 
ζεκεία Γ θαη Δ ησλ πιεπξώλ ηνπ 
ΑΒ θαη ΒΓ αληίζηνηρα, ώζηε  
 
 
Να απνδείμεηε όηη ΓΔ    ΒΓ. 
 

3. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  
 

(Α = 90°) θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ. 

Φέξνπκε Γx    ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηελ 
ΑΒ ζην Δ θαη ηελ πξνέθηαζή ηεο ΑΓ 
ζην Ε. Να απνδείμεηε όηη ΒΔ = ΕΓ. 
 

4. Θεσξνύκε ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε  
 

Α = Γ = 90° θαη ΒΓ = ΓΓ. ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΑΓ παίξλνπκε 

˄ 

˄ ˄ 
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ηκήκα ΓΔ = ΑΒ. Να απνδείμεηε όηη 
ΑΓ    ΓΔ. 
 

5. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ. 
Να απνδείμεηε όηη: 

i) Σν ύςνο ΑΓ = πα ζρεκαηίδεη κε ηε 

κηθξόηεξε πιεπξά κηθξόηεξε 
γσλία. 

ii) Ζ δηάκεζνο ΑΜ = κα ζρεκαηίδεη 

κε ηε κηθξόηεξε πιεπξά 
κεγαιύηεξε γσλία. 

iii) Σν ύςνο πα θαη ε δηάκεζνο κα 

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο 

δηρνηόκνπ ΑΔ = δα. 
 

6. Σξεηο θύθινη κε θέληξα Κ1,Κ2,Κ3 

εθάπηνληαη εμσηεξηθά ζηα Α,Β,Γ. 
Να απνδείμεηε όηη ν  
πεξηγεγξακκέλνο θύθινο 
ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη 
εγγεγξακκέλνο  

ζην ηξίγσλν Κ1Κ2Κ3. 

 

┴
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7. Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ, ηνλ 
εγγεγξακκέλν θύθιν ηνπ (Η,ξ) θαη 
ηνλ παξεγγεγξακκέλν θύθιν ηνπ    

(Ηα,ξα). Ολνκάδνπκε Γ,Δ,Ε θαη 

Γ',Δ',Ε' ηα ζεκεία επαθήο ησλ (Η,ξ) 

θαη (Ηα,ξα κε ηηο επζείεο ΒΓ,ΓΑ,ΑΒ 

αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 
i) ΑΕ = ΑΔ = η - α,  

ΒΓ = ΒΕ = η - β,  
ΓΓ  = ΓΔ = η - γ, 

ii) ΑΕ' = ΑΔ' = η, 
iii) ΕΕ' = ΔΔ' = α ,  

ΓΓ' = β - γ. 
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Γξαζηεξηόηεηεο 
1. Να ζπκπιεξώζεηε ηνλ πίλαθα 
γηα θπξηά λ-γσλα. 
 

i) Ση παξαηεξείηε γηα ην άζξνηζκα 
ησλ γσληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ; 
Δμαξηάηαη από ηνλ αξηζκό ησλ 
 

αξηζκόο 
πιεπξώλ 

άζξνηζκα 
γσληώλ 
θπξηνύ 

λ-γώλνπ 

άζξνηζκα 
εμσηεξηθώλ 

γσληώλ 
θπξηνύ 

λ-γώλνπ 

4  I 

5   

6   

7   

. 

. 

. 
λ 

2λ - 4 νξζέο 4 νξζέο 
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πιεπξώλ λ; Ση ηζρύεη όηαλ 
απμάλεηαη ην λ; 
ii) Ση παξαηεξείηε γηα  
ην άζξνηζκα ησλ  
εμσηεξηθώλ γσληώλ  
θπξηνύ λ-γώλνπ. Να  
ζρνιηάζεηε ηε ζρέζε  
ηνπ κε ηνλ αξηζκό ησλ πιεπξώλ λ. 

2. Να θαηαζθεπάζεηε δύν γσλίεο κε 
πιεπξέο παξάιιειεο (3 πεξηπηώ-
ζεηο). Να εμεηάζεηε ηη ηζρύεη γηα ηηο 
δηρνηόκνπο ηνπο (παξάιιειεο, 
θάζεηεο θηι.)  
Να θάλεηε ην ίδην γηα δύν γσλίεο κε 
πιεπξέο θάζεηεο. 
 

Δξγαζία 
Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηζνζθε-
ινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), ην 
νπνίν είλαη δπλαηόλ λα ρσξηζζεί ζε 
δύν άιια ηζνζθειή ηξίγσλα. 
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Τπόδεημε: Ζ επζεία πνπ ρσξίδεη ην 
ΑΒΓ ζε δπν ηζνζθειή ηξίγσλα 
πξέπεη λα δηέξρεηαη από κηα 
θνξπθή ηνπ ηξηγώλνπ. Να 
δηαθξίλεηε δύν πεξηπηώζεηο:  
i) κε επζεία ΑΓ από ηελ θνξπθή Α. 
ii) κε επζεία ΒΔ από ηελ θνξπθή Β. 
 

 

ΙΣΟΡΙΚΟ ΗΜΔΙΩΜΑ 
 

Η ζεωξία ηωλ παξαιιήιωλ 
 

 Σν αίηεκα ηνπ Δπθιείδε. 
ην Βηβιίν I ησλ «ηνη-
ρείσλ» ηνπ ν Δπθιείδεο η 
νξίδεη σο παξάιιειεο «ηηο η 

επζείεο εθείλεο πνπ η βξίζθνληαη 
ζην ίδην επίπεδν θαη πξνεθηεηλόκε-
λεο επ' άπεηξνλ θαη από ηα δύν 
κέξε [ δε ζπλαληώληαη ζε θαλέλα 
απ' απηά» (Οξηζκόο 23). Ακέζσο 
κεηά δηαηππώλεη 'πέληε αηηήκαηα, 
ηα ηέζζεξα  πξώηα από ηα νπνία  
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εθθξάδνπλ ηηο βαζηθέο ηδηόηεηεο 
ησλ γεσκεηξηθώλ θαηαζθεπώλ κε 
ηε βνήζεηα ηνπ θαλόλα θαη ηνπ 
δηαβήηε, ελώ ην πέκπην 
απνθαίλεηαη όηη: 
«Δάλ κηα επζεία πνπ ηέκλεη δύν 
επζείεο ζρεκαηίδεη ηηο εληόο θαη επί 
ηα απηά κέξε γσλίεο κηθξόηεξεο 
από δύν νξζέο, ηόηε νη δύν επζείεο 
πξνεθηεηλόκελεο επ’ άπεηξνλ 
ζπλαληώληαη ζην κέξνο πνπ νη 
ζρεκαηηδόκελεο γσλίεο είλαη 
κηθξόηεξεο από δύν νξζέο» (Αίηεκα 
V).  
Σν αίηεκα απηό απνδεηθλύεηαη 
ηζνδύλακν κε ηηο εμήο πξνηάζεηο: 
(Δ1) Τπάξρεη επζεία α θαη ζεκείν Α 
εθηόο απηήο ηέηνην, ώζηε από ην Α 
δηέξρεηαη κία κνλαδηθή επζεία πνπ 
δελ ηέκλεη ηελ α.  
(Δ2) Τπάξρεη ηεηξάπιεπξν κε 
ηέζζεξηο νξζέο γσλίεο.  
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(Δ3) Σν άζξνηζκα ησλ γσληώλ 
ηπρόληνο ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε δύν 
νξζέο.  
(Δ4) Τπάξρεη ηξίγσλν, ην άζξνηζκα 
ησλ γσληώλ ηνπ νπνίνπ λα ηζνύηαη 
κε δύν νξζέο.  
(Δ5) Αλ κηα επζεία ηέκλεη δύν 
παξάιιειεο επζείεο, νη αληίζηνηρεο 
γσλίεο είλαη ίζεο.  
(Δ6) Σα ζεκεία πνπ θείληαη πξνο ην 
ίδην κέξνο από δεδνκέλε επζεία θαη 
ζε κία θαη ηελ απηή απόζηαζε, 
ζρεκαηίδνπλ επζεία.  
(Δ7) Αλ κηα επζεία ηέκλεη δύν άιιεο 
επζείεο θαη απηέο απνθιίλνπλ ε κία 
από ηελ άιιε από ην έλα κέξνο, 
ηόηε από ην άιιν κέξνο 
ζπγθιίλνπλ.  
(Δ8) Τπάξρνπλ όκνηα ηξίγσλα.  
(Δ9) Τπάξρνπλ ηξίγσλα κε 
νζνδήπνηε κεγάιν κέγεζνο. 
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(Δ10) Έζησ α ηπρνύζα επζεία θαη Α 
ζεκείν εθηόο απηήο. Σόηε ζην 
επίπεδν πνπ νξίδεηαη από ηελ 
επζεία α θαη ην ζεκείν Α ππάξρεη 
όρη πεξηζζόηεξεο από κία επζεία 
πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α θαη 
δελ ηέκλεη ηελ επζεία α (Αμίσκα 
παξαιιειίαο).  
Σν αίηεκα ηνπ Δπθιείδε ή θάπνην 
ηζνδύλακό ηνπ θαζνξίδεη ηε θύζε 
νιόθιεξεο ηεο γεσκεηξίαο θαη 
απνηειεί βάζε γηα ηα πεξηζζόηεξα 
ζεσξήκαηα ηεο Δπθιείδεηαο 
γεσκεηξίαο. 

Η ζεωξία ηωλ παξαιιήιωλ ζηελ 
αξραηόηεηα θαη ην Βπδάληην.  
Δίλαη πηζαλό πξηλ ηε δηαηύπσζε 
ηνπ πέκπηνπ αηηήκαηνο ησλ «ηνη-
ρείσλ» ηνπ Δπθιείδε λα ππήξμαλ 
πξνζπάζεηεο λα απνδεηρζεί. Όκσο 
νη δηαζέζηκεο καξηπξίεο είλαη 
πεληρξόηαηεο θαη απνζπαζκαηηθέο. 
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Δλδείμεηο ππάξρνπλ ζηα «Αλαιπηη-
θά Ύζηεξα» ηνπ Αξηζηνηέιε, όπνπ 
ζπλδέεηαη ην πξόβιεκα ησλ 
παξαιιήισλ κε ηελ πξόηαζε (Δ3). 
Ο Αξηζηνηέιεο αζθεί  
θξηηηθή ζηηο πξνζπάζεηεο 
καζεκαηηθώλ (πνπ δελ 
θαηνλνκάδνληαη) λα  
απνδείμνπλ ην Δπθιείδεην αίηεκα όηη 

ππνπίπηνπλ ζην ινγηθό ζθάικα 
ηεο «ιήςεο ηνπ δεηνπκέλνπ» 
(petitio principi), δειαδή όηη θαηά 
ηελ απόδεημε ρξεζηκνπνηνύλ 
πξόηαζε ηζνδύλακε πξνο ηελ 
απνδεηθηέα. Άιιε πεγή είλαη ηα 
«ρόιηα γηα ηηο δπζθνιίεο ζηελ  
εηζαγσγή ηνπ βηβιίνπ ηνπ Δπθιείδε» 
ηνπ Οκάξ Υαγηάκ όπνπ αλαθέξεη 
όηη «ε αηηία ηνπ ιάζνπο ησλ ύζηεξσλ 
επηζηεκόλσλ  ζηελ απόδεημε απηήο 
ηεο ππόζεζεο είλαη όηη δε ιάκβαλαλ 
ππόςε ηνπο ηηο αξρέο ηνπ θηινζό- 
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θνπ [δειαδή, ηνπ Αξηζηνηέιε]» θαη 
παξαζέηεη πέληε αξρέο, ηέζζεξηο, 
από ηηο νπνίεο απαληώληαη.] κε 
ιίγν δηαθνξεηηθή δηαηύπσζε ζηα 
«Φπζηθά» θαη ην; «Πεξί Οπξαλνύ». 
Σν πξώην γλσζηό έξγν ηεο αξραη-
όηεηαο, πνπ ιίγεο κόιηο δεθαεηίεο 
κεηά ηα «ηνηρεία» αλαθέξεηαη ζηε 
ζεσξία ησλ παξαιιήισλ, είλαη ε 
ρακέλε πξαγκαηεία ηνπ Αξρηκήδε 
«Πεξί παξαιιήισλ», πνπ κλεκν-
λεύεη ν βηβιηνγξάθνο Ηκπλ αι-
Ναληίκ (πέζαλε ην 993) ζην «Βηβιίν 
ηεο βηβιηνγξαθίαο ησλ επηζηε-
κώλ», καδί κε άιια έξγα ηνπ 
Αξρηκήδε πνπ δηαζώζεθαλ κόλν 
ζηα Αξαβηθά. Σν βηβιίν απηό ήηαλ 
πηζαλόηαηα γλσζηό ζηνλ Θακπίη 
ηκπλ Κνύξξα (836-901), ζπγγξαθέα 
δύν πξαγκαηεηώλ ζρεηηθώλ κε ηε 
ζεσξία ησλ παξαιιήισλ. ύκθσλα 
κε καξηπξία ηνπ Πξόθινπ, ν νπνίνο  
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ζεσξεί όηη ην αίηεκα ηνπ Δπθιείδε 
είλαη ζεώξεκα θαη επηρεηξεί λα 
δώζεη κηα δηθή ηνπ απόδεημε, ν 
Πνζεηδώληνο είρε πξνηείλεη έλαλ 
νξηζκό ησλ παξαιιήισλ, δηαθν-
ξεηηθό από απηόλ ηνπ Δπθιείδε. 
Παξάιιειεο νλνκάδεη ηηο επζείεο 
πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν, 
δε ζπγθιίλνπλ νύηε απνθιίλνπλ θαη 
όιεο νη θάζεηεο από ηα ζεκεία ηεο 
κηαο πξνο ηελ άιιε είλαη ίζεο 
κεηαμύ ηνπο. Ο νξηζκόο απηόο όκσο 
βαζίδεηαη ζην ηζνδύλακν αμίσκα 
(Δ6). Ο Πξόθινο αλαθέξεηαη επίζεο 
εθηεηακέλα ζηηο πξνζπάζεηεο ηνπ 
Κιαύδηνπ Πηνιεκαίνπ θαη άιισλ 
καζεκαηηθώλ, ηνπο νπνίνπο δελ 
θαηνλνκάδεη, λα απνδείμνπλ ην 
Δπθιείδεην αίηεκα. 
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ΙΣΟΡΙΚΟ ΗΜΔΙΩΜΑ 
Με ηελ απόδεημε ηνπ Δπθιείδεηνπ 
αηηήκαηνο αζρνιήζεθε ν Γηόδσξνο 
(1νο αη. π.Υ.). ηα Αξαβηθά δηαηεξή-
ζεθαλ θαη νη πξνζπάζεηεο θάπνηνπ 
Αγάλε θαη ηνπ ηκπιίθηνπ πνπ ζηε-
ξίδνληαη ζηνλ νξηζκό ηνπ Πνζεηδσ-
λίνπ θαη, επνκέλσο, ζην αμίσκα 

(Δ6). Η ζεωξία ηωλ παξαιιήιωλ 
ζηα Αξαβηθά καζεκαηηθά. Ζ πξώ-
ηε γλσζηή πξνζπάζεηα απόδεημεο 
ηνπ Δπθιείδεηνπ αηηήκαηνο ζηα 
Αξαβηθά καζεκαηηθά έγηλε από ηνλ 
αι-Σδανπραξί ζην έξγν ηνπ 
«Σειεηνπνίεζε ηνπ βηβιίνπ ησλ 
"ηνηρείσλ"», ην πεξηερόκελν ηνπ 
νπνίνπ κεηαθέξεη ν Ναζίξ αλη-Νηηλ 
αι-Σνπζί. Όκσο ζηελ απόδεημή ηνπ 
ρξεζηκνπνηεί ηελ ηζνδύλακε πξνο 
ην απνδεηθηέν πξόηαζε όηη «αλ κία 
επζεία ηέκλεη δύν άιιεο επζείεο έηζη 
ώζηε νη εληόο ελαιιάμ γσλίεο λα  
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είλαη ίζεο, ηόηε ην ίδην ηζρύεη όηαλ νη 
δύν επζείεο ηέκλνληαη από νπνηα-
δήπνηε άιιε επζεία». Οη πξώηεο 
πξνζπάζεηεο αληηθαηάζηαζεο ηνπ 
Δπθιείδεηνπ αηηήκαηνο κε ην αμίσκα 
ηεο ύπαξμεο «ηζαπερόλησλ» 
επζεηώλ αλάγνληαη ζηνλ αι-Ναηξηδί 
θαη ηνλ Ηκπλ ίλα (Αβηθέλλα). 
Οη άξαβεο καζεκαηηθνί αλέπηπμαλ 
δύν θπξίσο πξνζεγγίζεηο ζηελ 
απόδεημε ηνπ Δπθιείδεηνπ αηηήκαηνο, 
πνπ εγθαηληάδνληαη ζην έξγν ηνπ 
Θακπίη ηκπλ Κνύξξα (908-946): ηε 
γεσκεηξηθή θαη ηελ θηλεκαηηθή 
πξνζέγγηζε. Ζ θηλεκαηηθή πξνζέγ-
γηζε αθνινπζεί ην πλεύκα ηνπ 
Αξρηκήδε θαη αλαπηύρζεθε από ηνλ 
Ηκπλ αι-Υαηζάκ. Ζ πξσηνηππία ηεο 
κεζόδνπ ηνπ αι-Υαηζάκ, ηελ νπνία 
αθνινύζεζαλ ζπρλά νη γεσκέηξεο 
ζηε ζπλέρεηα, είλαη όηη ππνζέηεη ηελ 
ύπαξμε ελόο ηεηξαπιεύξνπ κε ηξεηο 
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νξζέο γσλίεο θαη εμεηάδεη ηηο πεξη-
πηώζεηο ε ηέηαξηε γσλία λα είλαη 
νμεία ή ακβιεία, πξνζπαζώληαο λα 
θαηαιήμεη ζε αληίθαζε κε ηνλ νξηζκό 
ησλ παξαιιήισλ σο «ηζαπερό-
λησλ» επζεηώλ. Ζ γεσκεηξηθή πξν-
ζέγγηζε αλαπηύρζεθε θπξίσο από 
ηνλ Οκαξ Υαγηάκ. Ξεθηλώληαο από 
ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο (Δ2) θαη 
κε ζπιινγηζκνύο ζπγγελείο κε 
απηνύο ηνπ Πξόθινπ, απνδεηθλύεη 
ην Δπθιείδεην αίηεκα ρσξίο λα 
ππνπέζεη ζην ινγηθό ζθάικα ηεο 
«ιήςεο ηνπ δεηνπκέλνπ». Ο 
εγθπθινπαηδηζηήο θηιόζνθνο, 
καζεκαηηθόο θαη αζηξνλόκνο Ναζίξ 
αλη-Νηηλ αι-Σνπζί (1201-1274) ζηε 
δηθή ηνπ πξσηόηππε απόδεημε ηνπ 
αμηώκαηνο ησλ παξαιιήισλ αθν-
ινπζεί ην ύθνο ηνπ Ηκπλ Κνύξξα 
θαη ηνπ Ηκπλ αι-Υαηζάκ, αιιά ζηεξί-
δεηαη ζε αμίσκα πνπ απνηειεί  
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ηζρπξόηεξε κνξθή ηνπ αηηήκαηνο 
παξαιιειίαο. 
ηε δηάξθεηα ηνπ 13νπ αη. ζπλερίδν-
ληαη νη αλαδεηήζεηο απόδεημεο ηνπ 
Δπθιείδεηνπ αηηήκαηνο. Ο αι-Υαλαθί, 
αθνινπζώληαο παιαηόηεξεο ηάζεηο 
πνπ εθδειώλνληαη ζην έξγν ηνπ αι-
Κηληί, ηνπ αι-Μπηξνπλί (973-πεξ. 
1050) θαη ηνπ Οκάξ Υαγηάκ, ζπλδέ-
νπλ ην πξόβιεκα ηνπ Δπθιείδεηνπ 
αηηήκαηνο κε ηελ έλλνηα ηεο επ' 
άπεηξνλ δηαηξεηόηεηαο ησλ γεσκε-
ηξηθώλ κεγεζώλ. Ηδηαίηεξα δηαδεδν-
κέλε ήηαλ ε ζεσξία ησλ παξαιιή-
ισλ ηνπ αι-Ακπραξί (ή αι-Ακπαρξί, 
πέζαλε ην 1263). πγγελήο πξνο 
απηήλ ήηαλ ε ζεσξία ηνπ αι- 
Μαγθξηκπί. ηηο δύν ηειεπηαίεο 
ζεσξίεο βξίζθεη θαλείο ίρλε ηνπ 
ύθνπο ησλ ζπιινγηζκώλ ηνπ 
ηκπιίθηνπ. ηα ηέιε ηνπ 13νπ-
αξρέο 14νπ αη. κηα αθόκα  
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αμηνζεκείσηε πξνζπάζεηα γίλεηαη 
από ηνλ αλη- Νηηλ αζ-ηξαδί (1236-
1311), καζεηή ηνπ αι-Σνπζί. Παξ' 
όιεο ηηο πξνζπάζεηεο πνπ ζθηαγξα-
θήζακε νη Άξαβεο καζεκαηηθνί 
ήηαλ πνιύ καθξηά από ηελ ηδέα όηη 
είλαη δπλαηή κηα άιιε γεσκεηξία. 
Απιώο πξνζπαζνύζαλ λα απνδεί-
μνπλ ην Δπθιείδεην αίηεκα από ππν-
ζέζεηο πνπ ζεσξνύζαλ πην πξνθα-
λείο. ηελ πνξεία ησλ πξνζπαζεη-
ώλ ηνπο απέδεημαλ ηελ ηζνδπλακία 
ηνπ Δπθιείδεηνπ αηηήκαηνο κε 
δηάθνξεο πξνηάζεηο πνπ κπνξνύλ 
λα ζεσξεζνύλ ηζνδύλακεο κε ην 
πέκπην αίηεκα, θαζώο θαη πνιιά 
ζεσξήκαηα πνπ ζήκεξα εκπίπηνπλ 
ζην πεδίν ηεο Τπεξβνιηθήο θαη ηεο 
Διιεηπηηθήο Γεσκεηξίαο.  

Η ζεωξία ηωλ παξαιιήιωλ ζηελ 
Δπξώπε από ηνλ 13ν ωο ην 18ν αη. 
 Ζ πξώηε γλσζηή απόπεηξα  
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απόδεημεο ηνπ Δπθιείδεηνπ αηηήκα-
ηνο ζηε κεζαησληθή Δπξώπε απα-
ληάηαη ην 13ν αη. ζην ζύγγξακκα 
ηνπ Βηηέιν (Vitelo, πεξίπνπ 1225-
1280) «Οπηηθή» ή «Πξννπηηθή» 
(1572). Βαζηθή πεγή ηνπ Βηηέιν 
είλαη ην έξγν ηνπ Ηκπλ αι-Υαηζάκ. 
Χζηόζν, ε απόδεημή ηνπ πζηεξεί σο 
πξνο ην επίπεδν απζηεξόηεηαο 
πνπ είραλ θηάζεη νη Άξαβεο 
καζεκαηηθνί. 
Γύν άιιεο απόπεηξεο απαληώληαη 
ην 14ν αη. ζηα «ρόιηα» ηνπ 
Γεξζσλίδε (Levi ben Gerson ή 
Gersonides, 1288-1344) θαη ζην 
έξγν θάπνηνπ Αιθό- λζν, ν νπνίνο 
εηθάδεηαη όηη είλαη ν Ηζπαλόο ηαηξόο 
θαη ζπγγξαθέαο πνιεκηθώλ ζξε-
ζθεπηηθώλ έξγσλ Αιθόλζν ηνπ 
Βαιιαληνιίλη (1270-1346). ηηο 

αξρέο ηνπ 16νπ αη. ε ζεσξία παξαι-
ιήισλ εμεηάδεηαη ζην «Κάηνπηξν  
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αζηξνλνκηθό πνπ πεξηθιείεη ηελ 
αλζξώπηλε ζνθία ζε θάζε επηζηή-
κε» ηνπ Φ. Μπ. Γθξηζνγθόλν (1472-
1538), πνπ εθδίδεηαη ζηε Βελεηία ην 
1507. Σν 1574 εκθαλίδεηαη κία πξσ-
ηόηππε απόδεημε ηνπ πέκπηνπ 
αηηήκαηνο από ηνλ Κιάβην (Clavius 
(Schlussel), 1537-1612) πνπ εξγαδό-
ηαλ ζηε Ρώκε θαη ζπκκεηείρε ζηελ 
επεμεξγαζία ηνπ Γξεγνξηαλνύ εκε-
ξνινγίνπ. Ζ απόδεημε ηνπ Κιάβηνπ 
ζηεξίδεηαη ζηελ πξόηαζε (Δ6). Ζ 
απόδεημή ηνπ παξνπζηάδεη νκνηόηε-
ηεο κε απηέο ηνπ Ηκπλ Κνύξξα θαη 
ηνπ Ηκπλ αι-Υαηζάκ, ηηο νπνίεο ίζσο 
γλώξηδε από δεύηεξν ρέξη. 
Σνλ 17ν αη. παξαηεξείηαη θάπνηα 
έληαζε ησλ πξνζπαζεηώλ ζηε ζεσ-
ξία ησλ παξαιιήισλ, ε νπνία όκσο 
δελ απέθεξε ηδηαίηεξα αμηόινγνπο 
θαξπνύο. Γεκνζηεύνληαη ην 1603 
ζηελ Μπνιόληα δύν ηνκίδηα 

125 / 91 



ΙΣΟΡΙΚΟ ΗΜΔΙΩΜΑ 
ηνπ Πηέηξν Α. Καηάιληη (1548-1626), 
ην 1658 ζηελ Πίδα ε επεμεξγαζκέλε 
από ηνλ Σδ.Α. Μπνξέιιη (1608-1679) 
έθδνζε ησλ «ηνηρείσλ» ηνπ 
Δπθιείδε, θαη ην 1680 αλάινγε 
έθδνζε ησλ «ηνηρείσλ» από ηνλ 
Βηηάιε Σδνξληάλν (1633-1711). Σν 
1693 δεκνζηεύεηαη ε πξαγκαηεία 
ηνπ Σδ. Οπώιιηο (J. Wal- lis, 1616-
1703) «Σν πέκπην αίηεκα θαη ν 
πέκπηνο νξηζκόο ηνπ Βηβιίνπ VI 
ηνπ Δπθιείδε», ην δεύηεξν κέξνο 
ηεο νπνίαο πεξηέρεη κεηάθξαζε 
κηαο απόδεημεο πνπ απνδίδεηαη 
ζηνλ αι-Σνπζί, θαη ζην ηξίην 
εθηίζεηαη απόδεημε ηνπ Οπώιιηο, 
πνπ βαζίδεηαη ζηελ πξόηαζε (Δ9), 
ηελ νπνία ζεσξεί θπζηθή «Κνηλή 
Έλλνηα». 
Από ηελ πξαγκαηεία ηνπ Οπώιιηο 
γλσξίζηεθε κε ηελ απνδηδόκελε  
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ζηνλ αι-Σνπζί απόδεημε ηνπ 
πέκπηνπ αηηήκαηνο ν Σδηξόιακν 
αθθέξη (G.G. Saccheri, 1667-1733). 
Ο αθθέξη μεθηλώληαο από ην 
ηζόπιεπξν ηεηξάπιεπξν κε ηηο δύν 
νξζέο ηνπ Οκάξ Υαγηάκ θαη ηνπ αι-
Σνπζί αλαιύεη ηηο ίδηεο ηξεηο 
ππνζέζεηο γηα ηηο άιιεο δύν γσλίεο. 
Απνθιείεη ηελ ππόζεζε ηεο νμείαο 
γσλίαο επεηδή ζεσξεί όηη ζηελ 
πεξίπησζε απηή, όπσο θαη ζηελ 
πεξίπησζε ηεο νξζήο γσλίαο 
ηζρύεη ην πέκπην αίηεκα, δειαδή 
επεηδή αληηθάζθεη ζηα αμηώκαηα 
ηεο ζπλήζνπο γεσκεηξίαο ηνπ Δπ-
θιείδε. ηελ πεξίπησζε ηεο 
ακβιείαο γσλίαο ν αθθέξη πξνρσ-
ξεί όζν θαλείο άιινο πξηλ από 
απηόλ ζηελ απόδεημε ζεσξεκάησλ 
ηεο ζεκεξηλήο Τπεξβνιηθήο 
Γεσκεηξίαο. Όκσο δηνιηζζαίλνληαο 
ζε ιάζνο ζπιινγηζκό θαηέιεμε ζε  
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αληίθαζε, νπόηε ζπκπέξαλε όηη ε 
πεξίπησζε ηεο νξζήο γσλίαο (δε-
ιαδή ηεο Δπθιείδεηαο γεσκεηξίαο) 
είλαη ε κόλε δπλαηή. 
Πην ζεκαληηθή είλαη ε πξνζπάζεηα 
ηνπ Γεξκαλνύ καζεκαηηθνύ 
Λάκπεξη (J.H. Lambert, 1728-1777). 
Ξεθηλώληαο από ην ίδην ηεηξάπιεπξν 
ηνπ Οκάξ Υαγηάκ θαη ηνπ αθθέξη 
απνθιείεη ρσξίο δπζθνιία ηελ 
ππόζεζε ηεο νμείαο γσλίαο, ζηε 
βάζε όηη ζηελ πεξίπησζε απηή δύν 
θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία ηέκλνληαη, 
πξάγκα πνπ, θαηά ηε γλώκε ηνπ, 
δελ αληηθάζθεη ζην πέκπην αίηεκα, 
αιιά ζηα ππόινηπα αμηώκαηα ηεο 
Γεσκεηξίαο ηνπ Δπθιείδε. Δπίζεο 
παξαηεξεί όηη ε ππόζεζε ηεο νμείαο 
γσλίαο ηζρύεη ζηελ επηθάλεηα ηεο 
ζθαίξαο αλ σο επζείεο ιεθζνύλ νη 
κέγηζηνη θύθινη ηεο ζθαίξαο. 
Δμεηάδνληαο ηελ ππόζεζε ηεο  
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ακβιείαο γσλίαο ν Λάκπεξη απν-
δεηλύεη αθόκα πεξηζζόηεξα θαη από 
ηνλ αθθέξη ζεσξήκαηα ηεο ζεκεξη-
λήο Τπεξβνιηθήο Γεσκεηξίαο. 
Πξνζπαζώληαο λα ιάβεη θάπνηα 
παξάδνμα απνηειέζκαηα παξαδέ-
ρεηαη όηη δελ είλαη εύθνιν λα απν-
θιεηζζεί ε ππόζεζε ηεο ακβιείαο 
γσλίαο. Αληίζεηα κε ηνλ αθθέξη, 
νύηε ππνπίπηεη ζε ζθάικα, νύηε 
ζπκπεξαίλεη όηη ε ππόζεζε ηεο 
ακβιείαο γσλίαο νδεγεί ζε αληίθα-
ζε. Αληίζεηα, εθθξάδνληαο θάπνηα 
έθπιεμε γηα ηηο «πεξίεξγεο» ηδηόηε-
ηεο ησλ ζρεκάησλ ζηελ πεξίπησζε 
απηή (π.ρ. όηη ράλεηαη ε έλλνηα ηεο 
νκνηόηεηαο θαη ηεο αλαινγίαο ησλ 
ζρεκάησλ, όηη ην άζξνηζκα ησλ 
γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ απμάλεη όζν 
κεηώλεηαη ε επηθάλεηα ηνπ ηξηγώλνπ, 
θ.α.) δηαηππώλεη ηελ ηδηαίηεξα βαζηά 
θαη δηνξαηηθή ζθέςε όηη «ε ηξίηε  
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ππόζεζε ηζρύεη ζε θάπνηα 
θαληαζηηθή ζθαίξα». 
Από ηηο πξνζπάζεηεο κεηά ηνλ 
Λάκπεξη, αμίδεη λα αλαθεξζεί ε 
«απόδεημε» ηνπ Λ. Μπεξηξάλ (L. 
Ber- trand, 1731-1812), καζεηή ηνπ 
Όπιεξ, ην 1778, ηνπ Α.Μ. Λεδάληξ 
(1752-1833), πνπ αθηέξσζε 
ζαξάληα ρξόληα ζηηο έξεπλεο ζηε 
ζεσξία ησλ παξαιιήισλ, ηνπ .Δ. 
Γθνύξηεθ (1764-1813), θαη ηνπ 
Φαξθάο Μπόιπαη (Farkas Bolyai, 
1775-1856), ηνπ παηέξα ηνπ Γηάλνο 
Μπόιπαη, ηνπ κεηέπεηηα 
δεκηνπξγνύ ηεο κε Δπθιείδεηαο 
Γεσκεηξίαο. 
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ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΙΩΗ 
 
♦ Γύν επζείεο ελόο επηπέδνπ 
ηαπηίδνληαη όηαλ έρνπλ 2 θνηλά 
ζεκεία. 

 •ηέκλνληαη όηαλ έρνπλ 1 θνηλό  
 ζεκείν. 

 •είλαη παξάιιειεο όηαλ δελ 
 έρνπλ θνηλό ζεκείν. 
 
♦ Από ζεκείν Α εθηόο επζείαο ε 

 •ππάξρεη επζεία ε'//ε. 

 •δερόκαζηε αμησκαηηθά όηη  

 ε ε' είλαη κνλαδηθή.  
 (Αίηεκα παξαιιειίαο) 
 
 
 
 

 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

ε' 

  

 ε 
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♦ Γπν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη 

παξάιιειεο αλ : 
 

είλαη θάζεηεο ζηελ ίδηα  
επζεία ε.  
 

είλαη παξάιιειεο  
πξνο ηξίηε επζεία ε. 
 

ηέκλνληαη από κηα  
ηξίηε επζεία θαη  
ζρεκαηίδνπλ: 

 
ηηο εληόο ελαιιάμ  

γσλίεο ηνπο ίζεο. 
 

ηηο εληόο εθηόο θαη επί  
ηα απηά κέξε γσλίεο  

ηνπο ίζεο. 
 

ηηο εληόο θαη επί ηα  
απηα κέξε γσλίεο  

παξαπιεξωκαηηθέο. 
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♦ Έζησ ε1//ε2 θαη ε κηα ηξίηε επζεία.. 

 

Αλ ε    ε1 ηόηε ε    ε2. 

 

Αλ ε ε ηέκλεη ηελ ε1  

ηόηε ζα ηέκλεη θαη ηελ  

ε2 θαη ζα ζρεκαηίδεη: 
 

ηηο εληόο ελαιιάμ  

γσλίεο ίζεο. 
 

ηηο εληόο εθηόο θαη επί  
ηα απηά κέξε γσλίεο  

ίζεο. 
 

ηηο εληόο θαη επί ηα  
απηά κέξε γσλίεο  

παξαπιεξωκαηηθέο. 
 
 
 
 
 

ε 

  

 

ε1 

  

 ε2 

  

 

┴
   
 

┴
   
 

133 / 93 



♦ Γύν γσλίεο πνπ έρνπλ 

παξάιιειεο ή θάζεηεο πιεπξέο 
είλαη: 
 
 

         ίζεο, αλ είλαη 
 
 
 

         παξαπιεξωκαηηθέο, αλ ε κία  
         είλαη νμεία θαη ε άιιε ακβιεία. 
 

♦ Αμηνζεκείσηνη θύθινη ηξηγώλνπ 
θαη θέληξα ηνπο 
 

Πεξίθεληξν (ζεκείν  
ηνκήο κεζνθαζέησλ) 
 

Έγθεληξν (ζεκείν  
ηνκήο εζσηεξηθώλ  
δηρνηόκσλ) 
 

Παξάθεληξα (ζεκεία  
ηνκήο δύν εμσηεξηθώλ  
θαη κηαο εζσηεξηθήο  
δηρνηόκνπ) 

θαη νη δύν 
νμείεο.  
 

θαη νη δύν 
ακβιείεο. 
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♦ Σν άζξνηζκα ησλ εζσηεξηθώλ 
γσληώλ 
 
        ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο, νπόηε: 
           
             Κάζε εμσηεξηθή γσλία  
             ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ  
             δύν απέλαληη εζσηεξηθώλ. 
 

             Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ 2   
             γσλίεο ίζεο, έρνπλ θαη ηηο  
             ηξίηεο γσλίεο ίζεο. 
 

             Οη νμείεο γσλίεο νξζνγώ- 
             ληνπ ηξηγώλνπ είλαη    
             ζπκπιεξσκαηηθέο. 
 

             Κάζε γσλία ηζόπιεπξνπ  

             ηξηγώλνπ είλαη 60
ν
. 

 

        θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 2λ - 4  
        νξζέο 
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Με απόθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνύ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππώλνληαη 
από ηνλ Οξγαληζκό Δθδόζεσο Γηδαθηη-
θώλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκόζηα ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ θέξνπλ 
βηβιηόζεκν πξνο απόδεημε ηεο γλεζηόηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πώιεζε θαη δε θέξεη βηβιηόζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηώθεηαη ζύκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νόκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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