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Σπίγυνα 
 
ην θεθάιαην απηό αζρνινύκαζηε 
κε ην πιένλ ζεκειηώδεο ζρήκα ηεο 
Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, πνπ είλαη 
ην ηξίγσλν. Αξρηθά δίλνπκε ηα 
θξηηήξηα ηζόηεηαο ησλ ηξηγώλσλ. 
Χο εθαξκνγή ησλ θξηηεξίσλ απηώλ 
παξνπζηάδνπκε ηδηόηεηεο ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ θύθινπ, ησλ 
ηζνζθειώλ ηξηγώλσλ, ηεο κεζν- 
θαζέηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο θαη 
ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο. Ζ κεζν- 

33  ΘΔΦΑΙΑΗΟ 
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θάζεηνο θαη ε δηρνηόκνο 
εμεηάδνληαη θαη σο βαζηθνί 
γεσκεηξηθνί ηόπνη. ηε ζπλέρεηα 
αλαθέξνπκε ζπλνπηηθά ηελ έλλνηα 
ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο θέληξν θαη 
άμνλα θαη κειεηάκε αληζνηηθέο 
ζρέζεηο ζην ηξίγσλν θαη ηηο 
εθαξκνγέο ηνπο ζηε ζύγθξηζε 
θάζεησλ θαη πιάγησλ ηκεκάησλ. 
Δπίζεο, παξνπζηάδνπκε ηηο 
ζρεηηθέο ζέζεηο επζείαο θαη θύθινπ, 
θαζώο θαη ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο δύν 
θύθισλ. Σν θεθάιαην θιείλεη κε 
θάπνηεο βαζηθέο γεσκεηξηθέο 
θαηαζθεπέο. 
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Ο Θησασρός των Αθηναίων 

στοσς Δελυούς, 508 π.Χ. 
Αναπαράσταση A. Tournaire
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3.1 ηοισεία και είδη ηπιγώνυν  
       
Έλα ηξίγσλν ΑΒΓ (ζρ.1) έρεη ηξεηο 
θνξπθέο Α, Β, Γ, ηξεηο πιεπξέο ΒΓ,  
 

ΓΑ, ΑΒ θαη ηξεηο γσλίεο Β   Γ, Α   Γ  
 

θαη Β   Α. Γηα επθνιία νη πιεπξέο 
ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ζπκβνιίδνληαη κε α, β, γ  
 

αληίζηνηρα, θαη νη γσλίεο Β   Γ, Α   Γ  
 

θαη Β   Α κε Α, Β θαη Γ. Οη πιεπξέο 
θαη νη γσλίεο ελόο ηξηγώλνπ ιέγν-

ληαη κύπια ζηοισεία ηνπ ηξηγώλνπ. 
Σν άζξνηζκα α + β + γ ησλ πιεπξώλ 
ηνπ ηξηγώλνπ, δειαδή ε πεξίκεηξόο 
ηνπ ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε 2η. 
πγθξίλνληαο ηηο πιεπξέο ελόο ηξη-
γώλνπ, κεηαμύ ηνπο, πξνθύπηνπλ 
ηξία είδε ηξηγώλσλ: ην ζθαιελό, ην 
ηζνζθειέο θαη ην ηζόπιεπξν.Έηζη, 
έλα ηξίγσλν ιέγεηαη: 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 
˄ 
Α 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 
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ρήκα 1 
 

• ζκαληνό, όηαλ έρεη όιεο ηηο 
πιεπξέο ηνπ άληζεο (ζρ.2), 

• ιζοζκελέρ, όηαλ έρεη δύν πιεπξέο 
ηνπ ίζεο (ζρ.3). ε έλα ηζνζθειέο 
ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ ε πιεπξά 

ΒΓ ιέγεηαη βάζη ηνπ θαη ην Α 

κοπςθή ηνπ, 

• ιζόπλεςπο, όηαλ έρεη όιεο ηηο 
πιεπξέο ηνπ ίζεο (ζρ.4). 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

γ 

  

 

β 

  

 
α 
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ζθαιελό 

  

 

Α 

  

 
Β 

  

 

Γ 

  

 

ρήκα 2 

  

 
Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

ηζν-
ζθειέο 

  

 

ηζν-
πιεπξν 

  

 

ρήκα 3 

  

 

ρήκα 4 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 
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Έλα ηξίγσλν, αλάινγα κε ην είδνο 
ησλ γσληώλ ηνπ, ιέγεηαη 

• οξςγώνιο, όηαλ έρεη όιεο ηηο 
γσλίεο ηνπ νμείεο (ζρ.5), 

• οπθογώνιο, όηαλ έρεη κηα γσλία 
νξζή (ζρ.6). ε έλα νξζνγώλην 
ηξίγσλν ε πιεπξά πνπ βξίζθεηαη 
απέλαληη από ηελ νξζή γσλία 

ιέγεηαη ςποηείνοςζα θαη νη άιιεο 

δύν ιέγνληαη κάθεηερ πλεςπέρ ηνπ 
ηξηγώλνπ, 

• αμβλςγώνιο, όηαλ έρεη κηα γσλία 
ακβιεία (ζρ.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

νμπγώλην 

  

 

Α 

  

 
Β 

  

 

Γ 

  

 

ρήκα 5 
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• Γεςηεπεύονηα ζηοισεία 
ηπιγώνος 
 

Γιάμεζορ ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην 
επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη κηα 
θνξπθή κε ην κέζν ηεο απέλαληη 
πιεπξάο. ην ζρ.8 ην επζύγξακκν 

ακβιπγώλην 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

ρήκα 7 

  

 

νξζνγσλην 
  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

ρήκα 6 
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ηκήκα ΑΜ είλαη ε δηάκεζνο πνπ 
αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά α ηνπ 
ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

κα. Οη δηάκεζνη πνπ αληηζηνηρνύλ 

ζηηο πιεπξέο β θαη γ ζπκβνιίδνληαη 

κε κβ θαη κγ αληίζηνηρα. 

 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 8 
 

Γισοηόμορ  κηαο γσλίαο ελόο 
ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην επζύγξακκν 
ηκήκα ηεο δηρνηόκνπ ηεο γσλίαο, 
από ηελ θνξπθή ηεο κέρξη ηελ 
απέλαληη πιεπξά. ην ζρ.9 ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΓ είλαη ε  
 

δηρνηόκνο ηεο γσλίαο    ηνπ  

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Μ 

  

 

κα 

  

 

˄ 
Α 
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ηξηγώλνπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε δα. 

 
Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ    θαη     

ηνπ ηξηγώλνπ ζπκβνιίδνληαη κε δβ 

θαη δγ αληίζηνηρα. 

 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 9 
 

Ύτορ ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην θάζεην 
επζύγξακκν ηκήκα, πνπ θέξεηαη 
από κηα θνξπθή πξνο ηελ επζεία 
ηεο απέλαληη πιεπξάο. Σα ύςε πνπ 
θέξνληαη από ηηο θνξπθέο Α, Β θαη 

Γ ζπκβνιίδνληαη αληίζηνηρα κε πα , 

πβ θαη πγ. 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

δα 

  

 

14 / 36 



ην ζρ.10 ην ΑΓ είλαη ην ύςνο από 
ηελ θνξπθή Α. Σν ζεκείν Γ ιέγεηαη 

πποβολή ηνπ Α πάλσ ζηελ επζεία 

ΒΓ ή θαη ίσνορ ηεο θαζέηνπ, πνπ 
θέξεηαη από ην Α ζηελ επζεία ΒΓ. 
Οη δηάκεζνη, νη δηρνηόκνη θαη ηα ύςε 
ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη 

δεςηεπεύονηα ζηοισεία ηνπ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 10 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ  

 

πα 

  

 

(α) 

  

 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

πα 

  

 

(β) 
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Θπιηήπια ιζόηηηαρ ηπιγώνυν 
Δίδακε όηη δύν επζύγξακκα 
ζρήκαηα, επνκέλσο θαη δύν ηξί-
γσλα, είλαη ίζα αλ κεηά από 
θαηάιιειε κεηαηόπηζε ηαπηίδνληαη. 
πλεπώο: 

• Γύο ίζα ηπίγυνα έσοςν ηιρ 
πλεςπέρ ηοςρ και ηιρ γυνίερ ηοςρ 
ίζερ μία ππορ μία. 
• ε δύο ίζα ηπίγυνα απένανηι 
από ίζερ πλεςπέρ βπίζκονηαι ίζερ 
γυνίερ και ανηίζηποθα. 
Οη ίζεο πιεπξέο πνπ βξίζθνληαη 
απέλαληη από ίζεο γσλίεο ιέγνληαη 

ανηίζηοισερ ή ομόλογερ. 
ηελ ελόηεηα απηή ζα δώζνπκε 
πξνηάζεηο, πνπ ζα καο εμαζθαιί-
δνπλ ηελ ηζόηεηα δύν ηξηγώλσλ 
από ηελ ηζόηεηα ηξηώλ κόλν 
θαηάιιεισλ ζηνηρείσλ ηνπο. 
Οη πξνηάζεηο απηέο απνηεινύλ ηα 
θξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
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3.2  1ο Θπιηήπιο ιζόηηηαρ  
        ηπίγυνυν 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Αο ππνζέζνπκε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη Α'Β'Γ' έρνπλ ΑΒ = Α'Β', ΑΓ = Α'Γ'  
 

θαη    =      (ζρ.11). Μεηαηνπίδνπκε 
ην ηξίγσλν Α'Β'Γ', ώζηε ην ζεκείν 
Α' λα ηαπηηζηεί κε ην Α θαη ε 
εκηεπζεία Α'Β' λα ηαπηηζηεί κε ηελ 

 Θεώπημα Η (1ο Θπιηήπιο - ΠΓΠ) .  
Αν δύο ηπίγυνα έσοςν δύο 
πλεςπέρ ίζερ μία ππορ μία και 
ηιρ πεπιεσόμενερ ζε αςηέρ 
γυνίερ ίζερ, ηόηε είναι ίζα. 
 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΠΓΠ ζεκαίλεη 
πιεπξά, γσλία, πιεπξά. 
 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α' 
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ΑΒ. Δπεηδή    =    θαη ε εκηεπζεία 
Α'Γ' ζα ηαπηηζζεί κε ηελ ΑΓ. Σόηε, 
αθνύ ΑΒ = Α'Β' θαη ΑΓ = Α'Γ', ην 
ζεκείν Β' ηαπηίδεηαη κε ην Β θαη ην 
Γ' κε ην Γ. Δπνκέλσο ηα δύν 
ηξίγσλα ζπκπίπηνπλ, άξα είλαη ίζα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 11 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ Η 

ε κάθε ιζοζκελέρ ηπίγυνο: 
• Οι πποζκείμενερ ζηη βάζη 
γυνίερ είναι ίζερ. 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α' 

  

 

Α 

  

 

Α 

  

 
Β 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 
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• Ζ δισοηόμορ ηηρ γυνίαρ ηηρ 
κοπςθήρ είναι διάμεζορ και ύτορ. 
 

 

Απόδειξη 
Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε 
ΑΒ = ΑΓ (ζρ.12). Φέξνπκε ηε 
δηρνηόκν ηνπ ΑΓ. Σα ηξίγσλα ΑΓΒ 
θαη ΑΓΓ έρνπλ ΑΒ = ΑΓ, ΑΓ θνηλή  
 
θαη       =      (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη 
 

ίζα, νπόηε    =     . 
Από ηελ ίδηα ηζόηεηα ηξηγώλσλ 
πξνθύπηεη όηη ΒΓ = ΓΓ, νπόηε ε ΑΓ  
 

είλαη δηάκεζνο θαη      =      . Από ηελ 
ηειεπηαία ηζόηεηα θαη επεηδή  
 

     +      = 180° πξνθύπηεη όηη  
 

     =      = 90°, νπόηε ζπκπεξαίλνπ-

κε όηη ην ΑΓ είλαη ύςνο ηνπ 
ηξηγώλνπ. 

˄ 
Α2 

  

 

˄ 
Α1 

  

 

˄ 
Β 

  

 

˄ 
Γ 

  

 
˄ 
Γ1 

  

 

˄ 
Γ2 

  

 
˄ 
Γ1 

  

 

˄ 
Γ2 

  

 

˄ 
Γ1 

  

 

˄ 
Γ2 
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ρήκα 12 
 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ ΗΗ 

Οι γυνίερ ιζόπλεςπος ηπιγώνος 
είναι ίζερ. 
 

 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ ΗΗΗ 

Θάθε ζημείο ηηρ μεζοκαθέηος 
ενόρ εςθύγπαμμος ημήμαηορ 
ιζαπέσει από ηα άκπα ηος. 
 

 

Α 

  

 1 

  

 

2 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

1 

  

 

2 
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Απόδειξη 
Έζησ ε ε κεζνθάζεηνο ελόο 
ηκήκαηνο ΑΒ (ζρ.13) θαη Μ έλα 
ζεκείν ηεο. Σα ηξίγσλα ΜΚΑ θαη 
ΜΚΒ έρνπλ ΚΑ = ΚΒ, ΜΚ θνηλή θαη 
       

     =      = 90° (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη 

ίζα, νπόηε ΜΑ = ΜΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 13 
 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ ΗV 

Αν δύο ηόξα ενόρ κύκλος είναι 
ίζα, ηόηε και οι σοπδέρ ηοςρ είναι 
ίζερ. 

˄ 
Κ1 

  

 

˄ 
Κ2 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

ε 

  

 

Μ 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

Κ 
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Απόδειξη 
 
Έζησ ΑΒ θαη ΓΓ δύν ίζα ηόμα ελόο 
θύθινπ (Ο,ξ) (ζρ.14). Σόηε είλαη  
 

Α   Β = Γ   Γ. Σα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη 
ΟΓΓ έρνπλ ΟΑ = ΟΓ(= ξ), ΟΒ =  
 

= ΟΓ(= ξ) θαη Α   Β = Γ   Γ. 
Δπνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε  
ΑΒ = ΓΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 14 
 

͡ 
 

  

 

͡ 
 

  

 

˄ 
O 

  

 

˄ 
O 

  

 ˄ 
O 

  

 

˄ 
O 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

Ο 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

Γίνεηαι εςθύγπαμμο ημήμα ΑΒ, η 
μεζοκάθεηόρ ηος ε και ζημείο Κ 
ηηρ ε (ζσ.15). ηιρ πποεκηάζειρ 
ηυν ΑΚ και ΒΚ ππορ ηο Κ 
παίπνοςμε ανηίζηοισα ηα ζημεία Γ, 
Γ, ώζηε ΚΓ = ΚΓ. Λα αποδείξεηε 
όηι: 
(i)  MAB = MBA, 
(ii) ΑΓ = ΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 15 

˄ ˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

Μ 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

ε 
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Ιύζη 
(i) Δπεηδή ην Μ είλαη ζεκείν ηεο 
κεζνθαζέηνπ ε ηνπ ΑΒ είλαη            
ΜΑ = ΜΒ, επνκέλσο ην ηξίγσλν  
ΜΑΒ είλαη ηζνζθειέο, νπόηε            
 

MAB = MBA. 
(ii) Σα ηξίγσλα ΜΑΓ θαη ΜΒΓ έρνπλ 
ΜΑ = ΜΒ, ΜΓ = ΜΓ (ππόζεζε) θαη  
 

M1 = M2 (θαηαθνξπθήλ), άξα (ΠΓΠ) 

είλαη ίζα, νπόηε ΑΓ = ΒΓ. 
 

 
 
 
 
 
 

 

ΑΘΖΔΗ ΠΑ ΙΤΖ 
Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. ην εμσηεξηθό ελόο ηξηγώλνπ 
ΑΒΓ ζεσξνύκε ηκήκαηα ΑΑ = ΑΒ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

ΥΟΙΗΟ  
H ηζόηεηα ηξηγώλσλ είλαη ε 
βαζηθή κέζνδνο γηα ηελ απόδεημε 
ηεο ηζόηεηαο ηκεκάησλ ή 
γσληώλ. 
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θαη ΑΔ = ΑΓ, ώζηε ΒΑΑ = ΓΑΑΔ. Να 
απνδείμεηε όηη ΒΔ = ΓΑ. 

2. ε ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ 
πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ, 
ΓΑ θαη ζηηο πξνεθηάζεηο ηνπο 
ζεσξνύκε ηκήκαηα ΒΚ = ΓΑ = ΑΜ. 
Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΚΑΜ 
είλαη ηζόπιεπξν. 

3. Να απνδείμεηε όηη ζηηο νκόινγεο 
πιεπξέο δύν ίζσλ ηξηγώλσλ 
αληηζηνηρνύλ ίζεο δηάκεζνη. 

4. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ε  
 

             δηρνηόκνο ηεο Α ζηελ νπνία   
             ζεσξνύκε ηκήκαηα ΑΔ = ΑΒ  
             θαη  ΑΕ = ΑΓ. Να  
                 

             απνδείμεηε όηη ΑΓΔ = ΑΕΒ. 

Αποδεικηικέρ Αζκήζειρ 
 

1. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Κ ζεκείν 
εμσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ. Αλ ζηηο 
πξνεθηάζεηο ησλ ΑΚ, ΒΚ, ΓΚ 

˄ 

˄ ˄ 
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ζεσξήζνπκε ηκήκαηα ΚΑ = ΑΚ,     
ΚΔ = ΒΚ, ΚΕ = ΓΚ, λα απνδείμεηε όηη  
 

ΔΓΕ = ΒΑΓ. 

2. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ίζσλ 
πιεπξώλ ηνπ ΒΑ, ΓΑ ζεσξνύκε ίζα 
ηκήκαηα ΑΓ, ΑΔ αληίζηνηρα. Αλ Μ 
ην κέζν ηεο βάζεο ΒΓ, λα 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΜΓΔ 
είλαη ηζνζθειέο. 

3. Γίλεηαη θύθινο θέληξνπ Ο θαη 
ρνξδή ηνπ ΑΒ. Πξνεθηείλνπκε ηελ 
ΑΒ θαη πξνο ηα δύν ηεο άθξα, θαηά 
ίζα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΒΑ αληίζηνηρα.  
 

Να απνδείμεηε όηη ΟΓΑ = ΟΑΒ. 
 

 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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3.3  2ο Θπιηήπιο ιζόηηηαρ  
        ηπίγυνυν 
 
Με ηε βνήζεηα ηνπ 1νπ θξηηεξίνπ 
απνδεηθλύνπκε ην 2ν θαη 3ν

 

θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'  
 

(ζρ.16) έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', Β = Β' θαη      
 

Γ = Γ'. 

 Θεώπημα  (2ο Θπιηήπιο - ΓΠΓ) .  
Αν δςο ηπίγυνα έσοςν μια 
πλεςπά και ηιρ πποζκείμενερ ζε 
αςηή γυνίερ ίζερ μία ππόρ μία, 
ηόηε ηα ηπίγυνα είναι ίζα. 

 
ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΓΠΓ ζεκαίλεη 
γσλία, πιεπξά, γσλία. 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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Θα απνδείμνπκε όηη έρνπλ θαη       
ΑΒ = Α'Β'. Έζησ όηη ΑΒ ≠ Α'Β', π.ρ. 
ΑΒ > Α'Β'. Σόηε ππάξρεη ζεκείν Γ 
ζηελ ΑΒ, ώζηε λα είλαη ΒΓ = Β'Α'. 
Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ    
 

ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Β'Α' θαη Β = Β', 
επνκέλσο (ΠΓΠ) είλαη ίζα, νπόηε  
 

ΒΓΓ = Γ. Αιιά Γ' = Γ, νπόηε ΒΓΓ = Γ 
πνπ είλαη άηνπν, γηαηί ην Γ είλαη  
 

εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο ΑΓΒ  
 

θαη επνκέλσο ΒΓΓ < Γ . Οδεγεζή-
θακε ζε άηνπν γηαηί ππνζέζακε όηη 
ΑΒ ≠ Α'Β', άξα ΑΒ = Α'Β'. Σα 
ηξίγσλα, ινηπόλ, ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ 
έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΑΒ = Α'Β' θαη            
 

Β = Β', άξα (ΠΓΠ) είλαη ίζα. 
* εκείσζε: Σν παξαπάλσ 
ζεώξεκα κπνξεί λα απνδεηρζεί θαη 

˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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κε ηε κέζνδν ηεο κεηαηόπηζεο, 
όπσο ην ζεώξεκα I (ζει. 19). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 16 
 

3.4   3o Θπιηήπιο ιζόηηηαρ   
         ηπιγώνυν 
 

Ζ ηζόηεηα δύν ηξηγώλσλ 
εμαζθαιίδεηαη θαη από ηελ ηζόηεηα 
ησλ ηξηώλ πιεπξώλ ηνπο, κία πξνο 
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Γ 

  

 
Β 

  

 

Γ 

  

 

Α' 

  

 

Β' 

  

 

Γ' 
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κία, όπσο καο βεβαηώλεη ην 
επόκελν ζεώξεκα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
 

Θεσξνύκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' κε ΑΒ = Α'Β', ΒΓ = Β'Γ',         
ΓΑ = Γ'Α' (ζρ.17). Αξθεί λα  
 

απνδείμνπκε όηη Α = Α'. Τπνζέηνπκε 
όηη ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα. 
Θεσξνύκε ηελ εκηεπζεία Βx, ώζηε  
 

ΓΒx = Β' (ζρ.17) θαη ζεκείν ηεο Γ,  
ώζηε ΒΓ = Α'Β'. Σα ηξίγσλα ΓΒΓ  

 Θεώπημα  (3ο Θπιηήπιο - ΠΠΠ) .  
Αν δςο ηπίγυνα έσοςν ηιρ 
πλεςπέρ ηοςρ ίζερ μία ππορ μία, 
ηόηε ηα ηπίγυνα είναι ίζα. 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΠΠΠ ζεκαίλεη 
πιεπξά, πιεπξά, πιεπξά. 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ       
 

ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Α'Β' θαη ΓΒΓ = Β'. 
Από ηελ ηζόηεηα απηή πξνθύπηεη  
 

όηη ΓΓ = Γ'Α' θαη Γ = Α'. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 17 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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Δπεηδή ΒΓ = Α'Β' θαη Α'Β' = ΑΒ, ην 
ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο, 
νπόηε 

 

Α1 = Γ1    (1). 
 

Δπίζεο, αθνύ ΓΓ = Α'Γ' θαη            
Α'Γ' = ΑΓ, πξνθύπηεη όηη 
 

Α2 = Γ2      (2). 
 

Δπεηδή ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα 
ην ηκήκα ΑΓ βξίζθεηαη ζην  
 

εζσηεξηθό ησλ γσληώλ Α θαη  Γ, 
νπόηε κε πξόζζεζε ησλ (1) θαη (2)  
 

πξνθύπηεη όηη Α = Γ. Δπεηδή Γ = Α', 
έρνπκε Α = Α', πνπ είλαη ην 
δεηνύκελν. 
 
 
 
 
 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 
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Γπαζηηπιόηηηα 
 

Δμεηάζηε ηηο άιιεο δύν  

πεξηπηώζεηο ηεο  
απόδεημεο ηνπ 3νπ  
Κξηηεξίνπ: 

i) B > 90° θαη B' > 90°. 

ii) B = 90° θαη B' = 90°. 
 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ θξηηεξίνπ ΠΠΠ 
απνδεηθλύνληαη ηα επόκελα 
πνξίζκαηα. 
 

Πόπιζμα I 

H διάμεζορ ιζοζκελούρ ηπιγώνος, 
πος ανηιζηοισεί ζηη βάζη ηος, 
είναι δισοηόμορ και ύτορ. 
 

Απόδειξη 
Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε 
ΑΒ=ΑΓ θαη ΑΓ ε δηάκεζόο ηνπ 
(ζρ.18). Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ 
έρνπλ ΑΒ=ΑΓ, ΑΓ θνηλή θαη ΒΓ=ΓΓ,  
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άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα, νπόηε Α1 = Α2,  
 

θαη Γ1 = Γ2. Από ηηο ηζόηεηεο απηέο 

πξνθύπηεη αληίζηνηρα όηη ε ΑΓ είλαη 
δηρνηόκνο θαη ύςνο. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 18 
 

Πόπιζμα II 

Θάθε ζημείο πού ιζαπέσει από ηα 
άκπα ενόρ ημήμαηορ ανήκει ζηη 
μεζοκάθεηό ηος. 
 

Απόδειξη 
Έζησ επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ 
(ζρ.19), Μ έλα ζεκείν, ώζηε          

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ΜΑ = ΜΒ θαη Κ ην κέζν ηνπ ΑΒ. 
Σόηε ην ηξίγσλν ΑΜΒ είλαη ηζνζθε-
ιέο θαη ε ΜΚ δηάκεζόο ηνπ, νπόηε 
ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν πό-
ξηζκα, ε ΜΚ ζα είλαη θαη ύςνο δεια-
δή ε ΜΚ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 19 
 

Από ην παξαπάλσ πόξηζκα θαη ην 
πόξηζκα III ηνπ ζεσξήκαηνο I (§3.2) 

πξνθύπηεη όηη η μεζοκάθεηορ ενόρ 
εςθύγπαμμος ημήμαηορ είναι ο 
γευμεηπικόρ ηόπορ ηυν ζημείυν 
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M 

  

 

ε 
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ηος επιπέδος πος ιζαπέσοςν από 
ηα άκπα ηος ημήμαηορ. 
 

Γπαζηηπιόηηηα 
 
Να βξεζεί ζεκείν πνπ  
ηζαπέρεη από ηηο  
θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ  
 
 

 

Πόπιζμα III 

Αν οι σοπδέρ δύο ηόξυν ενόρ 
κύκλος, μικπόηεπυν ηος 
ημικςκλίος, είναι ίζερ, ηόηε και ηα 
ηόξα είναι ίζα. 
 

Απόδειξη 
Έζησ δύν ηόμα ΑΒ θαη ΓΓ ελόο 
θύθινπ (Ο,ξ) κηθξόηεξα ηνπ 
εκηθπθιίνπ, κε ΑΒ = ΓΓ. Σόηε ηα 
ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ (ζρ.20) 

͡ 
  

 

͡ 
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έρνπλ: ΟΑ= ΟΓ (= ξ), ΟΒ = ΟΓ(= ξ) 
θαη ΑΒ = ΓΓ, άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα.  
 

Δπνκέλσο, Α   Β = Γ   Γ, νπόηε       
 

ΑΒ = ΓΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 20 
 

Πόπιζμα IV 

Αν οι σοπδέρ δύο ηόξυν ενόρ 
κύκλος μεγαλύηεπυν ηος 
ημικςκλίος είναι ίζερ, ηόηε και ηα 
ηόξα είναι ίζα. 
 

˄ 
Ο 

  

 

˄ 
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͡ 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 
Όιεο νη παξαπάλσ πεξηπηώζεηο 
ηζόηεηαο ηξηγώλσλ δηαηππώλνληαη 
ζπλνπηηθά σο εμήο:  

Γύο ηπίγυνα είναι ίζα όηαν έσοςν: 
•  δύο πλεςπέρ ίζερ μία ππορ μία 
και ηιρ πεπιεσόμενερ ζε αςηέρ 
γυνίερ ίζερ (ΠΓΠ), 
•  μια πλεςπά και ηιρ 
πποζκείμενερ ζε αςηή γυνίερ ίζερ 
μία ππορ μία (ΓΠΓ), 
•  και ηιρ ηπειρ πλεςπέρ ίζερ μία 
ππορ μία (ΠΠΠ). 
 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
Από ηα πνξίζκαηα III θαη IV 
πξνθύπηεη όηη γηα λα θαηαζθεπά-
ζνπκε ίζα ηόμα πάλσ ζε έλαλ 
θύθιν ή ζε ίζνπο θύθινπο αξθεί 
λα πάξνπκε, κε ην δηαβήηε, ίζεο 
ρνξδέο. 
 

38 / 41 



ΔΦΑΡΚΟΓΖ  1η 
 

Θευπούμε γυνία xOy και δύο 
κύκλοςρ (Ο,π), (0,R) με π < Θ 
(ζσ.21). Αν ο ππώηορ κύκλορ 
ηέμνει ηιρ πλεςπέρ Οσ, Oy ζηα Α, 
Β, ο δεύηεπορ ζηα Γ, Γ και Κ είναι 
ηο ζημείο ηομήρ ηυν ΑΓ, ΒΓ, να 
αποδεισθεί όηι: 
(i)  ηα ηπίγυνα ΟΑΓ και ΟΒΓ είναι 
ίζα, 
(ii) ηα ηπίγυνα ΚΑΓ και ΚΒΓ είναι 
ίζα, 
(iii) ηα ηπίγυνα ΟΑΚ και ΟΒΚ 
είναι ίζα, 
(iv) η OM είναι η δισοηόμορ ηηρ  
 

xOy. 
 
 
 
 

˄ 

˄ 
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ρήκα 21 
 

Απόδειξη  
(i) Σα ηξίγσλα ΟΑΓ θαη ΟΒΓ έρνπλ  
 

ΟΑ = ΟΒ (= ξ), ΟΓ = ΟΓ(= R) θαη O 
θνηλή (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη ίζα. 
(ii)  Από ηελ πξνεγνύκελε ηζόηεηα  
 

πξνθύπηεη όηη Α1 = Β1 ή 180° - Α2 =  
 

= 180° - B2 ή  Α2 = B2 θαη Γ1 = ΓΓ 

Δπνκέλσο, ηα ηξίγσλα ΜΑΓ θαη  
 

ΜΒΓ έρνπλ ΑΓ = ΒΓ, Α2 = B2 θαη       
 

Γ1 = Γ1 (ΓΠΓ), άξα είλαη ίζα. 
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(iii) Από ην (ii) πξνθύπηεη όηη 
ΜΑ=ΜΒ, νπόηε ηα ηξίγσλα ΟΑΜ θαη 
ΟΒΜ έρνπλ ΟΑ = ΟΒ, ΜΑ = ΜΒ θαη 
ΟΜ θνηλή (ΠΠΠ), άξα είλαη ίζα. 
(iv) Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΟΑΜ θαη  
 

ΟΒΜ είλαη ίζα, έρνπκε όηη Ο1 = Ο2 , 

δειαδή ε ΟΜ είλαη ε δηρνηόκνο ηεο  
 

xOy. 
 
 
 
 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Γύο ηπίγυνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' έσοςν  

β = β', γ = γ' και μβ = μβ' . Λα 

αποδείξεηε όηι ηα ηπίγυνα είναι 
ίζα.  
 
 

˄ ˄ 

˄ 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ εθαξκνγή 1 δίλεη έλαλ ηξόπν 
θαηαζθεπήο ηεο δηρνηόκνπ κηαο 
γσλίαο. 
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ρήκα 22 
 

Απόδειξη 
Δμεηάδνπκε πξώηα ηα ηξίγσλα ΑΒΜ 
θαη Α'Β'Μ' (ζρ.22). Απηά έρνπλ       
ΑΒ = Α'Β', ΒΜ = ΒΜ' (από ηελ 
ππόζεζε) θαη ΑΜ =Α'Μ', σο κηζά 
ησλ ίζσλ πιεπξώλ ΑΓ θαη Α'Γ'. 
Άξα, ηα ηξίγσλα ΑΒΜ θαη Α'Β'Μ  
 

είλαη ίζα (ΠΠΠ), νπόηε Α = Α'. 
Δπνκέλσο, ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
 

Α'Β'Γ' έρνπλ β = β', γ = γ' θαη  Α = Α', 
άξα (ΠΓΠ) είλαη ίζα. 

Α 

  

 

Α' 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Β' 

  

 

Γ' 

  

 

Μ' 

  

 

Μ 

  

 

γ 

  

 

β 

  

 

γ' 

  

 

β' 

  

 κβ 

  

 

κβ' 

  

 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

42 / 42 



 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 
1. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία από ηηο επόκελεο 
πξνηάζεηο: 
i)Έλα ηξίγσλν είλαη νμπγώλην όηαλ 

κία γσλία ηνπ είλαη νμεία.            Ι 
 

ii)Έλα ηξίγσλν είλαη ζθαιελό όηαλ 
δύν πιεπξέο ηνπ είλαη άληζεο.       Λ 
2. Γηαηππώζηε ηα ηξία θξηηήξηα 
ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
3. πκπιεξώζηε ηα θελά: 
i) ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν ε 
δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ηεο θνξπθήο 
είλαη  …………………………………… 
ii) ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν ε 
δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε βάζε 
ηνπ είλαη ………………………………  
iii) Έλα ζεκείν Μ βξίζθεηαη ζηε 
κεζνθάζεην ελόο ηκήκαηνο ΑΒ, 
όηαλ …………………………………… 
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iv) Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη ίζα, 
όηαλ …………………………………… 
 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. Γύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' 
έρνπλ β = β', γ = γ' θαη Α = Α'. Αλ I 
είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ 
δηρνηόκσλ ΑΓ θαη ΒΔ ηνπ ηξηγώλνπ 
ΑΒΓ θαη I' ην ζεκείν ηνκήο ησλ 
δηρνηόκσλ Α'Γ' θαη ΒΈ' ηνπ Α'Β'Γ' 
λα απνδείμεηε όηη: 
i) ΑΓ = Α'Γ' θαη ΒΔ = Β'Δ' 
ii) ΑΗ = Α'Η' θαη ΒI = Β'Η'. 
2. Γύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'  
 

έρνπλ β = β', Α = Α' θαη δα = δα,. Να 

απνδείμεηε όηη: 
 

i) Γ = Γ', 
ii) α = α' θαη γ = γ'. 
3. ε ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε 
ηε δηάκεζν ΑΜ θαηά ίζν ηκήκα ΜΓ. 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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Να απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη ΒΓΓ είλαη ίζα. 
 

Αποδεικηικέρ Αζκήζειρ 
1. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη 
ησλ γσληώλ ηεο βάζεο ηζνζθεινύο 
ηξηγώλνπ είλαη ίζεο. 
2. Αλ ΑΑ', ΒΒ' θαη ΓΓ' είλαη ηξεηο 
δηάκεηξνη θύθινπ (βι. ζρήκα), λα 
απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' είλαη ίζα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ε έλα θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ  
 

είλαη ΑΒ = ΓΓ θαη Β = Γ. Να  
 

απνδείμεηε όηη Α = Γ. 
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ύνθεηα θέμαηα 
1. Θεσξνύκε δύν ίζα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη Α'Β'Γ'. Ζ δηάκεζνο ΑΜ θαη ε 
δηρνηόκνο ΒΓ ηνπ ΑΒΓ ηέκλνληαη 
ζην Θ, ελώ ε αληίζηνηρε δηάκεζνο Α 
'Μ' θαη ε αληίζηνηρε δηρνηόκνο Β'Γ' 
ηνπ Α'Β'Γ' ηέκλνληαη ζην Θ'. Να 
απνδείμεηε όηη:  
i) ΒΓ = Β 'Γ',  
 

ii) ΒΑΜ = Β'Α'Μ',  
iii) Σα ηξίγσλα ΑΒΘ θαη Α'Β'Θ' είλαη 
ίζα,  
iv) ΑΘ = Α'Θ' θαη ΘΓ = Θ'Γ'. 
2. Γύν ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ έρνπλ 
ηελ ίδηα κεζνθάζεην ε. Αλ ε ε θαη ε 
κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ ηέκλνληαη, λα 
απνδείμεηε όηη από ην ζεκείν ηνκήο 
ηνπο δηέξρεηαη θαη ε κεζνθάζεηνο 
ηνπ ΒΓ. 
3. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ). Ζ κεζνθάζεηνο ηεο πιεπ- 

˄ ˄ 
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ξάο ΑΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΒ 
ζην Γ. Πξνεθηείλνπκε ηε ΓΑ θαηά 
ηκήκα ΑΔ = ΓΒ. Να απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΓΑΓ είλαη 
     ηζνζθειέο, 
ii) ην ηξίγσλν ΓΓΔ είλαη 
     επίζεο ηζνζθειέο. 
 

 

3.5 Ύπαπξη και μοναδικόηηηα  
        καθέηος 
 

ην 2o θεθάιαην αλαθεξζήθακε 
ζηελ θάζεηε πνπ θέξεηαη από 
ζεκείν ζε επζεία. ηελ παξνύζα 
παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηε 
κνλαδηθόηεηα θαη ηελ ύπαξμή ηεο. 
 
 
 
 
 

                                                      Θεώπημα  .  
Από ζημείο εκηόρ εςθείαρ 
διέπσεηαι μοναδική κάθεηορ 
ζηην εςθεία. 
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Απόδειξη 
Έζησ επζεία x'x, ζεκείν Α εθηόο 
απηήο θαη ζεκείν Μ ηεο x'x (ζρ.23).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 23 
 

Αλ ε ΑΜ είλαη θάζεηε ζηελ x'x, ηόηε 
ην ζεώξεκα ηζρύεη σο πξνο ηελ 
ύπαξμε ηεο θαζέηνπ. Έζησ όηη ε 
ΑΜ δελ είλαη θάζεηε ζηελ x'x. ην 
εκηεπίπεδν πνπ νξίδεη ε x'x θαη δελ 
πεξηέρεη ην Α ζεσξνύκε ηελ 
εκηεπζεία Μy ώζηε λα είλαη           
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xMy = AMx θαη πάλσ ζε απηή 
ζεκείν Β, ώζηε ΜΑ = ΜΒ. Δπεηδή ηα 
ζεκεία Α,Β είλαη εθαηέξσζελ ηεο 
x'x, ε x'x ηέκλεη ηελ ΑΒ ζε έλα 
εζσηεξηθό ζεκείν, έζησ Κ. Αθνύ  
 

ΜΑ = ΜΒ θαη M1 = M2, ε ΜΚ είλαη 

δηρνηόκνο ζην ηζνζθειέο ηξίγσλν 
ΜΑΒ, άξα είλαη θαη ύςνο θαη 
επνκέλσο ΑΒ    x'x. 
Έζησ όηη ππάξρεη θαη άιιε επζεία 
ΑΛ θάζεηε ζηελ x'x . Σόηε ηα 
ηξίγσλα ΑΜΛ θαη ΒΜΛ είλαη ίζα, 
γηαηί έρνπλ ΜΛ θνηλή, ΜΑ = ΜΒ θαη  
 

M1 = M2, νπόηε ζα είλαη θαη Λ1 = Λ2.  
 

Όκσο Λ1 = 90°, άξα θαη Λ2 = 90°,  
 

νπόηε Λ1 + Λ2 = 180° ην νπνίν ζε-

καίλεη όηη ηα ζεκεία Α,Λ,Β είλαη 
ζπλεπζεηαθά, δειαδή ε ΑΛ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

┴ 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ηαπηίδεηαη κε ηελ ΑΚ, πνπ είλαη 
άηνπν. 

 
3.6 Θπιηήπια ιζόηηηαρ   
      οπθογώνιυν ηπιγώνυν 
 

Δπεηδή δύν νξζνγώληα ηξίγσλα 
έρνπλ κηα γσλία ίζε, ηελ νξζή, από 
ην 1ν (ΠΓΠ) θαη 2ν (ΓΠΓ) θξηηήξην 
ηζόηεηαο ηπραίσλ ηξηγώλσλ 
πξνθύπηεη άκεζα όηη: 

• Γύο οπθογώνια ηπίγυνα, πος 
έσοςν ηιρ κάθεηερ πλεςπέρ ηοςρ 
ίζερ μία ππορ μία, είναι ίζα. 
(ζσ.24). 
• Γύο οπθογώνια ηπίγυνα, πος 
έσοςν μια κάθεηη πλεςπά και ηην 
πποζκείμενη ζε αςηή οξεία γυνία 
ίζερ μία ππορ μία, είναι ίζα 
(ζσ.25). 
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ρήκα 24 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 25 
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Ζ ηζόηεηα νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ 
εμαζθαιίδεηαη αθόκε θαη από ηα 
επόκελα ζεσξήκαηα. 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' 

κε Α = Α' = 90°, ΒΓ = Β'Γ' θαη Β = Β' 

(ζρ.26). Θα απνδείμνπκε όηη είλαη 
θαη ΑΒ = Α'Β'. Έζησ όηη ΑΒ ≠ Α'Β' , 
π.ρ. ΑΒ > Α'Β'. Σόηε ζηελ πιεπξά 
ΒΑ ππάξρεη ζεκείν Γ, ώζηε           
ΒΓ = Α'Β'. 
Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ     
 

ΒΓ = Β'Γ', ΓΒ = Α'Β' θαη Β = Β', 
επνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε ζα είλαη 
 

                                                      Θεώπημα  Η.  
Αν δύο οπθογώνια ηπίγυνα 
έσοςν ηην ςποηείνοςζα και μία 
οξεία γυνία ανηίζηοισα ίζερ μία 
ππορ μία, ηόηε είναι ίζα. 
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ρήκα 26 
 

Γ = Α' = 90°, δειαδή ΓΓ      ΑΒ. 

Έηζη έρνπκε ΓΑ     ΑΒ θαη ΓΓ     ΑΒ 
πνπ είλαη άηνπν (κνλαδηθόηεηα 
θαζέηνπ). Οδεγεζήθακε ζε άηνπν 
γηαηί ππνζέζακε όηη ΑΒ ≠ Α'Β'. Άξα 
ΑΒ = Α'Β', νπόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ      
ΒΓ = Β'Γ', ΒΑ = Β'Α' θαη Β = Β' 
(ΠΓΠ). 
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Απόδειξη 
Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'  
 

(ζρ.27) κε Α = Α' = 90°, ΒΓ = Β'Γ' θαη 

ΑΒ = Α'Β'. Θα απνδείμνπκε όηη θαη   
 

Β = Β'. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΒΑ θαη 
Β'Α' ζεσξνύκε αληίζηνηρα ηα ζεκεία 
Γ θαη Γ', ώζηε λα είλαη ΑΓ = ΑΒ θαη 
Α'Γ' = Α'Β'. Σόηε ε ΓΑ είλαη κεζνθά-
ζεηνο ηνπ ΓΒ θαη ε Γ'Α' κεζνθάζε-
ηνο ηνπ Γ'Β'. πκπεξαίλνπκε, 
ινηπόλ, όηη ΓΓ = ΓΒ θαη Γ'Γ' = Γ'Β'. 
Από ηηο ηειεπηαίεο ηζόηεηεο θαη ηελ 
ΒΓ = Β'Γ' πξνθύπηεη όηη ΓΓ = Γ'Γ'. 
Έηζη ηα ηξίγσλα ΓΓΒ θαη Γ'Γ'Β' 

                                                      Θεώπημα  ΗI.  
Αν δςο οπθογώνια ηπίγυνα 
έσοςν ηην ςποηείνοςζα και μία 
κάθεηη πλεςπά ανηίζηοισα ίζερ 
μία ππορ μία, ηόηε είναι ίζα. 

 

˄ ˄ 
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έρνπλ ΓΓ = Γ'Γ', ΒΓ = Β'Γ' θαη        
ΓΒ = Γ'Β' (σο δηπιάζηα ησλ ίζσλ 
ηκεκάησλ ΑΒ θαη Α'Β'), επνκέλσο  
 

είλαη ίζα, νπόηε Β = Β'. Σόηε θαη ηα 
αξρηθά ηξίγσλα είλαη ίζα (ΠΓΠ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 27 
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Πόπιζμα Η 

Σο ύτορ ιζοζκελούρ ηπιγώνος 
πος ανηιζηοισεί ζηη βάζη είναι 
διάμεζορ και δισοηόμορ ηηρ 
γυνίαρ ηηρ κοπςθήρ. 
 

Πόπιζμα II 

Ζ κάθεηορ πος θέπεηαι από ηο 
κένηπο ενόρ κύκλος ππορ μια 
σοπδή ηος δισοηομεί ηη σοπδή και 
ηο ανηίζηοισο ηόξο ηηρ. 
 

Απόδειξη 
Αο ζεσξήζνπκε έλαλ θύθιν (Ο,ξ), 
κηα ρνξδή ηνπ ΑΒ θαη ηελ θάζεηε 
ΟΚ ηεο ΑΒ, πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν 
ζην ζεκείν Μ (ζρ.28). Δπεηδή ην 
ηκήκα ΟΚ είλαη ύςνο ζην ηζνζθειέο 
ηξίγσλν ΟΑΒ (ΟΑ= ΟΒ = ξ), 
ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν 
πόξηζκα είλαη δηάκεζνο θαη 
δηρνηόκνο, δειαδή ην Κ είλαη κέζν  
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ηνπ ΑΒ θαη Ο1 = Ο2. Αθνύ Ο1 = Ο2  
 

πξνθύπηεη όηη ΑΜ = ΜΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 28 
 

ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 
Οιεο νη παξαπάλσ πεξηπηώζεηο 
ηζόηεηαο νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ 
δηαηππώλνληαη ζπλνπηηθά σο εμήο:. 

Γύο οπθογώνια ηπίγυνα είναι ίζα, 
όηαν έσοςν: 
• Γύο ομόλογερ πλεςπέρ ηοςρ 
ίζερ μία ππορ μία. 

˄ ˄ ˄ ˄ 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

K 

  

 

M 

  

 

O 

  

 

57 / 45-46 



• Κία πλεςπά και ηην 
πποζκείμενη ζε αςηή οξεία γυνία 
ανηίζηοισα ίζερ μία ππορ μία. 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Έζησ νη ίζεο ρνξδέο ΑΒ θαη ΓΓ 
ελόο θύθινπ (Ο,ξ) θαη ΟΚ, ΟΛ ηα 
απνζηήκαηά ηνπο αληίζηνηρα 
(ζρ.29). Σα ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ,  
 

έρνπλ Κ = Λ = 90°, ΟΑ = ΟΓ (= ξ) θαη 

ΑΚ = ΓΛ (αθνύ ΑΒ = ΓΓ). Δπνκέλσο 
είλαη ίζα, νπόηε ΟΚ = ΟΛ.  

Ανηίζηποθα. Έζησ όηη ηα 
απνζηήκαηα ΟΚ θαη ΟΛ είλαη ίζα. 
Σόηε ηα ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ 

                                                      Θεώπημα  ΗΗΗ.  
Γύο σοπδέρ ενόρ κύκλος είναι 
ίζερ αν και μόνο αν ηα 
αποζηήμαηά ηοςρ είναι ίζα. 

 

˄ ˄ 
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έρνπλ Κ = Λ = 90°, ΟΑ = ΟΓ θαη     

ΟΚ = ΟΛ, επνκέλσο είλαη ίζα, 
νπόηε 
 

ΑΚ = ΓΛ   ή  ΑΒ    ΓΓ  ή  ΑΒ = ΓΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 29 
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                                                      Θεώπημα  ΗV.  
Θάθε ζημείο ηηρ δισοηόμος μιαρ 
γυνίαρ ιζαπέσει από ηιρ πλεςπέρ 
ηηρ και ανηίζηποθα κάθε  
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Απόδειξη 
 

Έζησ κηα γσλία xOy θαη Μ έλα 
ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ ηεο Οδ 
(ζρ.30). Φέξνπκε MA     Ox θαη        
MB      Oy. Σόηε ηα νξζνγώληα 
ηξίγσλα ΑΟΜ θαη ΒΟΜ είλαη ίζα  
 

γηαηί έρνπλ Α = Β = 90°, ΟΜ θνηλή  
 

θαη ΜΟΑ = ΜΟΒ, επνκέλσο           
ΜΑ = ΜΒ .  

Ανηίζηποθα. Έζησ Μ έλα 
εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο. 
Φέξνπκε MA    Ox θαη MB    Oy θαη 
ππνζέηνπκε όηη ΜΑ = ΜΒ. Σόηε ηα 
ηξίγσλα ΑΟΜ θαη ΒΟΜ είλαη πάιη  
 

ίζα, αθνύ Α = Β = 90°, ΟΜ θνηλή θαη  

εζυηεπικό ζημείο ηηρ γυνίαρ 
πος ιζαπέσει από ηιρ πλεςπέρ 
είναι ζημείο ηηρ δισοηόμος. 
 

˄ 

┴ 
┴ 

˄ ˄ 
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ΜΑ = ΜΒ θαη επνκέλσο ΜΟΑ = ΜΟΒ, 
νπόηε ην Μ είλαη ζεκείν ηεο 
δηρνηόκνπ Οδ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 30 
 

Από ην παξαπάλσ ζεώξεκα 
ζπκπεξαίλνπκε όηη:  

Ζ δισοηόμορ μιαρ γυνίαρ είναι ο 
γευμεηπικόρ ηόπορ ηυν ζημείυν 
πος ιζαπέσοςν από ηιρ πλεςπέρ 
ηηρ. 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζπκπεξάζκαηνο 
απηνύ αληηκεησπίδεηαη ε επόκελε 
δξαζηεξηόηεηα. 
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Γπαζηηπιόηηηα 
 
Να βξεζεί ζεκείν πνπ  
ηζαπέρεη από ηηο  
πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ  
 
 

 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε 
 

Έζηυ ηπίγυνο ΑΒΓ. ηην 
πποέκηαζη ηηρ πλεςπάρ ΑΒ 
(ζσ.31) παίπνοςμε ζημείο Δ, ώζηε 
ΒΔ=ΑΒ και ζηην πποέκηαζη ηηρ 
ΑΓ παίπνοςμε ζημείο Ε, ώζηε 
ΓΕ=ΑΓ. Αν ΑΓ ηο ύτορ ηος 
ηπιγώνος και ΔΖ, ΕΘ ηα κάθεηα 
ημήμαηα ππορ ηην εςθεία ΒΓ, ηόηε: 
(i) να ζςγκπιθούν ηα ηπίγυνα ΑΒΓ 
και ΔΒΖ, καθώρ και ηα ΑΓΓ και 
ΕΓΘ, 
(ii) να αποδεισθεί όηι ΔΖ = ΕΘ. 
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ρήκα 31 
 

Ιύζη 
(i) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΒΖ είλαη  
 

νξζνγώληα (Γ = Ζ = 90°) θαη έρνπλ  
 

ΑΒ = ΒΔ (από ππόζεζε) θαη Β1 = Β2 

(θαηαθνξπθήλ). Άξα, είλαη ίζα. 
Όκνηα θαη ηα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΕΓΘ  
 

είλαη ίζα γηαηί έρνπλ Γ = Θ = 90°,    
 

ΑΓ = ΓΕ θαη Γ1 = Γ2. 
(ii) Από ηελ ηζόηεηα ησλ ηξηγώλσλ  
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ΑΒΓ θαη ΔΒΖ πξνθύπηεη όηη  
ΔΖ = ΑΓ. Όκνηα από ηελ άιιε 
ηζόηεηα ησλ ηξηγώλσλ πξνθύπηεη 
ΕΘ = ΑΓ. Δπνκέλσο ΔΖ = ΕΘ. 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Θευπούμε δύο ίζοςρ κύκλοςρ με 
κένηπα Θ, Ι και από ηο μέζο Κ ηος 
ΘΙ εςθεία ε πος ηέμνει ηοςρ 
κύκλοςρ (ζσ.32) ζηα ζημεία Α, Β 
και Γ, Γ ανηίζηοισα. Λα αποδεισθεί 
όηι ΑΒ = ΓΓ.  
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 32 
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Απόδειξη 
 

Δπεηδή ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ είλαη 
ρνξδέο ίζσλ θύθισλ, γηα λα είλαη 
ΑΒ = ΓΓ αξθεί ηα απνζηήκαηά ηνπο 
ΚΔ θαη ΛΕ, αληίζηνηρα, λα είλαη ίζα. 
Σα ηξίγσλα ΔΜΚ θαη ΕΜΛ είλαη  
 

νξζνγώληα (Δ = Ε= 90°) θαη έρνπλ 

ΚΜ = ΜΛ, γηαηί ην Μ είλαη κέζν ηνπ  
 

ΚΛ θαη M1 = M2 σο θαηαθνξπθήλ. 

Άξα είλαη ίζα, νπόηε ΚΔ = ΛΕ. 
 
 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 
1. Έζησ επζεία ε θαη ζεκείν Α εθηόο 
απηήο. Αλ ΑΒ     ε θαη ΑΓ     ε (Β, Γ 
ζεκεία ηεο ε) ηόηε: 
i) Β = Γ          Α 
ii) Β ≠ Γ          Α 
iii) ΑΒ = ΑΓ        Α  
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 

˄ ˄ 
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2. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ), Γ ζεκείν ηεο βάζεο θαη 
νη πξνηάζεηο: 

π1: Σν ΑΓ είλαη ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ.  

π2: Σν ΑΓ είλαη δηάκεζνο ηνπ 

ηξηγώλνπ.  

π3: Σν ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηνπ 

ηξηγώλνπ.  

Αλ γηα ην ΑΓ ηζρύεη κία από ηηο π1, 

π2, π3, ηόηε ηζρύνπλ νη άιιεο δύν 

πξνηάζεηο; 
 

3. Γηαηππώζηε ηηο δύν 
αλαθεθαιαησηηθέο πεξηπηώζεηο 
ηζόηεηαο νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ. 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε 
ζρεδηάζεη νθηώ νξζνγώληα 
ηξίγσλα. Καζέλα από απηά είλαη ίζν 
κε έλα από ηα ππόινηπα. Να βξείηε 
ηα δεύγε ησλ ίζσλ ηξηγώλσλ θαη λα 
αλαθέξεηε ην ιόγν γηα ηνλ νπνίν 
είλαη ίζα. 
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5. πκπιεξώζηε ηα θελά ζηελ 
επόκελε πξόηαζε: 
Ο θνξέαο ηνπ απνζηήκαηνο κηαο 
ρνξδήο είλαη κεζνθάζεηνο ηεο 
…………………… θαη δηρνηνκεί  
………………   ……………………… 
 

6. Αλ ΑΒ, ΓΓ είλαη ρνξδέο ελόο 
θύθινπ (Κ) θαη ΚΔ, ΚΕ είλαη 
αληίζηνηρα ηα απνζηήκαηά ηνπο 
ηόηε: 
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ν
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α. ΑΒ = ΓΓ        ΚΔ =      ΚΕ,  
 

β. ΑΒ = ΓΓ    ΚΔ > ΚΕ,  
γ. ΑΒ = ΓΓ    ΚΔ = ΚΕ, 
 

δ. ΑΒ = ΓΓ          ΚΔ =       ΚΕ, 
 

ε. ΑΒ = ΓΓ   ΚΔ < ΚΕ. 
 

Κπθιώζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο 
απάληεζεο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 
 

7. Πνηα είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή 
ηδηόηεηα ησλ ζεκείσλ ηεο 
δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο; 
 

8. Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα πνπ 
έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο είλαη 
πάληνηε ίζα; Να δηθαηνινγήζεηε 
ηελ απάληεζή ζαο. 
 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. Να απνδείμεηε όηη ηα ύςε 
ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ πνπ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

3
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αληηζηνηρνύλ ζηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ 
είλαη ίζα. 
 

2. Να απνδείμεηε όηη ηα κέζα ησλ 
ίζσλ πιεπξώλ ηζνζθεινύο 
ηξηγώλνπ ηζαπέρνπλ: 
i) από ηε βάζε, 
ii) από ηηο ίζεο πιεπξέο. 
 

3. Να απνδείμεηε όηη ηα άθξα ελόο 
ηκήκαηνο ηζαπέρνπλ από θάζε 
επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην κέζν 
ηνπ. 
 

4. Αλ δύν ηξίγσλα είλαη ίζα, λα 
απνδείμεηε όηη θαη ηα ύςε ηνπο πνπ 
αληηζηνηρνύλ ζηηο ίζεο πιεπξέο 
είλαη ίζα. 
 

Αποδεικηικέρ Αζκήζειρ 
 

1. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) θαη Μ ην κέζν ηεο βάζεο 
ηνπ ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη: 
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i) ην Μ ηζαπέρεη από ηηο ίζεο 
πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ, 
ii) ε ΑΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 
πνπ ζρεκαηίδνπλ νη απνζηάζεηο 
ηνπ Μ από ηηο ίζεο πιεπξέο κεηαμύ 
ηνπο. 
 

2. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α' Β' Γ' είλαη α = α', 

πα = πα' θαη κα = κα', ηόηε ηα ηξίγσλα 

είλαη ίζα. 
 

3. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν 
νμπγώληα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' 

είλαη α = α', πβ=πβ' θαη πγ =πγ', ηόηε 

ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 
 

4. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν      
 

ΑΒΓ (Α = 1L) θαη ε δηρνηόκνο ηνπ  
 

ΒΓ. Από ην Γ θέξνπκε ΓΔ     ΒΓ, 
πνπ ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Ε. Να 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΒΓΕ είλαη 
ηζνζθειέο. 

˄ 

┴ 
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5. Γίλεηαη θύθινο (Ο, R), νη ίζεο 
ρνξδέο ηνπ ΑΒ, ΓΓ θαη ηα 
απνζηήκαηά ηνπο ΟΚ θαη ΟΑ 
αληίζηνηρα. Αλ νη πξνεθηάζεηο ησλ 
ΒΑ θαη ΓΓ ηέκλνληαη ζην Μ, λα 
απνδείμεηε όηη: 
i) ηα ηξίγσλα ΜΟΚ θαη ΜΟΛ είλαη 
ίζα, 
ii) ΜΑ = ΜΓ θαη ΜΒ = ΜΓ. 
 

ύνθεηα Θέμαηα 
1. Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ. Ζ 
δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α ηέκλεη ηε 
κεζνθάζεην ηεο ΒΓ ζην ζεκείν Γ. 
Έζησ Δ θαη Ε νη πξνβνιέο ηνπ Γ 
ζηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 
i) Να ζπγθξίλεηε ηα ηξίγσλα ΓΒΔ 
θαη ΓΓΕ. 
ii) Να ιύζεηε ην ίδην πξόβιεκα 
ζεσξώληαο ηελ εμσηεξηθή δηρνηόκν  
 

ηεο Α, ε νπνία ηέκλεη ηε 
κεζνθάζεην ηεο ΒΓ ζην ζεκείν Γ', 

˄ 
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κε πξνβνιέο ηα ζεκεία Δ', Ε' ζηηο 
πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 
iii) Να απνδείμεηε όηη ΔΔ' = ΑΓ θαη 
ΕΕ' = ΑΒ. 
 

2. Αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα ΑΒΓ, 
Α' Β' Γ' έρνπλ κία θάζεηε πιεπξά 
ίζε θαη ε πεξίκεηξνο ηνπ ελόο είλαη 
ίζε κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ άιινπ, 
ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 
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Βαζικοί γευμεηπικοί ηόποι 
 

  3.7 Θύκλορ - Κεζοκάθειορ  
          - Γισοηόμορ 
 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, γεσκεηξη-
θόο ηόπνο ιέγεηαη ην ζύλνιν όισλ 
ησλ ζεκείσλ, πνπ έρνπλ κηα (θνηλή) 
ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα. 
Δπνκέλσο: 
  ν θύθινο (ζρ.33) είλαη έλαο 
γεσκεηξηθόο ηόπνο, αθνύ όια ηα 
ζεκεία ηνπ θαη κόλνλ απηά έρνπλ 
ηελ ηδηόηεηα λα απέρνπλ κηα 
νξηζκέλε απόζηαζε από έλα 
ζηαζεξό ζεκείν. 
  ε κεζνθάζεηνο ελόο ηκήκαηνο 
(ζρ.34) είλαη επίζεο έλαο γεσ-
κεηξηθόο ηόπνο, αθνύ όια ηα 
ζεκεία ηεο θαη κόλνλ απηά έρνπλ 
ηελ ηδηόηεηα λα ηζαπέρνπλ από ηα 
άθξα ηνπ ηκήκαηνο. 
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  ε δηρνηόκνο κηαο γσλίαο (ζρ.35) 
είλαη έλαο άιινο γεσκεηξηθόο 
ηόπνο, αθνύ όια ηα ζεκεία ηεο θαη 
κόλνλ απηά (από ηα ζεκεία ηεο 
γσλίαο) ηζαπέρνπλ από ηηο πιεπξέο 
ηεο γσλίαο. 
 
 
 
 
 
 
 

 

ρήκα 33 
 
 
 
 
 
 

 
ρήκα 34 

O 

  

 

M 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Μ 

  

 

ε 
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ρήκα 35 
 
Ζ αληηκεηώπηζε ελόο πξνβιήκαηνο 
γεσκεηξηθνύ ηόπνπ απαηηεί κηα 
ηδηαίηεξε δηαδηθαζία ε νπνία 
παξνπζηάδεηαη ζην επόκελν 
παξάδεηγκα. 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΚΑ 

Λα βπεθεί ο γευμεηπικόρ ηόπορ 
ηυν κένηπυν ηυν κύκλυν, πος 
διέπσονηαι από δύο ζηαθεπά 
ζημεία Α και Β. 
 

Β 

  

 

Α 

  

 

Μ 

  

 
Ο 

  

 

z 

  

 

y 
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Ιύζη 
 

Έζησ Μ έλα ζεκείν ηνπ δεηνύκελνπ 
γεσκεηξηθνύ ηόπνπ, δειαδή ην 
θέληξν ελόο θύθινπ πνπ δηέξρεηαη 
από ηα Α,Β (ζρ.36). Σόηε ΜΑ = ΜΒ, 
σο αθηίλεο ηνπ ίδηνπ θύθινπ θαη 
επνκέλσο ην Μ αλήθεη ζηε 
κεζνθάζεην ε ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 36 

ε 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 Ν 

  

 

Μ 
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Ανηίζηποθα. Έζησ Ν έλα ζεκείν 
ηεο κεζνθαζέηνπ ε ηνπ ΑΒ. Σόηε ζα 
είλαη ΝΑ=ΝΒ, νπόηε ν θύθινο 
(Ν,ΝΑ) δηέξρεηαη θαη από ην Β. 
Δπνκέλσο θάζε ζεκείν ηεο ε είλαη 
θέληξν θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από 
ηα Α,Β. 
Άξα ν δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο 
ηόπνο είλαη ε κεζνθάζεηνο ε ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΥΟΙΗΟ  
Από ην πξνεγνύκελν 
παξάδεηγκα γίλεηαη θαλεξό όηη ε 
ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο 
γεσκεηξηθνύ ηόπνπ αθνινπζεί ηα 
εμήο ζηάδηα: 
Θεσξνύκε έλα ηπραίν ζεκείν Μ 
ηνπ δεηνύκελνπ γεσκεηξηθνύ 
ηόπνπ θαη κε βάζε ηε ραξαθηε-
ξηζηηθή ηδηόηεηα πνπ έρεη, 

πξνζδηνξίδνπκε ηε γξακκή Γ 
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 
 

πκπιεξώζηε ηα θελά ζηηο 
επόκελεο πξνηάζεηο. 
i) Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ 
θνξπθώλ ησλ ηζνζθειώλ 
ηξηγώλσλ κε γλσζηή βάζε είλαη 
…………………………………  

πάλσ ζηελ νπνία βξίζθεηαη. 
ηε ζπλέρεηα θαηαζθεπάδνπκε κε 
ηνλ θαλόλα θαη ην δηαβήηε ηε 
γξακκή απηή θαη εμεηάδνπκε αλ 
ην ηπραίν ζεκείν Ν ηεο γξακκήο 
απηήο ηθαλνπνηεί ηε 
ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ 
δεηνύκελνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ. 
Αλ απηό ζπκβαίλεη, ηόηε ε 
γξακκή Γ είλαη ν δεηνύκελνο 
γεσκεηξηθόο ηόπνο. 
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ii) Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ 
ζεκείσλ πνπ ηζαπέρνπλ δύν 
ηεκλόκελεο επζείεο είλαη ………… 
………………………………………… 
 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 
ησλ θνξπθώλ Α ησλ ηξηγώλσλ 
ΑΒΓ, πνπ έρνπλ ζηαζεξή ηελ 
πιεπξά ΒΓ = α θαη ηε δηάκεζν AM 
κε γλσζηό κήθνο. 
2. Γίλεηαη θύθινο (O,R). Αλ Ν 
ηπραίν ζεκείν ηνπ θύθινπ θαη Μ 
ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΟΝ, 
ώζηε ΟΝ = ΝΜ, λα βξεζεί ν 
γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ Μ,          
όηαλ ην Ν δηαγξάθεη                      
ηνλ θύθιν. 
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ςμμεηπικά ζσήμαηα 
 

 3.8  Θενηπική ζςμμεηπία 
 
ηελ §2.10 είδακε πόηε δύν ζεκεία 
Α, Α' ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο 
θέληξν έλα ζεκείν Ο (ζρ.37). 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 37 
 
Γεληθόηεξα δύν ζρήκαηα , ' 
ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο έλα 
ζεκείν Ο (ζρ.38), αλ θαη κόλν αλ 
θάζε ζεκείν ηνπ ' είλαη ζπκκεηξηθό 
ελόο ζεκείνπ ηνπ  σο πξνο ην Ο 
θαη αληίζηξνθα. Σν ζεκείν Ο 

ιέγεηαη κένηπο ζςμμεηπίαρ ηνπ 

Α 

  

 

O 

  

 

Α' 
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ζρήκαηνο, πνπ απνηειείηαη από ηα 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο ζρήκαηα 
 θαη '. Γειαδή έλα ζεκείν Ο 
ιέγεηαη θέληξν ζπκκεηξίαο ελόο 
ζρήκαηνο, όηαλ γηα θάζε ζεκείν Α 
ηνπ ζρήκαηνο ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α', 
σο πξνο ην Ο, είλαη επίζεο ζεκείν 
ηνπ ζρήκαηνο. Έλα ζρήκα κε 
θέληξν ζπκκεηξίαο ιέκε όηη 

παξνπζηάδεη κενηπική ζςμμεηπία. 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 38 
 
Αλ ζηξέςνπκε έλα ζρήκα , κε 
θέληξν ζπκκεηξίαο ην Ο (ζρ.39), 

θαηά 180
ν
 γύξσ από ην Ο, ζα 
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180
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πάξνπκε έλα ζρήκα πνπ ζα 
ζπκπίπηεη κε ην αξρηθό. 
 
 
 
 
 

ρήκα 39 
 
 
Από ηα γλσζηά καο, κέρξη ηώξα 
ζρήκαηα: 
 Σν επζύγξακκν ηκήκα έρεη 
θέληξν ζπκκεηξίαο ην κέζν ηνπ 
(ζρ.40α). 
 Ζ επζεία έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο 
νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο (ζρ.40β). 
 Ο θύθινο έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο 
ην θέληξν ηνπ (ζρ.40γ). 
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ρήκα 40 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 

Σο ζςμμεηπικό εςθύγπαμμος 
ημήμαηορ υρ ππορ ζημείο πος δεν 
ανήκει ζηο θοπέα ηος, είναι 
ημήμα ίζο με αςηό.  
 

Απόδειξη 
 

Έζησ έλα ηκήκα ΑΒ (ζρ.41), ζεκείν 
Ο πνπ δελ αλήθεη ζηελ επζεία ΑΒ 
θαη Α', Β' ηα ζπκκεηξηθά ησλ Α,Β σο 
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πξνο ην Ο αληίζηνηρα. Δπεηδή      
ΟΑ' = ΟΑ, OB' = OB θαη Α'ΟΒ' = ΑΟΒ,  
 

ηα ηξίγσλα ΑΟΒ θαη Α'ΟΒ' είλαη ίζα, 
νπόηε Α'Β' = ΑΒ. Αξθεί λα απνδεί-
μνπκε όηη ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη Α'Β' 
είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο. 
Έζησ ζεκείν Μ ηνπ ΑΒ θαη Μ' ε 
ηνκή ηεο ΜΟ κε ην Α'Β'. Από ηελ 
πξνεγνύκελε ηζόηεηα ηξηγώλσλ  
 

έρνπκε όηη Α = Α', νπόηε ηα ηξίγσλα 
ΑΟΜ θαη Α'ΟΜ' είλαη ίζα γηαηί έρνπλ  
 

ΟΑ' = ΟΑ, Α = Α' θαη Ο1 = Ο2. 

Δπνκέλσο ΟΜ' = ΟΜ, πνπ ζεκαίλεη 
όηη ην Μ' είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Μ. 
Όκνηα ην ζπκκεηξηθό θάζε ζεκείνπ 
Μ' ηνπ Α'Β' είλαη ζεκείν ηνπ ΑΒ. 
Άξα ηα ΑΒ, Α'Β' είλαη ζπκκεηξηθά 
σο πξνο ην Ο. 
 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 
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ρήκα 41 
 

 
 

 3.9 Αξονική ζςμμεηπία 
 
ηελ §2.14 είδακε πόηε δύν ζεκεία 
Α, Α' ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο πξνο 
(άμνλα) ηελ επζεία ε (ζρ.42). 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 42 
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ρήκα 43 
 
Γεληθόηεξα δύν ζρήκαηα , ' 
(ζρ.43) ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο 
πξνο ηελ επζεία ε, αλ θαη κόλνλ αλ 
θάζε ζεκείν ηνπ ' είλαη ζπκκεηξηθό 
ελόο ζεκείνπ ηνπ  σο πξνο ηελ ε 
θαη αληίζηξνθα. Ζ επζεία ε ιέγεηαη 

άξοναρ ζςμμεηπίαρ ηνπ ζρήκαηνο 
πνπ απνηειείηαη από ηα ζρήκαηα  
θαη '. Γειαδή κηα επζεία ε ιέγεηαη 
άμνλαο ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο, 
όηαλ γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ 
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ζρήκαηνο ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α', σο 
πξνο ηελ ε, είλαη επίζεο ζεκείν ηνπ 
ζρήκαηνο. Έλα ζρήκα κε άμνλα 
ζπκκεηξίαο ιέκε όηη παξνπζηάδεη 

αξονική ζςμμεηπία. Αλ έλα ζρήκα 
έρεη σο άμνλα ζπκκεηξίαο κηα 
επζεία ε, ηόηε ε ε ρσξίδεη ην ζρήκα 
(ζρ.44) ζε δύν κέξε κε ηέηνην 
ηξόπν, ώζηε, αλ δηπιώζνπκε ην 
θύιιν ζρεδίαζεο θαηά κήθνο ηεο ε, 
ηα κέξε απηά ζα ηαπηηζηνύλ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 44 

ε 
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Από ηα γλσζηά καο ζρήκαηα 
 Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ έρεη 
άμνλεο ζπκκεηξίαο ηε κεζνθάζεηό 
ηνπ κ θαη ηνλ θνξέα ηνπ ε (ζρ.45α). 
 
 
 
 
 
 

 
ρήκα 45α 

 

 Ζ επζεία x'x έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο 
θάζε επζεία ε    x'x θαη ηελ ίδηα ηε 
x'x (ζρ.45β). 
 
 
 
 

 
ρήκα 45β 

┴ 

Α 

  

 

Β 

  

 

κ 

  

 

(α) 

  

 

(β)  

 

ε 

  

 
x 

  

 

x' 
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 Ο θύθινο έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο 
ην θνξέα δ θάζε δηακέηξνπ ηνπ ΑΒ 
(ζρ.45γ). 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 45γ 
 
 
 
 

 Σν ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ=ΑΓ) έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ην 
θνξέα κ ηνπ ύςνπο ΑΓ (ζρ.45δ). 
 Σν ηζόπιεπξν ηξίγσλν έρεη άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνπο θνξείο ησλ ηξηώλ 
πςώλ ηνπ (ζρ.45ε). 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Ο 

  

 

δ 

  

 

(γ) 
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ρήκα 45δ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 45ε 
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(ε) 

90 / 52 



 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 

Έζηυ μια εςθεία ε και ένα ημήμα 
ΑΒ ηος οποίος ηο ένα άκπο Α είναι 
ζημείο ηηρ ε. Λα αποδεισθεί όηι ηο 
ζςμμεηπικό ηος ΑΒ υρ ππορ ηην ε 
είναι ηο ημήμα ΑΒ' ίζο με ηο ΑΒ, 
όπος Β' ηο ζςμμεηπικό ηος Β υρ 
ππορ ηην ε. 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 46 
 

Απόδειξη 
 

Σν ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ ε 
είλαη ην ίδην ην Α, αθνύ ην Α είλαη 
ζεκείν ηεο ε. Δπεηδή ε ε είλαη 
κεζνθάζεηνο ηνπ ΒΒ', είλαη             

Α 

  

 

Β 

  

 
1 

  

 

2 

  

 

Κ 

  

 

Γ 

  

 

ε 

  

 Μ' 

  

 

Β' 

  

 

Μ 
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ΑΒ' = ΑΒ. ην ηζνζθειέο ηξίγσλν 
ΑΒΒ' ε ΑΓ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο, 
άξα είλαη θαη δηρνηόκνο, δειαδή    
 

Α1 = Α2 'Δζησ ζεκείν Μ ηνπ ΑΒ. 

Φέξνπκε ΜΚ      ε ε νπνία όηαλ 
πξνεθηαζεί ηέκλεη ην ΑΒ' ζην Μ'. 
ην ηξίγσλν ΑΜΜ' ε ΑΚ είλαη ύςνο  
 

θαη δηρνηόκνο (αθνύ Α1 = Α2), άξα 

είλαη θαη δηάκεζνο, δειαδή            
ΚΜ' = ΚΜ, νπόηε ην Μ' είλαη 
ζπκκεηξηθό ηνπ Μ. Όκνηα 
απνδεηθλύεηαη όηη ην ζπκκεηξηθό 
θάζε ζεκείνπ ηνπ ΑΒ' είλαη ζεκείν 
ηνπ ΑΒ. Άξα ηα ΑΒ, ΑΒ' είλαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ ε. 
 

 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. Να ζρεδηάζεηε ηνπο άμνλεο 
ζπκκεηξίαο ησλ γξακκάησλ: Α, Β, 
Γ, Ζ, Θ, Σ, Υ, Φ. 

˄ ˄ 

┴ 

˄ ˄ 
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2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν 
Ο. Αλ Α', Β', Γ' είλαη ηα ζπκκεηξηθά 
ησλ Α, Β, Γ σο πξνο ην θέληξν Ο 
αληίζηνηρα, λα απνδεηρζεί όηη ηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' είλαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο θαη ίζα. 
 

3. Αλ x'Α'y' είλαη ε ζπκκεηξηθή ηεο  
 

γσλίαο xΑy, σο πξνο θέληξν 
ζπκκεηξίαο έλα ζεκείν Ο, εμσηεξηθό  
 

ηεο xΑy, ηόηε λα απνδεηρζεί Οηη  
 

x'Α'x' = xΑy. 
 

4. Να απνδείμεηε όηη ην ζπκκεηξηθό 
ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ σο πξνο ηελ 
επζεία ΒΓ είλαη ηξίγσλν ίζν κε ην 
ΑΒΓ. 
5. Να απνδείμεηε όηη ε δηρνηόκνο 
κηαο γσλίαο είλαη άμνλαο 
ζπκκεηξίαο ηεο. 
6. Έζησ ε, ε' δύν θάζεηνη πνπ 
ηέκλνληαη ζην Ο θαη έλα ηπραίν 

˄ ˄ 

˄ 

˄ 

˄ ˄ 
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ζεκείν Μ. Αλ Μ' είλαη ην ζπκκεηξηθό 
ηνπ Μ σο πξνο ε θαη Μ" ην 
ζπκκεηξηθό ηνπ Μ' σο πξνο ε', ηόηε 
λα απνδείμεηε όηη: 
i) ΟΜ = ΟΜ", 
ii) ηα ζεκεία Μ, Ο, Μ" είλαη 
ζπλεπζεηαθά. 
 
 
 

Ανιζοηικέρ ζσέζειρ 
 

ηελ ελόηεηα απηή απνδεηθλύνπκε 
ηελ αληζνηηθή ζρέζε πνπ ηζρύεη 
κεηαμύ κηαο εμσηεξηθήο γσλίαο ελόο 
ηξηγώλνπ θαη ησλ απέλαληη γσληώλ 
ηνπ θαη ηελ αληζνηηθή ζρέζε 
πιεπξώλ θαη γσληώλ ελόο 
ηξηγώλνπ. Δπίζεο, παξνπζηάδνπκε 
ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα. 
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3.10 σέζη εξυηεπικήρ και     
         απένανηι γυνίαρ 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε ηε 
δηάκεζν ΒΓ (ζρ.47) θαη ζηελ πξν-
έθηαζή ηεο, πξνο ην Γ, ζεσξνύκε 
ζεκείν Δ, ώζηε ΓΔ = ΒΓ. Δπεηδή ην 
Δ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο  
 

γσλίαο ΓΑx έρνπκε ΓΑΔ < ΓΑx = Αεμ. 

Όκσο ηα ηξίγσλα ΒΓΓ θαη ΔΓΑ 
είλαη ίζα γηαηί έρνπλ: ΒΓ = ΓΔ,  
 

ΑΓ = ΓΓ θαη Γ1 = Γ2 , νπόηε      

                                                      Θεώπημα .  
Θάθε εξυηεπική γυνία ενόρ 
ηπιγώνος είναι μεγαλύηεπη από 
καθεμία από ηιρ απένανηι γυνίερ 
ηος ηπιγώνος. 

 

˄ ˄ ˄ 
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Γ = ΓΑΔ. Από ηελ ηειεπηαία ηζόηεηα  
 

θαη ηελ ΓΑΔ < Αεμ πξνθύπηεη όηη       
 

Αεμ > Γ. Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη θαη  
 

Αεμ > Β. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 47 
 

Πνξίζκαηα 

(i)  Θάθε ηπίγυνο έσει ηο πολύ μια 
γυνία οπθή ή αμβλεία. 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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(ii) Σο άθποιζμα δύο γυνιών κάθε 
ηπιγώνος είναι μικπόηεπο ηυν 

180°. 
 

 
 

3.11 Ανιζοηικέρ ζσέζειρ πλεςπών  
         και γυνιών 
 
 
 
 
 

 
Απόδειξη 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε β > γ (ζρ.48). 
Σόηε ππάξρεη κνλαδηθό εζσηεξηθό 
ζεκείν Γ ηεο ΑΓ, ώζηε ΑΓ = ΑΒ. Σν 
ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε  
 

βάζε ΒΓ θαη επνκέλσο Β1 = Γ1 = σ. 

Δπεηδή ε ΒΓ είλαη εζσηεξηθή  
 

                                                      Θεώπημα .  
ε κάθε ηπίγυνο απένανηι από 
άνιζερ πλεςπέρ βπίζκονηαι 
όμοια άνιζερ γυνίερ και 
ανηίζηποθα. 

 

˄ ˄ 
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εκηεπζεία ηεο γσλίαο Β, είλαη Β > Β1  
 

ελώ ε Γ1 σο εμσηεξηθή γσλία ηνπ 

ηξηγώλνπ ΒΓΓ είλαη κεγαιύηεξε  
 

από ηε Γ, δειαδή Γ1 > Γ. Έηζη  
 

έρνπκε Β > σ θαη σ > Γ, επνκέλσο  
 

Β > Γ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 48 
 

Ανηίζηποθα. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ  
 

κε Β > Γ. Σόηε ζα είλαη θαη β > γ, γηαηί  

˄ ˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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αλ ήηαλ β = γ  ή  β < γ ζα είρακε       
 

Β = Γ   ή   Β < Γ αληίζηνηρα, πνπ 
είλαη άηνπν. 
 

Πνξίζκαηα 

(i)  Αν μια γυνία ενόρ ηπιγώνος 
είναι οπθή ή αμβλεία, ηόηε η 
απένανηι πλεςπά ηηρ είναι η 
μεγαλύηεπη πλεςπά ηος ηπιγώνος. 
(ii) Αν ένα ηπίγυνο έσει δύο 
γυνίερ ίζερ, ηόηε είναι ιζοζκελέρ. 
(iii) Αν ένα ηπίγυνο έσει και ηιρ 
ηπειρ γυνίερ ηος ίζερ, ηόηε είναι 
ιζόπλεςπο. 
 
 
 
 
 
 
 

˄ ˄ ˄ ˄ 

ΥΟΙΗΟ  
Σν παξαπάλσ πόξηζκα (ii) είλαη 
ην αληίζηξνθν ηνπ πνξίζκαηνο I 
ηεο § 3.2. Σα δύν απηά πνξίζκαηα 
ζπλνςίδνληαη ζην εμήο: έλα 
ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο αλ θαη 
κόλν αλ έρεη δύν γσλίεο ίζεο. 
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3.12 Σπιγυνική ανιζόηηηα 
 

Γλσξίδνπκε όηη ν ζπληνκόηεξνο 
δξόκνο κεηαμύ δύν ζεκείσλ είλαη ε 
επζεία πνπ ηα ζπλδέεη. Απηό εθθξά-
δεηαη από ην επόκελν ζεώξεκα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Θα απνδείμνπ-
κε αξρηθά όηη α < β + γ (ζρ.49). Γη' 
απηό πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά 
ΒΑ, πξνο ην Α, θαηά ηκήκα ΑΓ = ΑΓ. 
Σόηε ην ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη ηζνζθειέο 
θαη ε ΓΑ εζσηεξηθή εκηεπζεία ηεο  
 

ΒΓΓ, νπόηε έρνπκε αληίζηνηρα  

                                                      Θεώπημα .  
Θάθε πλεςπά ηπιγώνος είναι 
μικπόηεπη από ηο άθποιζμα ηυν 
δύο άλλυν και μεγαλύηεπη από 
ηη διαθοπά ηοςρ. 

 

˄ 

100 / 54-55 



 

Γ = Γ1 θαη Γ1 < ΒΓΓ. Από ηηο ζρέζεηο  
 

απηέο πξνθύπηεη όηη Γ < ΒΓΓ, από 
ηελ νπνία ζύκθσλα κε ην πξν-
εγνύκελν ζεώξεκα ζπκπεξαίλνπκε 
όηη ΒΓ < ΒΓ ή α < β + γ. Όκνηα 
πξνθύπηεη όηη β < γ + α θαη γ < α + β. 
Από ηηο αληζόηεηεο απηέο, 
αληίζηνηρα πξνθύπηεη όηη α > β - γ, 
αλ β ≥ γ ή α > γ - β, αλ γ ≥ β, δειαδή 
θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ηζρύεη ην 
δεηνύκελν. Δπνκέλσο: 
 

β - γ < α < β + γ, β ≥ γ 
 
 
 
 
 
 
 
                                 ρήκα 49 
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Πνξίζκα 

Θάθε σοπδή κύκλος είναι 
μικπόηεπη ή ίζη ηηρ διαμέηπος. 
 
 
 
 
 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε 

Αν Κ είναι ένα εζυηεπικό ζημείο 
ενόρ ηπιγώνος ΑΒΓ, να αποδεισθεί 
όηι: 
 

(i)  ΒΚΓ > Α 
(ii) ΚΒ + ΚΓ < ΑΒ +ΑΓ.  
 
 
 
 
 
                                       ρήκα 50 

ΥΟΙΗΟ  
Γεληθόηεξα ηζρύεη: Σν 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ είλαη 
κηθξόηεξν από θάζε ηεζιαζκέλε 
γξακκή πνπ έρεη άθξα ηα Α θαη Β. 
 

˄ ˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

Μ 

  

 

1 

  

 

102 / 55 



Απόδειξη 
 

(i) Έζησ Γ (ζρ.50) ην ζεκείν ηνκήο 
ηεο πξνέθηαζεο ηνπ ΒΜ κε ηελ ΑΓ. 
Ζ γσλία ΒΜΓ είλαη εμσηεξηθή ζην 
ηξίγσλν ΜΓΓ θαη επνκέλσο  
 

ΒΜΓ > Γ1 .Αιιά ε Γ1 είλαη εμσηεξη-

θή ζην ηξίγσλν ΑΒΓ, νπόηε ζα είλαη  
 

Γ1 > Α. Άξα ζα είλαη θαη ΒΜΓ > Α. 

(ii) Με εθαξκνγή ηεο ηξηγσληθήο 
αληζόηεηαο ζηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
ΜΓΓ πξνθύπηνπλ αληίζηνηρα νη 
αληζόηεηεο 
 

ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ + ΑΓ  
θαη ΜΓ < ΜΓ + ΓΓ.  

 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε 
βξίζθνπκε: 
ΜΒ + ΜΓ + ΜΓ < ΑΒ + (ΑΓ + ΓΓ) + ΜΓ 
ή ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ + ΑΓ. 

˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Έζηυ ηπίγυνο ΑΒΓ και ζημείο Γ 
ηηρ πλεςπάρ ΒΓ. Αν ιζσύοςν δύο 
από ηιρ επόμενερ πποηάζειρ: 
(i)   ηο ημήμα ΑΓ είναι διάμεζορ, 
(ii)  ηο ημήμα ΑΓ είναι δισοηόμορ, 
(iii) ηο ημήμα ΑΓ είναι ύτορ, 
ηόηε ηο ηπίγυνο ΑΒΓ είναι 
ιζοζκελέρ με βάζη ΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 51 
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Ιύζη 
Έζησ ΑΓ δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο 
ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ (ζρ.51). Πξν 
εθηείλνπκε ην ΑΓ θαηά ίζν ηκήκα 
ΓΔ. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΓΔ  
 

είλαη ίζα (ΒΓ = ΓΓ, ΑΓ = ΓΔ, Γ1=Γ2 

σο θαηαθνξπθήλ). Άξα ΑΒ = ΓΔ (1)  
 

θαη Α1 = Δ. Από ηελ Α1 = Δ 

πξνθύπηεη ΑΓ = ΓΔ (2), αθνύ ΑΓ  
 

δηρνηόκνο, νπόηε Α1 = Α2 = Δ. Από 

ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη 
όηη ΑΒ = ΑΓ. Αλ ΑΓ είλαη ύςνο θαη 
δηάκεζνο ή ύςνο θαη δηρνηόκνο ηόηε 
εύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη ίζα, 
νπόηε ΑΒ = ΑΓ. 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 3ε 

Αν δύο ηπίγυνα έσοςν δύο 
πλεςπέρ ίζερ και ηιρ πεπιεσόμενερ 

˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ ˄ 

˄ ˄ ˄ 
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γυνίερ άνιζερ, ηόηε και οι ηπίηερ 
πλεςπέρ θα είναι όμοια άνιζερ και 
ανηίζηποθα.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 52 
 

Απόδειξη 
Αο ζεσξήζνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' κε ΑΒ = Α'Β', ΑΓ = Α'Γ' θαη    
 

Α > Α' (ζρ.52). Θα απνδείμνπκε όηη  
 

ΒΓ > Β'Γ'. Αθνύ Α > Α', ππάξρεη  
 

εζσηεξηθή εκηεπζεία Ax ηεο Α  
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ηέηνηα, ώζηε ΒΑx = A'. Πάλσ ζηελ 
Αx ζεσξνύκε ζεκείν Γ, ώζηε        
ΑΓ = Α'Γ'. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' είλαη ίζα (ΠΓΠ). Άξα, ΒΓ =     
= Β'Γ'. Φέξνπκε θαηόπηλ ηε  
 

δηρνηόκν ΑΔ ηεο γσλίαο ΓΑΓ, 
νπόηε ζρεκαηίδνληαη δύν ίζα 
ηξίγσλα ηα ΑΓΔ θαη ΑΓΔ, άξα ΔΓ = 
= ΔΓ. ην ηξίγσλν ΒΓΔ, έρνπκε από 
ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα όηη  
 

ΒΓ < ΒΔ + ΔΓ ή ΒΓ < ΒΔ + ΔΓ  
                        ή Β'Γ' < ΒΓ. 
 

Ανηίζηποθα. Αο ζεσξήζνπκε όηη 
ζηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη 
ΑΒ = Α'Γ', ΑΓ = Α'Γ' θαη ΒΓ > Β'Γ'.  
 

Αλ ήηαλ Α = Α', ηόηε ζα είρακε όηη  
 

ΒΓ = Β'Γ', ελώ αλ ήηαλ Α < Α', ζα 
είρακε όηη Β'Γ' < ΒΓ, πνπ είλαη  
 

άηνπν. Δπνκέλσο, Α > Α'. 

˄ ˄ 

˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 4ε 

Γίνεηαι μια εςθεία ε, δύο ζημεία 
Α,Β ππορ ηο ίδιο μέπορ ηηρ και ηο 
ζςμμεηπικό Α' ηος Α υρ ππορ ηην 
ε (σ.53α). 
(i)  Για οποιοδήποηε ζημείο Κ ηηρ 
ε, να αποδεισθεί όηι ΚΑ + ΚΒ =   
= ΚΑ' + ΚΒ ≥ Α'Β. Πόηε ηο 
άθποιζμα ΚΑ + ΚΒ παίπνει ηη 
μικπόηεπή ηος ηιμή; 
(ii) ηα ζημεία Α, Β, Γ (ζσ.53β) 
βπίζκονηαι ηπειρ κυμοπόλειρ. 
Θονηά ζε αςηέρ διέπσεηαι 
ζιδηποδπομική γπαμμή, πάνυ 
ζηην οποία ππόκειηαι να 
καηαζκεςαζθεί ζηαθμόρ . ε ποιο 
ζημείο ππέπει να καηαζκεςαζθεί ο 
ζηαθμόρ, ώζηε ο δπόμορ ΑΓΒ να 
είναι ο ελάσιζηορ δςναηόρ; 
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     (α) 
 
 
 
 
 
 
     (β) 
 
 

Ιύζη 
(i) Δπεηδή ην Α' είλαη ζπκκεηξηθό 
ηνπ Α σο πξνο ηελ ε, ε ε είλαη 
κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΑ', νπόηε ΜΑ =  
= ΜΑ' θαη επνκέλσο ΜΑ + ΜΒ = 
=  ΜΑ' + ΜΒ (1). Αλ ην Μ δελ είλαη 
ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο Α'Β από ην 
ηξίγσλν ΜΑ'Β, έρνπκε  

Α 

  

 

Β 

  

 

Α' 

  

 

Α' 

  

 

Μ0 

Μ 

  

 

ε 

  

 

Α 

  

 

 

  

 
Γ 

  

 Β 
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ΜΑ' + ΜΒ > Α'Β (2), ελώ αλ ην Μ 
είλαη ζεκείν ηνπ Α'Β' έρνπκε         
ΜΑ' + ΜΒ = Α'Β (3). Από (1), (2) θαη 
(3) πξνθύπηεη όηη ΜΑ + ΜΒ = 
=  ΜΑ' + ΜΒ ≥ Α'Β θαη όηη ην ΜΑ + ΜΒ 
παίξλεη ηε κηθξόηεξή ηνπ ηηκή Α'Β, 

όηαλ Μ = Μ0, όπνπ Μ0 ην ζεκείν 

ηνκήο ηεο ε κε ην Α'Β. 
(ii) Όκνηα κε ην (i). 
 

 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 

1. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία από ηηο επόκελεο 
πξνηάζεηο: 
 

i) Ζ εμσηεξηθή γσλία Αεμ ηξηγώλνπ  
 

ΑΒΓ είλαη κεγαιύηεξε από ηε Γ.  
      Λ 

˄ 

˄ 
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ii) Ζ εμσηεξηθή γσλία Βεμ ηξηγώλνπ  
 

ΑΒΓ είλαη κηθξόηεξε από ηε Γ.  
      Λ 

iii) Σν άζξνηζκα δύν γσληώλ ελόο 

ηξηγώλνπ είλαη 180°.  

      Λ 
iv) Αλ β > γ (ζε ηξίγσλν ΑΒΓ), 
 

ηόηε Β = Γ θαη αληίζηξνθα.  
      Λ 

λ) Αλ β = γ (ζε ηξίγσλν ΑΒΓ), 
 

ηόηε Β = Γ θαη αληίζηξνθα. 
      Λ 

 

2. Γηα ην ηξίγσλν ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο ηζρύεη: 
α. α = 7   β. α = 1   γ. 1 < α < 7   
δ. α > 7   ε. 0 < α < 1  
Κπθιώζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο 
απάληεζεο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 
 

˄ 

˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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3. Τπάξρεη ηξίγσλν ΑΒΓ κε  
 
 θαη                ;  Γηθαηνινγήζηε ηελ  
 

απάληεζή ζαο. 
 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη  
 

Β1 > Γ1 . Να απνδείμεηε όηη Β1 > 90°. 

 

 

 

 

 

 

 

3 

  

 

4 

  

 
α 
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 γ 

3
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˄ ˄ ˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

1 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

2 
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2. Αλ ζε θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΑ  
 

ηζρύνπλ ΑΒ = ΒΓ θαη A = Γ, λα 
απνδείμεηε όηη ΑΑ = ΓΑ. Ση 
ζπκπεξαίλεηε γηα ηε ΒΑ; 
 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β = Γ.  
 

i) Ση είδνπο γσλία είλαη ε Β;  
ii) Να απνδείμεηε όηη ην ύςνο από 
ηελ θνξπθή Α ηέκλεη ηελ επζεία ΒΓ, 
ζε εζσηεξηθό ζεκείν ηεο πιεπξάο 
ΒΓ. 
 

4. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν 
Γ ηεο εκηεπζείαο Bx πνπ πεξηέρεη ην  
 

Α. Να απνδείμεηε όηη ε γσλία ΒΓΓ 
είλαη κεγαιύηεξε, ίζε ή κηθξόηεξε  
 

ηεο γσλίαο ΒΑΓ, αλ ην ζεκείν Α 
βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Β θαη Α, 
ηαπηίδεηαη κε ην Α ή βξίζθεηαη κεηά 
ην Α, αληίζηνηρα. 
 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ 

˄ 

˄ 
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5. Αλ Μ ζεκείν ηεο βάζεο ΒΓ 
ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ, λα 
απνδείμεηε όηη ΑΜ < ΑΒ. 
 

6. ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ         
 

(Α = 90°), ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ 

ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΒ ζην Α. Να 
απνδείμεηε όηη ΑΓ < ΑΒ. 
 

7. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Ο ζεκείν 
ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ. Οη ΒΟ 
θαη ΓΟ ηέκλνπλ ηηο ΑΓ θαη ΑΒ ζηα 
ζεκεία Λ θαη Μ αληίζηνηρα. Αλ 
ηζρύεη όηη ΒΟ = ΓΟ θαη ΟΛ = ΟΜ λα 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
ηζνζθειέο. 
 

8. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) θαη Κ, Λ ηα κέζα ησλ ΑΒ 
θαη ΑΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε 
όηη αλ νη εμσηεξηθέο δηρνηόκνη ησλ  
 

γσληώλ ηνπ Β θαη Γ ηέκλνληαη ζην  

˄ ˄ 

˄ ˄ 
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ζεκείν Γ, ηόηε ην ηξίγσλν ΓΚΛ είλαη 
ηζνζθειέο. 
 

9. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξίγσλν 
ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) θαη I ην ζεκείν ηνκήο  
 

ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ Β, Γ. 
Να απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΒΗΓ είλαη ηζνζθειέο, 
ii) ε ΑΗ είλαη δηρνηόκνο ηεο Α. 
 

10. Οη θσκνπόιεηο Κ1, Κ2, Κ3 

απέρνπλ από ηε πόιε Π 
(παξαθάησ ζρήκα), απνζηάζεηο 7, 
6 θαη 10 km αληίζηνηρα. Έλα 
απηνθίλεην μεθηλάεη από ηελ 

θσκόπνιε Κ1 θαη αθνινπζώληαο ηε 

δηαδξνκή Κ1 Κ2 Κ3 Κ1 επηζηξέθεη 

ζηελ Κ1. Ο ρηιηνκεηξεηήο ηνπ 

γξάθεη όηη γηα απηή ηε δηαδξνκή 
δηήλπζε απόζηαζε 48 km. Δίλαη 
απηό δπλαηόλ; Γηθαηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 

˄ ˄ 

115 / 57-58 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Αποδεικηικέρ Αζκήζειρ. 
 

1. Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη  
 

                  λα απνδείμεηε όηη 
 
Α > Β + Γ. Ση ηζρύεη όηαλ                   
 

ή                  ; 
 

2. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ 
θαη Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. Να  
 

απνδείμεηε όηη ΑΜΓ > ΑΜΒ. 

Κ2 

  

 

Κ1 

  

 

Κ3 

  

 

Π 

  

 

7km 

  

 

6km 

  

 10km 

  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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μα < 
 α 

2
 ,

˄ ˄ ˄ 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

μα = 
 α 

2
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

μα > 
 α 

2
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3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ 

θαη ε δηάκεζνο ΑΜ. Να απνδείμεηε 
όηη: 
 

i) ΜΑΒ > ΜΑΓ, 
 
 
 

iii) κα+ κβ + κγ < 2η 
 

4. Έζησ θύθινο (O,R) δηακέηξνπ 
ΑΒ θαη ζεκείν  ηεο εκηεπζείαο ΟΑ. 
Γηα θάζε ζεκείν Μ ηνπ θύθινπ λα 
απνδεηρζεί όηη Α ≤ Μ ≤ Β. (Σν 
ηκήκα Α ιέγεηαη απόζηαζε ηνπ  
από ηνλ θύθιν). 
 

5. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Αλ ε 

δηρνηόκνο δα ηέκλεη θάζεηα ηε 

δηάκεζν κβ, λα απνδείμεηε όηη: 

i) ΑΓ = 2AB, 
ii) ΑΒ < ΒΓ. 
 

˄ ˄ 
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6. Έζησ θύθινο (O,R) θαη δύν ηόμα  
 

ΑΒ, ΓΓ. Αλ Α Β = 2ΓΓ λα απνδείμεηε 
όηη ΑΒ < 2ΓΓ. 
 

7. Να απνδείμεηε όηη ζε δύν άληζα 
ηόμα ελόο θύθινπ αληηζηνηρνύλ 
ρνξδέο όκνηα άληζεο θαη 
αληίζηξνθα. 
 

ύνθεηα Θέμαηα 
1. Έζησ θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ 
θαη Ο εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ. 
i) Να απνδείμεηε όηη 
 

ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΓ > 
 
> 
 
ii) Γηα πνηα ζέζε ηνπ Ο ην άζξνηζκα 
ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΓ γίλεηαη 
ειάρηζην; 
 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
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2. ε ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) 
πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο ΒΑ θαη 
ΓΑ πξνο ην κέξνο ηνπ Α θαηά 
ηκήκαηα ΑΑ = ΑΓ θαη ΑΔ = ΑΒ 
αληίζηνηρα. Ζ επζεία ΑΔ ηέκλεη ηελ 
επζεία ΒΓ ζην ζεκείν Μ. Να 
απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΜΒΔ είλαη ηζνζθειέο, 
 

ii) ε δηρνηόκνο ηεο ΒΜΔ δηέξρεηαη 
από ην ζεκείν Α. 
 

3. Έζησ Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ 
δηαγσλίσλ ελόο θπξηνύ 
ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ. Να απνδείμεηε 
όηη: 
i) θάζε δηαγώληνο είλαη κηθξόηεξε 
ηεο εκηπεξηκέηξνπ ηνπ 
ηεηξαπιεύξνπ, 
ii) ΑΓ + ΒΓ > ΑΒ +ΓΓ θαη  
ΑΓ + ΒΓ > ΑΓ + ΒΓ, 
iii) ην άζξνηζκα ησλ δηαγσλίσλ είλαη 
κεγαιύηεξν ηεο εκηπεξηκέηξνπ ηνπ 

˄ 
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ηεηξαπιεύξνπ θαη κηθξόηεξν ηεο 
πεξηκέηξνπ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ. 
 

4. ην εζσηεξηθό νξζήο γσλίαο xOy 
ζεσξνύκε ζεκείν Γ θαη ζηηο 
πιεπξέο ηεο Ορ, Oy ηα ζεκεία Α, Β 
αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη ε 
πεξίκεηξνο ηνπ  
ηξηγώλνπ ΑΒΓ  
είλαη κεγαιύηεξε  
από 2ΟΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

˄ 
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3.13 Θάθεηερ και πλάγιερ 
 
Έζησ κηα επζεία ε (ζρ.54) θαη έλα 
ζεκείν Α εθηόο απηήο. Από ην Α 
θέξνπκε πξνο ηελ ε ηελ θάζεην δ 
θαη κηα πιάγηα δ. Οη επζείεο δ θαη δ 
ηέκλνπλ ηελ ε ζηα Κ θαη Β 
αληίζηνηρα. Σν Κ, όπσο είλαη 
γλσζηό, ιέγεηαη πξνβνιή ηνπ Α 
πάλσ ζηελ ε ή ίρλνο ηεο θαζέηνπ δ 
πάλσ ζηελ ε. Σν Β ιέγεηαη ίρλνο 
ηεο επζείαο δ ή ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ 
πάλσ ζηελ ε. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 54 

Α 

  

 Κ 

  

 
δ 

  

 

Β 

  

 

ε 

  

 
δ 
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Απόδειξη 
Έζησ ΑΒ θαη ΑΓ δύν ίζα πιάγηα 
ηκήκαηα θαη ΑΚ ην θάζεην ηκήκα 
(ζρ.55). To ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
ηζνζθειέο θαη ην ΑΚ ύςνο ηνπ, 
επνκέλσο ζα είλαη θαη δηάκεζνο, 
δειαδή ΚΒ = ΚΓ.  

Ανηίζηποθα. Έζησ όηη ΚΒ = ΚΓ. 
ην ηξίγσλν ΑΒΓ ην ΑΚ είλαη ύςνο 
θαη δηάκεζνο, άξα (εθαξκνγή §3.12) 
ην ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο δειαδή 
ΑΒ = ΑΓ. 

                                                      Θεώπημα Η .  
Av δςο πλάγια ημήμαηα είναι 
ίζα, ηόηε ηα ίσνη ηοςρ 
ιζαπέσοςν από ηο ίσνορ ηηρ 
καθέηος, και ανηίζηποθα. 
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ρήκα 55 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Κ 

  

 

Γ 

  

 

                                                      Θεώπημα ΗΗ .  
Αν από ένα ζημείο εκηόρ 
εςθείαρ θέποςμε ηο κάθεηο και 
δύο πλάγια εςθύγπαμμα 
ημήμαηα ηόηε: 

(i) Σο κάθεηο ημήμα είναι 
μικπόηεπο από κάθε πλάγιο. 

(ii) Αν δύο πλάγια ημήμαηα 
είναι άνιζα, ηόηε και οι  
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Απόδειξη 
(i) ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΚΒ  
 

(ζρ.56), ε γσλία Κ είλαη ε κεγαιύηε-
ξε σο νξζή. Δπνκέλσο ε πιεπξά 
ΑΒ είλαη ε κεγαιύηεξε πιεπξά ηνπ 
ηξηγώλνπ θαη, άξα, ΑΒ > ΑΚ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 56 

αποζηάζειρ ηυν ισνών ηοςρ από 
ηο ίσνορ ηηρ καθέηος είναι 
ομοιοηπόπυρ άνιζερ και 
ανηίζηποθα. 

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Κ 
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(ii) Έζησ επζεία ε θαη ζεκείν Α 
εθηόο απηήο. Θεσξνύκε ηελ θάζεην 
ΑΚ ζηελ ε θαη δύν πιάγηα ηκήκαηα 
ΑΒ, ΑΓ, όπνπ Β, Γ ζεκεία ηεο ε 
(ζρ.57). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 57 
 
Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, 
κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη θαη ηα 
δύν ίρλε Β, Γ ησλ πιάγησλ 
ηκεκάησλ αλήθνπλ ζηελ ίδηα 
εκηεπζεία πνπ νξίδεη ην ζεκείν Κ. 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

Κ 

  

 

ε 
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Αο ππνζέζνπκε όηη ΚΓ > ΚΒ (ζρ.57). 
Θα απνδείμνπκε όηη ΑΓ > ΑΒ. Αθνύ  
 

ην Β είλαη κεηαμύ ησλ Κ, Γ, ε ΑΒΓ 
είλαη εμσηεξηθή ηνπ νξζνγώληνπ 
ηξηγώλνπ ΚΑΒ, επνκέλσο  
 

ΑΒΓ > Κ= 1L, δειαδή ε ΑΒΓ είλαη 
ακβιεία. ην ηξίγσλν ΑΒΓ ε 
πιεπξά ΑΓ βξίζθεηαη απέλαληη από  
 

ηελ ΑΒΓ, ζπλεπώο είλαη ε 
κεγαιύηεξε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ, 
δειαδή ΑΓ>ΑΒ.  

Ανηίζηποθα. Αο ππνζέζνπκε όηη 
ΑΓ > ΑΒ. Αλ ήηαλ ΚΓ = ΚΒ, ηόηε ζα 
είρακε ΑΓ = ΑΒ, πνπ είλαη άηνπν. 
Αλ ΚΓ < ΚΒ, ηόηε ζύκθσλα κε ην 
πξνεγνύκελν ζα είρακε όηη ΑΓ < 
ΑΒ, πνπ είλαη επίζεο άηνπν. 
Δπνκέλσο ΚΓ > ΚΒ. 
 

˄ 

˄ ˄ ˄ 

˄ 
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 
Αλ ΑΒ, ΑΓ πιάγηα ηκήκαηα σο 
πξνο κηα επζεία ε θαη ΑΚ ην θάζεην 
ηκήκα, ηόηε: 

1. πκπιεξώζηε ηηο παξαθάησ 
ηζνδπλακίεο 
i) ΑΒ = ΑΓ    ………………… 
ii) ΑΒ > ΑΓ   ………………… 
 

2. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία από ηηο 

ΥΟΙΗΟ  
Σελ ηδηόηεηα (i) ηνπ Θεσξήκαηνο 
II, πνπ έρεη ην θάζεην ηκήκα 
ζπλήζσο εθθξάδνπκε θαη σο: ε 
απόζηαζε ελόο ζεκείνπ Α από 
κία επζεία ε είλαη κηθξόηεξε από 
ηελ απόζηαζε ηνπ Α από ηπρόλ 
ζεκείν ηεο επζείαο. 
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παξαθάησ ζρέζεηο θαη αηηηνινγήζηε 
ηελ απάληεζή ζαο. 
i) ΑΒ > ΑΚ         Λ 
ii) ΑΒ = ΑΚ         Λ 
iii) ΑΒ < ΑΚ         Λ 
 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. ηηο θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ 
νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
ζεσξνύκε ηα ζεκεία Α, Δ 
αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη:  
i)ΓΔ < ΔΒ,  
ii) ΓΔ < ΒΓ. 
 

2. ην παξαθάησ ζρήκα ην ΑΖ είλαη 
ύςνο θαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ 
ΑΒΓ. Να ζπγθξίλεηε ηα ηκήκαηα ΑΒ, 
ΑΓ θαη ΑΓ. 
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3. Γίλεηαη ηκήκα ΑΒ, ζεκείν Ρ ηεο 
κεζνθαζέηνπ ηνπ θαη κία επζεία ε 
πνπ δηέξρεηαη από ην Α. 
i) Να ζπγθξίλεηε ηηο απνζηάζεηο 
ηνπ Ρ από ηελ επζεία ε θαη ην 
ζεκείν Β. 
ii) Πνηα πξέπεη λα είλαη ε ζέζε ηεο 
επζείαο ε, ώζηε νη απνζηάζεηο 
απηέο λα είλαη ίζεο; 
 
 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Ζ 

  

 

Γ 

  

 

Γ 
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Δςθεία και κύκλορ 
 

3.14 σεηικέρ θέζειρ εςθείαρ και  
         κύκλος 
 

Θεσξνύκε έλαλ θύθιν (Ο,R) κηα 
επζεία x'x θαη ηελ απόζηαζε δ = ΟΑ 
ηνπ θέληξνπ Ο από ηελ x'x (ζρ.58). 
Μεηαμύ ησλ δ θαη R ηζρύεη κία από 
ηηο ζρέζεηο: δ > R, δ = R θαη δ < R. 
Θα εμεηάζνπκε ηε γεσκεηξηθή 
εξκελεία θαζεκίαο από ηηο ζρέζεηο 
απηέο. 
 Έζησ δ > R (ζρ.58α). Σόηε ην Α 
είλαη εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ, 
νπόηε θαη θάζε άιιν ζεκείν Μ ηεο 
επζείαο είλαη εμσηεξηθό, αθνύ OM > 
OA > R. Δπνκέλσο, ε x'x δελ έρεη 
θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν 

θαη ιέγεηαη εξυηεπική επζεία ηνπ 
θύθινπ. 
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 Έζησ δ = R (ζρ.58β). Σόηε ην Α 
είλαη θνηλό ζεκείν ηεο επζείαο κε 
ηνλ θύθιν, ελώ θάζε άιιν ζεκείν Μ 
ηεο x'x είλαη εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ 
(Ο,R), αθνύ ΟΜ > ΟΑ = R. 
Δπνκέλσο, ε x'x έρεη έλα κόλν 
θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν θαη 

ιέγεηαη εθαπηόμενη ηνπ θύθινπ 
ζην ζεκείν Α. Σν ζεκείν Α ιέγεηαη 

ζημείο επαθήρ ηεο επζείαο κε ηνλ 
θύθιν. Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε 
απηή ιέκε όηη ε επζεία x'x εθάπηεηαη 
ηνπ θύθινπ (Ο,R) ζην ζεκείν Α. 
Δίλαη θαλεξό όηη: 

Ζ ακηίνα πος καηαλήγει ζηο 
ζημείο επαθήρ είναι κάθεηη ζηην 
εθαπηομένη. 
Ζ εθαπηομένη ηος κύκλος ζε 
κάθε ζημείο ηος είναι μοναδική. 
 

 Έζησ δ < R (ζρ.58γ). Σόηε ην Α 
είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ. 
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Πάλσ ζηελ εκηεπζεία Αρ ζεσξνύκε 
έλα ζεκείν Μ, ώζηε ΑΜ = R. Σόηε ην 
Μ είλαη εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ 
θύθινπ, αθνύ ΟΜ > ΑΜ = R. Έηζη ε 
εκηεπζεία Αx, αθνύ δηέξρεηαη από 
έλα εζσηεξηθό ζεκείν, ην Α, θαη έλα 
εμσηεξηθό, ην Μ, είλαη θαλεξό όηη 
έρεη έλα κνλαδηθό θνηλό ζεκείν κε 
ηνλ θύθιν, ην Β. Όκνηα θαη ε 
εκηεπζεία Αx' έρεη έλα θνηλό ζεκείν 
κε ηνλ θύθιν, ην Β'. 
Δπνκέλσο, ε x'x έρεη δύν θνηλά 
ζεκεία κε ηνλ θύθιν. ηελ 
πεξίπησζε απηή ε επζεία x'x, 

ιέγεηαη ηέμνοςζα ηος κύκλος θαη 
ηα θνηλά ηεο ζεκεία κε ην θύθιν 

ιέγνληαη ζεκεία ηομήρ ηεο κε ηνλ 
θύθιν. Δπίζεο ιέκε όηη ε επζεία 

ηέμνει ηνλ θύθιν. 
Αλαθεθαιαηώλνληαο έρνπκε: 

• Αν δ > R, η εςθεία δεν έσει 
κοινά ζημεία με ηον κύκλο. 
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• Αν δ = R, η εςθεία έσει ένα 
μόνο κοινό ζημείο με ηον κύκλο. 
• Αν δ < R, η εςθεία έσει δύο 
κοινά ζημεία με ηον κύκλο. 
Με ηελ κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε 
άηνπν απνδεηθλύνληαη θαη ηα 
αληίζηξνθα ησλ παξαπάλσ 
ζπκπεξαζκάησλ. Με ηελ ίδηα 
επίζεο κέζνδν απνδεηθλύεηαη θαη 
ην επόκελν ζεώξεκα. 
 
 
 
 
 

Απόδειξη 
Αο ππνζέζνπκε όηη κηα επζεία ε θαη 
έλαο θύθινο (Ο,ξ) έρνπλ ηξία θνηλά 
ζεκεία, ηα Α, Β, Γ (ζρ. 59). Δπεηδή 
ΟΑ = ΟΒ (= ξ) θαη ΟΒ = ΟΓ (= ξ), νη 
κεζνθάζεηνη μ,δ ησλ ΑΒ, ΒΓ αληί-
ζηνηρα, δηέξρνληαη από ην Ο. Έηζη 

                                                      Θεώπημα Η .  
Κια εςθεία και έναρ κύκλορ 
έσοςν ηο πολύ δύο κοινά ζημεία. 
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από ην ζεκείν Ο έρνπκε δύν 
δηαθνξεηηθέο θάζεηεο ζηελ ε ηηο μ, δ, 
πνπ είλαη άηνπν. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 59 
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ΥΟΙΗΟ  
Από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα 
πξνθύπηεη όηη ηξία νπνηαδήπνηε 
ζεκεία ελόο θύθινπ δελ είλαη 
ζπλεπζεηαθά. ηελ § 4.5 ζα δνύκε 
όηη από ηξία κε ζπλεπζεηαθά 
ζεκεία δηέξρεηαη έλαο θύθινο, 
πνπ είλαη θαη κνλαδηθόο. 
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3.15   Δθαπηόμενα ημήμαηα 
 
Έζησ έλαο θύθινο (Ο, ξ) θαη έλα 
εμσηεξηθό ηνπ ζεκείν Ρ. ηελ § 6.7 
ζα δνύκε όηη από ην Ρ θέξνληαη δύν 
εθαπηόκελεο ηνπ θύθινπ. Αλ Α, Β 
είλαη ηα ζεκεία επαθήο απηώλ κε 
ηνλ θύθιν (ζρ.60), ηόηε ηα ηκήκαηα 

ΡΑ θαη ΡΒ ιέγνληαη εθαπηόμενα 

ημήμαηα ηνπ θύθινπ από ην ζεκείν 

Ρ θαη ε επζεία ΡΟ διακενηπική 
εςθεία ηνπ ζεκείνπ Ρ. Ηζρύεη ην 
εμήο ζεώξεκα: 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                      Θεώπημα ΗΗ .  
Σα εθαπηόμενα ημήμαηα 
κύκλος, πος άγονηαι από 
ζημείο εκηόρ αςηού είναι ίζα 
μεηαξύ ηοςρ. 
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Απόδειξη 
Σα ηξίγσλα ΑΟΡ θαη ΒΟΡ (ζρ.60)  
 

έρνπλ Α = Β = 90°, ΟΡ θνηλή θαη   

ΟΑ = ΟΒ (= ξ), άξα είλαη ίζα, νπόηε 
ΡΑ = ΡΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα 60 
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(i) είναι μεζοκάθεηορ ηηρ σοπδήρ 
ηος κύκλος με άκπα ηα ζημεία 
επαθήρ, 
(ii) δισοηομεί ηη γυνία ηυν 
εθαπηόμενυν ημημάηυν και ηη 
γυνία ηυν ακηίνυν πος 
καηαλήγοςν ζηα ζημεία επαθήρ. 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δπυηήζειρ Θαηανόηζηρ 
1. Πόηε κηα επζεία έρεη δύν, έλα ή 
θαλέλα θνηλό ζεκείν κε έλαλ θύθιν; 
 

2. Δίλαη δπλαηόλ ζην παξαθάησ 
ζρήκα λα είλαη ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ; 
Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
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3. ην παξαθάησ ζρήκα ηα ΡΑ, ΡΒ 
είλαη εθαπηόκελα ηκήκαηα, ε ΡΚ 
δηρνηόκνο ηεο ΑΡΒ, ηα Λ, Ν κέζα 
ησλ ηόμσλ ΑΛΒ, ΑΝΒ αληίζηνηρα 
θαη ην Μ κέζν ηεο ρνξδήο 
ΑΒ. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή 
ιάζνο (Λ) θαζεκία από ηηο 
παξαθάησ πξνηάζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
i) ΡΑ = ΡΒ. 

     Λ 
ii) Ζ ΡΚ δηέξρεηαη από ην Ο. 

     Λ 
iii) Ζ ΟΜ δηέξρεηαη από ηα Ρ, Λ, Ν. 

     Λ 
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iv) Ζ πξνέθηαζε ηνπ ΛΜ δηρνηνκεί  
 

ηηο γσλίεο ΑΡΒ, ΑΟΒ θαη ην ηόμν  
 

ΑΝΒ. 
      Λ 

 

Αζκήζειρ Δμπέδυζηρ 
1. Αλ έρνπκε δύν νκόθεληξνπο 
θύθινπο, λα εμεγήζεηε γηαηί όιεο νη 
ρνξδέο ηνπ κεγάινπ θύθινπ πνπ 
εθάπηνληαη ζην κηθξό θύθιν είλαη 
ίζεο. 
 

3. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ), κία 
δηάκεηξόο ηνπ ΑΒ θαη νη 

εθαπηόκελεο ε1, ε2 ηνπ θύθινπ ζηα 

Α,Β. Αλ κηα ηξίηε εθαπηνκέλε ε 

ηέκλεη ηηο ε1, ε2 ζηα Γ, Α, λα  
 

απνδείμεηε όηη ΓΟΑ = 90°. 
 

3. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ θύθινπ 
(Ο,R) θέξνπκε ηα εθαπηόκελα 

˄ ˄ 

͡ 
  

 

˄ 
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ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Μία ηξίηε 
εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Δ ηνπ 
θύθινπ ηέκλεη ηα ΡΑ θαη ΡΒ ζηα 
ζεκεία Γ,Γ αληίζηνηρα. Να βξεζεί ε 
πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ ΡΓΓ σο 
ζπλάξηεζε ησλ εθαπηόκελσλ 
ηκεκάησλ ΡΑ θαη ΓΓ. 
 

Αποδεικηικέρ Αζκήζειρ 
1. Να απνδείμεηε όηη δύν ζεκεία 
κίαο εθαπηνκέλεο θύθινπ, ηα νπνία 
ηζαπέρνπλ από ην ζεκείν επαθήο, 
απέρνπλ ίζε απόζηαζε από ηνλ 
θύθιν. 
 

2. Από ζεκείν Μ εμσηεξηθό ηνπ 
θύθινπ (Ο,R) θέξνπκε ηηο 
εθαπηόκελεο ΜΑ,ΜΒ ηνπ θύθινπ. 
Πξνεθηείλνπκε ην ΟΒ θαηά ίζν 
ηκήκα ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη ε  
 

γσλία ΑΜΓ είλαη ηξηπιάζηα ηεο  
 

ΒΜΓ. 

˄ 

˄ 
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3. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ ελόο 
θύθινπ θέληξνπ Ο, θέξνπκε ηα 
εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Αλ 
Μ είλαη έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ 
επζύγξακκνπ ηηκή,  
 
ΟΡ λα απνδείμεηε όηη  
 
ΜΑΡ= ΜΒΡ. 
 
 
 
 
 
 

˄ ˄ 
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