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κπεζεί ν καζεηήο ζηε ζπιινγηζηηθή 
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ζύγρξνλεο εθπαηδεπηηθέο επηηαγέο. 
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Λπθείνπ λα γλσξίζνπλ ηελ απζηεξή 
αιιά θαη ιηηή καζεκαηηθή γιώζζα, 
ειπίδνληαο όηη ζα ζπλεηζθέξεη ζηε 
καζεκαηηθή παηδεία ηνπ ηόπνπ, 
αλαπηύζζνληαο ην ξεαιηζκό ηεο 
καζεκαηηθήο ινγηθήο θαη ζθέςεο. 
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11  ΚΔΦΑΛΑΙΟ 



 
 

Ellsworth Kelly 
 (Αμερικανός,1923) 

«Γκρι πανό 2» 
2 πανό, λάδια ζε καμβά, 1974 



1.1 Σα αληηθείκελν ηεο  
      Δπθιείδεηαο Γεωκεηξίαο 
 

Σν αληηθείκελν ηεο Δπθιείδεηαο 
Γεσκεηξίαο είλαη ε κειέηε ηνπ 

ρώξνπ θαη ησλ ζρεκάηωλ, επίπε-
δσλ θαη ζηεξεώλ, πνπ κπνξνύλ λα 
ππάξμνπλ κέζα ζε απηόλ. Μέζα ζην 
ρώξν βξίζθεηαη ν θπζηθόο θόζκνο, 
ζηνλ νπνίν δνύκε, θαη όια ηα 
αληηθείκελα, κεγάια ή κηθξά, 
έκςπρα ή άςπρα. 

ην ρώξν δηαθξίλνπκε ηηο επηθά-
λεηεο, ηηο γξακκέο θαη ηα ζεκεία. Οη 
επηθάλεηεο έρνπλ δύν δηαζηάζεηο, νη 
γξακκέο κία, ηα ζεκεία θακία. Οη 
επηθάλεηεο δηαρσξίδνπλ ηα αληηθεί-
κελα κεηαμύ ηνπο ή από ην πεξηβάι-
ινλ. Πάλσ ζε κηα επηθάλεηα κπν-
ξνύκε λα ζεσξήζνπκε γξακκέο, νη 
νπνίεο κάιηζηα κπνξεί λα ηελ 
νξηνζεηνύλ. Δδώ ρξεηάδεηαη κηα 
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δηεπθξίληζε. ηελ θαζεκεξηλή 
γιώζζα κηιάκε γηα «γξακκέο» ηεο 
αζθάιηνπ ή γηα ζηδεξνδξνκηθέο 
«γξακκέο», επεηδή ην πιάηνο ζηε 
κία πεξίπησζε, ην πιάηνο θαη ην 
ύςνο ζηελ άιιε είλαη ακειεηέα σο 
πξνο ην κήθνο. Γεληθά, όια ηα πιη-
θά αληηθείκελα εθηείλνληαη ζε ηξεηο 
δηαζηάζεηο. ηελ θαζεκεξηλή γιώζ-
ζα δερόκαζηε ηηο πξνζεγγίζεηο, 
ζηε Γεσκεηξία όρη. Λεηηνπξγνύκε 
αλαγθαζηηθά κε αθεξεκέλεο 

έλλνηεο, πνπ ηηο απνθαινύκε όξνπο 
ηεο Γεσκεηξίαο. 

Ζ Γεσκεηξία ήηαλ ν πξώηνο θιά-
δνο ηεο αλζξώπηλεο γλώζεο πνπ 
δηακνξθώζεθε σο επηζηήκε θαη επί 
αηώλεο ν κόλνο. Σν αληηθείκελό ηεο, 
ν ρώξνο θαη ηα ζρήκαηα, είλαη θαη 
πξνζηηό θαη πινύζην, πξόζθνξν 
γηα ζεσξεηηθή κειέηε αιιά θαη γηα 
πξαθηηθέο εθαξκνγέο. Από ηελ 
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επνρή ηνπ Αξρηκήδε θαη ηνπ Ήξσ-
λα κέρξη ζήκεξα, ηα πεδία εθαξκν-
γήο ηεο Γεσκεηξίαο ζπλερώο 
δηεπξύλνληαη. Γηα ηα ζπίηηα πνπ 
δνύκε, ηα θαξάβηα πνπ ηαμηδεύνπκε 
ή ηηο επεμεξγαζκέλεο εηθόλεο ηεο 
ηειεόξαζεο είλαη αλαγθαία ε ρξήζε 
ηεο Γεσκεηξίαο, άκεζε ή έκκεζε. 
Αξρηθά, ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
δηάθνξσλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ 
έγηλε κε ηξόπν εκπεηξηθό, όπσο ηε 
ζπλαληήζακε ζην Γπκλάζην. Ζ 
κέζνδνο πνπ αθνινπζήζακε ηόηε 
ήηαλ ε εύξεζε ή επαιήζεπζε ησλ 
ηδηνηήησλ θαη ζρέζεσλ αλάκεζα 
ζηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα κε βάζε 
ηε κέηξεζε, γηα ηελ νπνία ρξεζηκν-
πνηνύζακε ην δηαβαζκηζκέλν θαλό-
λα (ππνδεθάκεηξν) θαη ην κνηξν-
γλσκόλην. Ζ κέηξεζε όκσο δελ 
κπνξεί λα είλαη αθξηβήο θαη ηα 
απνηειέζκαηά ηεο δε γεληθεύνληαη. 
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Ζ δηαθνξνπνίεζε ηεο Πξαθηηθήο 
Γεσκεηξίαο από ηε Θεσξεηηθή ή 
Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, ηελ νπνία ζα 
κειεηήζνπκε ζην Λύθεην, ζπλίζηα-
ηαη ζηε ζπζηεκαηηθή ρξήζε ηεο 
ινγηθήο γηα λα ζεκειηώζεη ηηο γλώ-
ζεηο καο γηα ην ρώξν, μεθεύγνληαο 
από κεηξήζεηο θαη επηκέξνπο 
ζπκπεξάζκαηα. Οη γλώζεηο απηέο 
ππάξρνπλ ήδε: όινη μέξνπλ ηη είλαη 
θύθινο θαη ηη ηεηξάγσλν – νη αληί-
ζηνηρεο ιέμεηο ππάξρνπλ ζε όιεο ηηο 
γλσζηέο γιώζζεο. Πξόθεηηαη όκσο 
γηα γλώζεηο ζθόξπηεο, αζύλδεηεο 
κεηαμύ ηνπο. Ζ Γεσκεηξία ηηο ζεκειη-
ώλεη, δειαδή ηηο νξγαλώλεη ζε έλα 
ζύζηεκα, θαη θπζηθά πξνζζέηεη θαη 
λέεο γλώζεηο ζε απηέο πνπ ήδε 
ππάξρνπλ. Κάζε θαηλνύξγην απνηέ-
ιεζκα πξνθύπηεη από ηα πξνεγνύ-
κελα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε δηαδηθα-

ζία πνπ ιέγεηαη απόδεημε θαη πνπ 
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ζηεξίδεηαη ζηνπο θαλόλεο ηεο 
Λνγηθήο. 

Πώο πξνρσξάεη απηή ε δηαδηθα-
ζία; Αο δνύκε ιίγν ην ηεηξάγσλν. 
Σν ηεηξάγσλν, όζν απιό θαη αλ 
θαίλεηαη, είλαη ζύλζεηε έλλνηα. Έρεη 
ίζεο πιεπξέο θαη κάιηζηα αλά δύν 
παξάιιειεο, ίζεο γσλίεο θαη κάιη-
ζηα όιεο νξζέο. Πξέπεη, επνκέλσο, 
πξώηα λα μεθαζαξίζνπκε ηη ζεκαί-
λεη ηζόηεηα θαη αληζόηεηα (πιεπξώλ 
ή γσληώλ), ηη παξαιιειία θαη ηη 
νξζή γσλία (ή θαζεηόηεηα). Μόλν 
κεηά από απηά κπνξνύκε λα 
κηιήζνπκε γηα ηεηξάγσλν, αθνύ 

πξώηα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ. Η 

Γεωκεηξία πξνρωξάεη από ην πην 
απιό ζην πην ζύλζεην. 

Θα πξέπεη, σζηόζν, από θάπνπ 
λα μεθηλήζνπκε, από έλλνηεο νη 
νπνίεο πξνθύπηνπλ άκεζα από ηελ 
εκπεηξία καο, όπσο νη έλλνηεο 
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ζεκείν, επζεία θαη επίπεδν ηηο 
νπνίεο δερόκαζηε σο πξσηαξρηθέο 
ρσξίο πεξαηηέξσ δηεπθξηλίζεηο. 
Όκσο νη έλλνηεο απηέο ππόθεηληαη 
ζηηο παξαθάησ παξαδνρέο: 
• Από δύν ζεκεία δηέξρεηαη 
κνλαδηθή επζεία. 
• Γηα θάζε επζεία ππάξρεη 
ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν ηνπ 
επηπέδνπ πνπ δελ αλήθεη ζε απηή. 
• Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία θαη 
εθηείλεηαη απεξηόξηζηα θαη πξνο ηηο 
δύν θαηεπζύλζεηο, ρσξίο δηαθνπέο 
θαη θελά. 

Ηζρπξηζκνύο όπσο νη παξαπά-
λσ, πνπ ηνπο δερόκαζηε σο αιε-
ζείο ρσξίο απόδεημε, ηνπο νλν-

κάδνπκε αμηώκαηα. Δπνκέλσο, ηα 
αμηώκαηα δελ απνδεηθλύνληαη, 
επηιέγνληαη. Γηα ηελ Δπθιείδεηα 
Γεσκεηξία έρνπλ πξνηαζεί πάξα 
πνιιά αμησκαηηθά ζπζηήκαηα, 
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δειαδή δηαθνξεηηθέο επηινγέο 
αμησκάησλ (βι. Παξάξηεκα Α). Ζ 
δνκή ηνπ βηβιίνπ, ε ζεηξά ησλ από-
ηειεζκάησλ εμαξηώληαη από ηελ 
επηινγή ησλ αμησκάησλ, ηα νπνία 
δίλνληαη εθεί πνπ ρξεηάδνληαη. 
Γεληθόηεξα, γίλεηαη πξνζπάζεηα 
ώζηε, κεηά από κία λέα έλλνηα ή 
έλα λέν ζεκαληηθό απνηέιεζκα, λα 
εμεηάδεηαη ηη θαηλνύξγην κπνξεί λα 
πξνθύςεη ζε ζπλδπαζκό κε ηα 
πξνεγνύκελα. Κάζε λέν απνηέιε-
ζκα πνπ πξνθύπηεη από κία ζεηξά 
ζπιινγηζκώλ ζεκειησκέλε ζηα 

αμηώκαηα ιέγεηαη ζεώξεκα, ελώ νη 
άκεζεο ζπλέπεηεο ελόο ζεσξήκαηνο 

ιέγνληαη πνξίζκαηα. 
Όπσο πξναλαθέξακε αληηθείκε-

λν ηεο Γεσκεηξίαο είλαη ε κειέηε 
ησλ ζρεκάησλ ηνπ επηπέδνπ θαη 
ηνπ ρώξνπ. Ζ κειέηε απηή ζπρλά 
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ππνβνεζείηαη από έλα ζρέδην ηνπ 
ζρήκαηνο. 

ηελ πνξεία εμαγσγήο ησλ 
ζπκπεξαζκάησλ ζεκαληηθό ξόιν 
παίδεη ε δηαίζζεζε θαη ε επνπηεία. 
Σα ζπκπεξάζκαηα, γηα λα είλαη γε-
ληθά, δελ πξέπεη λα είλαη ζπλέπεηεο 
κόλν ηεο παξαηήξεζεο ηνπ ζρε-
δίνπ. Δίλαη αλαγθαίν λα πξνθύπηνπλ 
κε νξζό ζπιινγηζκό από ηηο ηδηόηε-
ηεο ηνπ ζρήκαηνο, νη νπνίεο άιισ-
ζηε είλαη δπλαηό λα κελ είλαη όιεο 
νξαηέο ζην ζρήκα. Γηα λα θαηα-
ιήμνπκε ζε κία απόδεημε ν δξόκνο 
κπνξεί λα είλαη καθξύο θαη λα 
πεξλάεη κέζα από εηθαζίεο, ιάζε, 
επαλαηνπνζεηήζεηο, κέρξη λα 
νδεγεζνύκε ζηελ ηειηθή κνξθή. 

Δίλαη ινηπόλ θαλεξό όηη νη 
ζπιινγηζκνί καο, γηα ηελ αληηκεηώ-
πηζε ελόο γεσκεηξηθνύ πξνβιήκα-
ηνο, πξέπεη λα είλαη ζεσξεηηθνί, 
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γεληθνί θαη ην ζρέδην ηνπ ζρήκαηνο 
λα έξρεηαη αξσγόο ζηελ πξνζπά-
ζεηα αλαθάιπςεο εθείλσλ ησλ 
ηδηνηήησλ πνπ ζα καο νδεγήζνπλ 
ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Ζ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία εξκε-
λεύεη ηηο κνξθέο ηνπ πεξηβάιινληνο 
ρώξνπ ρξεζηκνπνηώληαο ιίγεο 
πξώηεο αξρέο θαη αμηνπνηώληαο ηε 
ζθέςε θαη ηνλ νξζό ιόγν. 
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1.2 Ιζηνξηθή αλαδξνκή   
ζηε γέλεζε θαη αλάπηπμε     
ηεο Γεωκεηξίαο 

 

Ζ γέλεζε ησλ πξώησλ ελλνηώλ ηεο 
Γεσκεηξίαο είλαη κηα δηαδηθαζία 
πνπ θξάηεζε πνιινύο αηώλεο. Ζ 
δηακόξθσζή ηνπο ήηαλ απνηέιε-
ζκα λνεηηθήο αθαίξεζεο όισλ ησλ 
άιισλ ηδηνηήησλ θαη ζρέζεσλ ησλ 
αληηθεηκέλσλ ηνπ θόζκνπ πνπ καο 
πεξηβάιιεη, εθηόο από ηηο ηδηόηεηεο 
ηεο ακνηβαίαο ζέζεο θαη ηνπ κεγέ-
ζνπο. Οη ηδηόηεηεο απηέο εθθξάδν-
ληαη κε ηελ ηδέα όηη δύν αληηθείκελα 
είλαη «θνληά» ή όηη «άπηνληαη» ην 
έλα ηνπ άιινπ, ηε ζρέζε ηνπο όηαλ 
ην έλα είλαη «κέξνο» ηνπ άιινπ ή 
όηαλ έλα αληηθείκελν βξίζθεηαη 
«κεηαμύ» δύν άιισλ ή ην έλα 
«κέζα» ζην άιιν, θαη ηελ ηδέα ηεο 
ζύγθξηζεο δύν αληηθεηκέλσλ, ηεο  
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εμαθξίβσζεο όηη ην έλα είλαη «κεγα-
ιύηεξν», «κηθξόηεξν» ή «ίζν» κε 
έλα άιιν. ηε δηακόξθσζε ησλ 
γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ, απνθαζηζηη-
θήο ζεκαζίαο πξέπεη λα ήηαλ ε 
πξνζπάζεηα απεηθόληζεο ησλ 
γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ θαη ζρέ-
ζεσλ κε δσγξαθηθέο παξαζηάζεηο, 
πνπ ιεηηνπξγνύζαλ σο κνληέια 
ησλ πξαγκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ. Ζ 
δηαδηθαζία απηή όκσο δελ κπνξεί 
λα ρξνλνινγεζεί ηζηνξηθά. 

Οη πξώηεο γξαπηέο καξηπξίεο 
γεσκεηξηθώλ γλώζεσλ αλάγνληαη 
ζηελ ηξίηε κε δεύηεξε ρηιηεηία π.Υ. 
θαη πξνέξρνληαη από ηνπο ιανύο 
ηεο αξραίαο Αηγύπηνπ θαη ηεο 
Μεζνπνηακίαο. Αλ θαη νη καξηπξίεο 
απηέο δελ είλαη πινύζηεο, σζηόζν 
κπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε κηα 
ηδέα γηα ην ραξαθηήξα ηεο 
Γεσκεηξίαο ζηνπο πνιηηηζκνύο  
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απηνύο. Οη γεσκεηξηθέο γλώζεηο 
ησλ ιαώλ απηώλ ζπλίζηαληαη, θαηά 
θύξην ιόγν, ζηνλ ππνινγηζκό 
επηθαλεηώλ θαη όγθσλ αθνινπζώ-
ληαο κηα «αιγνξηζκηθή» δηαδηθαζία, 
έλαλ θαλόλα, ν νπνίνο εθαξκόδεηαη 
γηα ζπγθεθξηκέλεο αξηζκεηηθέο 
ηηκέο. Με κηθξέο εμαηξέζεηο, ηα 
πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνληαη 
είλαη εκπεηξηθήο πξνέιεπζεο θαη ε 
ιύζε πνπ δίλεηαη δε ζπληζηά ινγηθή 
απόδεημε, αλ θαη ζε κεκνλσκέλεο 
πεξηπηώζεηο πξνβιεκάησλ αλα-
πηύζζνληαη κέζνδνη γεσκεηξηθώλ 
κεηαζρεκαηηζκώλ, νη νπνίεο κπν-
ξνύλ λα ζεσξεζνύλ σο έλα είδνο 
απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο. Απηή ε 
κνξθή Γεσκεηξίαο δηήξθεζε 
πνιινύο αηώλεο ρσξίο λα 
ζεκεησζεί αηζζεηή πξόνδνο. 

Μία λέα πεξίνδνο εγθαηληάδεηαη 
ζηελ αξραία Διιάδα, όπνπ ε  
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Γεσκεηξία κεηαζρεκαηίδεηαη ζε 
αθεξεκέλε απνδεηθηηθή επηζηήκε. 
Δκθαλίδεηαη ε έλλνηα ηεο ινγηθήο 
απόδεημεο πνπ ιεηηνπξγεί σο κέζν-
δνο επηβεβαίσζεο ηεο αιήζεηαο 
κηαο γεσκεηξηθήο πξόηαζεο, αιιά 
θαη σο ζηνηρείν πνπ ζπζηεκαην-
πνηεί ηηο γεσκεηξηθέο γλώζεηο. Έηζη 
εκθαλίδνληαη νη πξώηεο ζπζηεκαηη-
θέο γεσκεηξηθέο πξαγκαηείεο, όπσο 
ηνπ Ηππνθξάηε ηνπ Υίνπ θαη, πεξί 
ην 440 π.Υ., ηα «ηνηρεία» ηνπ 
Δπθιείδε, πνπ απνηέιεζαλ ην επη-
ζηέγαζκα ηεο αξραίαο Διιεληθήο 
καζεκαηηθήο παξάδνζεο, αιιά θαη 
πξόηππν επηζηεκνληθνύ ηδεώδνπο 
γηα πνιινύο αηώλεο. Από κειέηε 
ηεο ζέζεο, ηνπ κεγέζνπο θαη ηεο 
κνξθήο ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκά-
ησλ γηα άκεζεο πξαθηηθέο εθαξκν-
γέο ε Γεσκεηξία κεηακνξθώλεηαη 
ζε επηζηήκε πνπ κειεηά αθεξε-
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κέλα λνεηηθά αληηθείκελα, νη ζρέζεηο 
ησλ νπνίσλ απνδεηθλύνληαη κε ηε 
βνήζεηα κηαο ινγηθήο αθνινπζίαο 
πξνηάζεσλ, μεθηλώληαο από 
νξηζκέλεο ππνζέζεηο πνπ 
ιακβάλνληαη ρσξίο απόδεημε. 

Σελ Διιεληζηηθή αθόκα πεξίνδν 
αλαπηύζζνληαη ζεκειηαθά λέεο κε-
ζνδνη ππνινγηζκνύ επηθαλεηώλ θαη 
όγθσλ (π.ρ. ε κέζνδνο ηεο εμάληιε-
ζεο ζηα έξγα ηνπ Αξρηκήδε), πνπ 
ζηεξίδνληαη ζε αθεξεκέλεο ζεσξε-
ηηθέο πξνζεγγίζεηο θαη βαζηέο καζε-
καηηθέο ζεσξίεο. Δπίζεο, εκθαλίδν-
ληαη αθεξεκέλεο ζεσξίεο γηα λέα 
γεσκεηξηθά αληηθείκελα, ε δπλαηό-
ηεηα εθαξκνγήο ησλ νπνίσλ ζα 
δηεπθξηληζηεί πνιινύο αηώλεο κεηά, 
όπσο π.ρ. ε ζεσξία ησλ θσληθώλ 
ηνκώλ ηνπ Απνιιώληνπ, πνπ ζα 
βξεη εθαξκνγή ζηε Φπζηθή κόιηο ην 
17ν αηώλα. Σελ ίδηα πεξίπνπ επνρή  
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θαίλεηαη όηη άξρηζαλ θαη νη έξεπλεο 
ζηα ζεκέιηα ηεο Γεσκεηξίαο κε ηηο 
πξνζπάζεηεο απόδεημεο ηνπ 
πέκπηνπ αηηήκαηνο ηνπ Δπθιείδε 
(ησλ παξαιιήισλ), νη νπνίεο ζπλε-
ρίζηεθαλ από πνιινύο καζεκαηη-
θνύο ηνπ Αξαβηθνύ θόζκνπ. 

Ζ Δπξσπατθή Αλαγέλλεζε νδή-
γεζε ζε λέα άλζεζε ηεο Γεσκεηξίαο. 
Έλα λέν βήκα πξαγκαηνπνηείηαη κε 
ηελ εηζαγσγή ηεο κεζόδνπ ησλ 
ζπληεηαγκέλσλ από ηνλ Νηεθάξη ην 
πξώην κηζό ηνπ 17νπ αη. Ο λένο 
κεηαζρεκαηηζκόο ηεο Γεσκεηξίαο 
ζπλίζηαηαη ζηε ζύλζεζε ηεο αλα-
πηπζζόκελεο ηόηε Άιγεβξαο κε ηελ 
Αλάιπζε πνπ βξηζθόηαλ ζην ζηάδην 
ηεο γέλεζήο ηεο θαη ηε δεκηνπξγία 
ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο, ε 
νπνία κειεηά ηα γεσκεηξηθά ζρήκα-
ηα κε ηε βνήζεηα ησλ κεζόδσλ ηεο 
Άιγεβξαο. 
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Ζ εθαξκνγή ησλ λέσλ κεζόδσλ 
ηνπ δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ ζηελ 
Αλαιπηηθή Γεσκεηξία νδήγεζε ζηνλ 
πνιιαπιαζηαζκό ησλ θιάδσλ ηεο 
Γεσκεηξίαο. Σν 18ν αη. δηακνξθώ-
λεηαη ε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία ζηα 
έξγα ηνπ Όπιεξ θαη ηνπ Μόλδ, αληη-
θείκελν ηεο νπνίαο αξρηθά γίλνληαη 
νπνηεζδήπνηε ιείεο θακπύιεο θαη 
επηθάλεηεο θαη νη κεηαζρεκαηηζκνί 
ηνπο. ηα κέζα ηνπ 17νπ αη. αλα-
πηύζζεηαη θαη ε Πξνβνιηθή Γεσκε-
ηξία ζηηο κειέηεο ηνπ Νηεδάξγθ θαη 
ηνπ Παζθάι πάλσ ζηελ απεηθόληζε 
ζσκάησλ ζην επίπεδν. Σν αληηθεί-
κελν ηνπ λένπ θιάδνπ επηθεληξώ-
λεηαη από ηνλ Πνλζειέ (1822) ζηε 
κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ησλ επίπε-
δσλ ζρεκάησλ πνπ παξακέλνπλ 
αλαιινίσηεο θαηά ηελ πξνβνιή 
ηνπο από έλα επίπεδν ζε άιιν, ελώ 
ε θαζαπηό ζεσξία ηεο γεσκεηξηθήο  

24 / 6 



απεηθόληζεο (ζε ζπλδπαζκό κε ηα 
πξνβιήκαηα ζρεδίαζεο) νδήγεζε 
ζην ζύζηεκα ηεο Παξαζηαηηθήο 
Γεσκεηξίαο ηνπ Μόλδ. 

ε όινπο ηνπο παξαπάλσ 
θιάδνπο νη ζεκειηαθέο έλλνηεο θαη 
αμηώκαηα παξέκελαλ ζρεδόλ ηα ίδηα 
από ηελ επνρή ηεο αξραίαο Διιά-
δαο. Άιιαδε ην πεδίν ησλ γεσκεηξη-
θώλ αληηθεηκέλσλ πνπ κειεηόληαλ 
θαη νη κέζνδνη πνπ εθαξκόδνληαλ. 
Ρηδηθή αλαηξνπή ηεο εηθόλαο απηήο 
παξνπζηάδεηαη ζηηο αξρέο ηνπ 19νπ 
αη. κε ηελ αλαθάιπςε ηεο κε 
Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο από ηνλ Ν. 
Λνκπαηζέθζθη (1829) θαη ηνλ Γ. 
Μπόιπατ (1832). Ο Λνκπαηζέθζθη, 
μεθηλώληαο από ηελ άξλεζε ηνπ 
πέκπηνπ αηηήκαηνο ηνπ Δπθιείδε, 
θαηαζθεύαζε έλα ινγηθά άςνγν 
ζύζηεκα Γεσκεηξίαο, παξά ην 
γεγνλόο όηη νη ηδηόηεηεο ησλ  

25 / 6 



γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ ζην ζύζηε-
κα πνπ πεξηέγξαθε βξίζθνληαλ ζε 
θαηάθσξε αληίζεζε κε ηε ζπλήζε 
επνπηηθή αληίιεςε ηνπ ρώξνπ. 

Ζ λέα πεξίνδνο πνπ εγθαηληάδεηαη 
κε ηνλ Λνκπαηζέθζθη ραξαθηεξίδε-
ηαη από ηελ αλάπηπμε λέσλ γεσκε-
ηξηθώλ ζεσξηώλ (λέσλ «Γεσκε-
ηξηθώλ»), ηελ αιιαγή ηνπ αληηθεηκέ-
λνπ ηεο Γεσκεηξίαο (αληηθείκελν 
ηεο Γεσκεηξίαο γίλνληαη ηώξα «ρώ-
ξνη» δηάθνξσλ εηδώλ) θαη ην δηαρσ-
ξηζκό ηεο έλλνηαο ηνπ «καζεκαηη-
θνύ» από ηελ έλλνηα ηνπ «πξαγκα-
ηηθνύ» ρώξνπ. Ζ λέα έλλνηα ηνπ 
γεληθεπκέλνπ καζεκαηηθνύ ρώξνπ 
δηαηππώλεηαη ζαθώο από ηνλ 
Ρήκαλ ην 1854 θαη αλνίγεη λέεο 
πξννπηηθέο ζηελ αλάπηπμε ηεο 
Γεσκεηξίαο νδεγώληαο ζηε δε-
κηνπξγία ηεο ιεγόκελεο Ρεκάλεηαο 
Γεσκεηξίαο, ε νπνία βξίζθεη 
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εθαξκνγή ζηε ζεσξία ηεο 
ζρεηηθόηεηαο. Με ηε δύζε ηνπ 19νπ 
αη. ηα ζεκέιηα ηεο Δπθιείδεηαο 
Γεσκεηξίαο, αιιά θαη ησλ άιισλ 
(κε Δπθιείδεησλ) «Γεσκεηξηώλ» 
απνζαθελίδνληαη θαη εθηίζεληαη κε 
ηε κνξθή ζπζηήκαηνο αμησκάησλ. 
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Σα βαζηθά γεωκεηξηθά ζρήκαηα 

ηόρνο ηνπ θεθαιαίνπ απηνύ είλαη ε 
εκπέδσζε θαη ε ζπζηεκαηηθή κειέ-
ηε ησλ πξσηαξρηθώλ ελλνηώλ: 
ζεκείν, επζεία, επίπεδν θαζώο θαη 
ησλ βαζηθώλ γεσκεηξηθώλ 
ζρεκάησλ: επζύγξακκν ηκήκα, 
γσλία, θύθινο, επίπεδν 
επζύγξακκν ζρήκα. Όπσο είδακε, 
νη πξσηαξρηθέο έλλνηεο ζεκείν, 
επζεία, επίπεδν δίλνληαη ρσξίο 
νξηζκό θαη κε βάζε απηέο νξίδνληαη 
ηα βαζηθά γεσκεηξηθά ζρήκαηα, ηα 
νπνία ζα κειεηήζνπκε ζηε 
ζπλέρεηα.  

22  ΚΔΦΑΛΑΙΟ 
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Andrea Mantegna 

(Ιηαλός, περίποσ 1431 - 1506). 

Οροθή από ηεν "Camera degli Sposi" 

(Δωμάηιο ηων Σσδύγων), 

ηοιτογραθία από ηο Δοσκικό Παλάηι , 

ζηε Μάνηοβα ηες Ιηαλίας. 

29 / 8 



Οη πξωηαξρηθέο γεωκεηξηθέο 

έλλνηεο 
 

Όπσο αλαθέξακε ήδε ζηελ 

Δηζαγσγή, ε κειέηε ηεο Γεσκεηξίαο 

μεθηλά από έλλνηεο νη νπνίεο 

πξνθύπηνπλ άκεζα από ηελ 

εκπεηξία καο, όπσο νη έλλνηεο 

ζεκείν, επζεία θαη επίπεδν ηηο 

νπνίεο δερόκαζηε σο πξσηαξρηθέο 

ρσξίο πεξαηηέξσ δηεπθξηλίζεηο. Οη 

έλλνηεο απηέο ππόθεηληαη ζηηο 

παξαθάησ παξαδνρέο: 

• Από δύν ζεκεία δηέξρεηαη 

κνλαδηθή επζεία. 

• Γηα θάζε επζεία ππάξρεη ηνπιάρη-

ζηνλ έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ πνπ 

δελ αλήθεη ζε απηή. 

• Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία θαη 

εθηείλεηαη απεξηόξηζηα θαη πξνο ηηο 
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δύν θαηεπζύλζεηο, ρσξίο δηαθνπέο 

θαη θελά. 

 

2.1 εκεία, γξακκέο θαη    

      επηθάλεηεο 
 

Έλα ζεκείν δελ έρεη δηαζηάζεηο. Σν 

παξηζηάλνπκε κε κηα ηειεία θαη ην 

νλνκάδνπκε κε έλα θεθαιαίν 

γξάκκα (π.ρ. εκείν Α, εκείν Β 

(ζρ.1)). 
 

 
 
 
 
 

Στήμα 1 
 

Αλ κεηαθηλήζνπκε ρσξίο δηαθνπή 

ηε κύηε ηνπ κνιπβηνύ πάλσ ζε έλα 

ραξηί, ηόηε ην ίρλνο ηεο γξάθεη κία  

A 

  

 

• 

 
B 

  

 

• 
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γξακκή (ζρ.2). ε θάζε ζέζε ηνπ 

κνιπβηνύ ην ίρλνο ηεο κύηεο ηνπ 

παξηζηάλεη έλα ζεκείν. 

 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 2 
 

Δπνκέλσο, ε γξακκή κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο κηα ζπλερήο ζεηξά 

ζέζεσλ πνπ παίξλεη έλα θηλεηό 

ζεκείν.  
 

Σε κνξθή (ζρήκα) θάζε ζηεξενύ 

ζώκαηνο ηελ αληηιακβαλόκαζηε 

από ηελ επηθάλεηά ηνπ. Σν ζύλνιν 

ησλ ζεκείσλ ηα νπνία ην ρσξίδνπλ 

από ην πεξηβάιινλ ηνπ νλνκάδεηαη 

επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο. 
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Αξρηθά ζα αζρνιεζνύκε κε ηε 

κειέηε ζρεκάησλ ή γξακκώλ, πνπ 

βξίζθνληαη ζε κηα εηδηθνύ ηύπνπ 

επηθάλεηα, ην επίπεδν. 

 

2.2 Σν επίπεδν 
 
 

Ζ απινύζηεξε από όιεο ηηο 

επηθάλεηεο είλαη ε επίπεδε επηθά-

λεηα ή απιά ην επίπεδν. Ζ 

επηθάλεηα ηνπ πίλαθα, ε επηθάλεηα 

ελόο ιείνπ δαπέδνπ, ε επηθάλεηα 

κηαο ήξεκεο ιίκλεο θηι. καο δίλνπλ 

ηελ εηθόλα ελόο επηπέδνπ. 

ην πξώην κέξνο ηεο Γεσκεηξίαο, 

πνπ ιέγεηαη επηπεδνκεηξία δε ζα 

νξίζνπκε ην επίπεδν νύηε ηα 

αμηώκαηα πνπ ην ραξαθηεξίδνπλ, 

αιιά ζα ην κειεηήζνπκε  
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εμεηάδνληαο ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρε-

κάησλ, ησλ νπνίσλ όια ηα ζηνηρεία 

πεξηέρνληαη ζην ίδην επίπεδν. Σα 

ζρήκαηα απηά νλνκάδνληαη επίπεδα 

ζρήκαηα. 

 

2.3 Η επζεία 
 

Γλσξίδνπκε όηη από δύν 

δηαθνξεηηθά ζεκεία Α,Β δηέξρεηαη 

κνλαδηθή επζεία. Σελ επζεία απηή 

νλνκάδνπκε επζεία ΑΒ ή ΒΑ (ζρ.3). 

Δπίζεο κία επζεία ζπκβνιίδεηαη είηε 

κε έλα κηθξό γξάκκα (ε, δ, …) ηνπ 

ειιεληθνύ αιθαβήηνπ είηε σο x'x. 

Πξνθαλώο δύν δηαθνξεηηθέο 

επζείεο δελ κπνξεί λα έρνπλ δύν 

θνηλά ζεκεία. Άξα ζα έρνπλ έλα 

κόλν θνηλό ζεκείν ή θαλέλα. Γύν 

επζείεο πνπ έρνπλ έλα κόλν θνηλό  
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ζεκείν ιέγνληαη ηεκλόκελεο επζείεο 

θαη ην θνηλό ζεκείν ηνπο ιέγεηαη 

ηνκή ησλ δύν επζεηώλ, ελώ δύν 

επζείεο πνπ δελ έρνπλ θνηλό ζεκείν 

ιέγνληαη παξάιιειεο. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 3 
 

Σν επζύγξακκν ηκήκα  
 

2.4 Η εκηεπζεία 
 

Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία θαη 

εθηείλεηαη απεξηόξηζηα ρσξίο 

δηαθνπέο θαη θελά. Έζησ κία επζεία  

A 

  

 

• 

 

• 

 

Β 

  

 
x' 

  

 

y' 

  

 
O 

  

 

x 

  

 
y 

  

 

ε 

  

 

δ 
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x'x θαη ζεκείν ηεο Α (ζρ.4). Σόηε ην 

ζεκείν ρσξίδεη ηελ επζεία ζε δύν 

κέξε ηα νπνία ζπκβνιίδνπκε Ax θαη 

Ax' θαη ηα νλνκάδνπκε εκηεπζείεο 

κε αξρή ην ζεκείν Α. 

 
 
 
 

Στήμα 4 
 

Ζ επζεία x'x ιέγεηαη θνξέαο ηεο 
εκηεπζείαο Ax (ζρ.5). Γύν εκηεπζείεο 
Ax, Ay  κε κόλν θνηλό ζεκείν ηελ 
αξρή ηνπο Α, όηαλ έρνπλ ηνλ ίδην 

θνξέα ιέγνληαη αληηθείκελεο (ζρ.6). 
 
 
 
 

Στήμα 5 
 

A 

  

 

• 

 
x' 

  

 

x 

  

 

A 

  

 

• 

 
x' 

  

 

x 
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Στήμα 6 
 

2.5 Σν επζύγξακκν ηκήκα 
 

ε επζεία ε ζεσξνύκε δύν δηαθνξε-

ηηθά ζεκεία Α,Β. Δπζύγξακκν 
ηκήκα ΑΒ ή ΒΑ (ζρ.7) ιέγεηαη ην 
ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα δύν 
ζεκεία Α, Β θαη ηα ζεκεία ηεο 
επζείαο ε πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ 
ηνπο. 
 
 
 
 

Στήμα 7 
 

Σα ζεκεία Α θαη Β ιέγνληαη άθξα 
ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο, ελώ ε  

A 

  

 

• 

 
x' 

  

 

x 

  

 

A 

  

 

• 

 
Γ 

  

 

ε 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 
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επζεία ε ιέγεηαη θνξέαο ηνπ ηκήκα-
ηνο. Σα ζεκεία ελόο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο, εθηόο ησλ άθξσλ ηνπ, 

ιέγνληαη εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ 
ηκήκαηνο. Αλ π.ρ. ην Γ είλαη 
εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ 
(ζρ.7), ιέκε όηη ηα Α,Β βξίζθνληαη 

εθαηέξωζελ ηνπ Γ, ελώ ηα Β, Γ είλαη 

πξνο ην ίδην κέξνο ηνπ Α. Γύν 
ηκήκαηα, πνπ έρνπλ θνηλό έλα άθξν 
θαη δελ έρνπλ θνηλά εζσηεξηθά 
ζεκεία, ιέγνληαη δηαδνρηθά. 
 
 
 
 
 
 

 

2.6 Μεηαηνπίζεηο ζην επίπεδν 
 

Γηα θάζε επίπεδν ζρήκα δερόκαζηε 

όηη κπνξεί λα κεηαηνπηζζεί κέζα  

εκείωζε: 
Όηαλ ιέκε όηη πξνεθηείλνπκε ην 
ηκήκα ΑΒ, ζα ελλννύκε πξνο ην 
κέξνο ηνπ Β, ελώ ην ΒΑ πξνο ην 
κέξνο ηνπ Α. 
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ζην επίπεδν πεγαίλνληαο από ηελ 
αξρηθή ηνπ ζέζε ζε κηα νπνηαδή-
πνηε άιιε ζέζε θαη λα παξακέλεη 
αλαιινίωην ωο πξνο ηε κνξθή θαη 
ην κέγεζνο. 
Σν ηειηθό ζρήκα πνπ πξνθύπηεη 
(δειαδή ην αξρηθό ζρήκα ζηελ 

ηειηθή ζέζε) ιέγεηαη νκόινγν (ή 

εηθόλα) ηνπ αξρηθνύ. 
 

2.7 ύγθξηζε επζπγξάκκωλ 
ηκεκάηωλ 
 

• Ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα 
 

Γύν επζύγξακκα ηκήκαηα ιέγνληαη 

ίζα, όηαλ κε θαηάιιειε κεηαηόπηζε 
ζπκπίπηνπλ. 
Γηα ηελ ηζόηεηα επζύγξακκσλ 
ηκεκάησλ δερόκαζηε ην παξαθάησ 
αμίσκα: 

Έζηω έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. 
Σόηε γηα θάζε εκηεπζεία Γx  
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ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν ηεο Γ, 
ώζηε ΑΒ = ΓΓ (ζρ.8). Άκεζε ζπλέ-
πεηα ηνπ παξαπάλσ αμηώκαηνο 
είλαη ε επόκελε θαηαζθεπή. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 8 
 

• Καηαζθεπή επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο ίζνπ πξνο δνζκέλν 
 

Έζησ ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ θαη 
ε εκηεπζεία Γx. Δθαξκόδνπκε ηε κηα 
αθίδα ηνπ δηαβήηε ζην Α θαη ηελ 
άιιε ζην Β θαη, ζηε ζπλέρεηα, 
θξαηώληαο ζηαζεξό ην άλνηγκα ηνπ  

A 

  

 

B 

  

 

Γ 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

x 
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δηαβήηε ηνπνζεηνύκε ην έλα άθξν 
ηνπ ζην Γ, νπόηε ην άιιν άθξν ηνπ 
νξίδεη ην ζεκείν Γ ηεο Γx (ζρ.8). 
Σόηε ην ηκήκα ΓΓ είλαη ίζν κε ην 
αξρηθό. 
 

• Γεωκεηξηθέο θαηαζθεπέο 
 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία ιέγεηαη 

γεωκεηξηθή θαηαζθεπή. Θα ιέκε 
όηη έλα ζρήκα θαηαζθεπάδεηαη 
γεσκεηξηθά, όηαλ κπνξνύκε λα ην 
ζρεδηάζνπκε ρξεζηκνπνηώληαο 

απνθιεηζηηθά ηα γεωκεηξηθά 
όξγαλα, δειαδή ηνλ θαλόλα (ρσξίο 

ππνδηαηξέζεηο) θαη ην δηαβήηε. 
 

• Μέζν επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
 

Μέζν ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
ΑΒ νλνκάδεηαη έλα εζσηεξηθό ηνπ 
ζεκείν Μ ηέηνην, ώζηε ΑΜ = ΜΒ 
(ζρ.9). Γερόκαζηε όηη θάζε ηκήκα 
έρεη κνλαδηθό κέζν. 
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Στήμα 9 
 

• Άληζα επζύγξακκα ηκήκαηα 
 

Έζησ δύν επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΒ 
θαη ΓΓ. Πξνεθηείλνπκε ην ΓΓ νπόηε 
πξνθύπηεη ε εκηεπζεία Γx. 
Μεηαηνπίδνπκε ην ΑΒ ώζηε ην Α λα 
ηαπηηζηεί κε ην Γ. Σόηε ζα ππάξρεη 
κνλαδηθό ζεκείν Δ ηεο Γx, ώζηε   
ΑΒ = ΓΔ. 
• Αλ ην Δ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν 
ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ, ζα ιέκε όηη ην 
ηκήκα ΑΒ είλαη κηθξόηεξν από ην 
ΓΓ. πκβνιίδνπκε ΑΒ < ΓΓ (ζρ. 
10α). 
• Αλ ην Δ ηαπηίδεηαη κε ην Γ, ηόηε 
ΑΒ=ΓΓ, όπσο πξνεγνύκελα 
(ζρ.10β). 

A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 

M 

  

 

• 
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• Αλ ην Δ δελ είλαη εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ, ζα ιέκε 
όηη ην ηκήκα ΑΒ είλαη κεγαιύηεξν 
από ην ΓΓ. πκβνιίδνπκε ΑΒ>ΓΓ 
(ζρ.10γ). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 10 

A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 Γ 

  

 

• 

 Δ 

  

 

Γ 

  

 

• 

 
x 

  

 A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 Γ 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

α 

  

 

β 

  

 
A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 Γ 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

• 

 
Δ 

  

 

γ 
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2.8 Πξάμεηο κεηαμύ επζπγξάκκωλ 
ηκεκάηωλ 
 

Έζησ δύν επζύγξακκα ηκήκαηα 
ΑΒ, ΓΓ. 

(i) Με ηε βνήζεηα ηνπ δηαβήηε 
νξίδνπκε πάλσ ζε κία επζεία ε ηα 
δηαδνρηθά ηκήκαηα ΔΕ = ΑΒ θαη    
ΕΖ = ΓΓ (ζρ.11).  
 
 
 
 
 
 

Στήμα 11 
 

Έηζη θαηαζθεπάδνπκε ην ηκήκα ΔΖ, 

πνπ ιέγεηαη άζξνηζκα ησλ ΑΒ θαη 

ΓΓ θαη γξάθνπκε ΔΗ = ΑΒ + ΓΓ. Ζ 

δηαδηθαζία απηή ιέγεηαη πξόζζεζε 
δύν επζύγξακκσλ ηκεκάησλ. ηελ 
πξόζζεζε επζύγξακκσλ ηκεκάησλ  

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

ε 

  

 

Δ 

  

 

• 

 

Ε 

  

 

• 

 

Ζ 

  

 

• 
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ηζρύνπλ ηδηόηεηεο αλάινγεο κε 
απηέο πνπ ηζρύνπλ ζηελ πξόζζεζε 
αξηζκώλ (βι. Γξαζηεξηόηεηα). 

(ii) Αλ ΑΒ < ΓΓ ηόηε ππάξρεη 
εζσηεξηθό ζεκείν Δ ηνπ ΓΓ, ώζηε 
ΓΔ = ΑΒ (ζρ.12). Σν ηκήκα ΔΓ 
ιέγεηαη δηαθνξά ηνπ ΑΒ από ην ΓΓ 
θαη ζπκβνιίδεηαη ΔΓ = ΓΓ - ΑΒ. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 12 
 

(iii) Αλ λ θπζηθόο αξηζκόο, ηόηε 
νλνκάδεηαη γηλόκελν ηνπ ηκήκαηνο 
ΑΒ επί ην θπζηθό αξηζκό λ ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΔΕ, ην νπνίν 
είλαη ην άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ  

A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 Γ 

  

 

• 

 Δ 

  

 

Γ 

  

 

• 
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επζύγξακκσλ ηκεκάησλ ίζσλ πξνο 
ην ΑΒ (ζρ.13). Γξάθνπκε 
 

ΔΕ = λ  ΑΒ ή ηζνδύλακα  ΑΒ =  
 
 
 
 
 
 

Στήμα 13 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δ 

  

 

• 

 

A 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 

 

• 

 

• 

 

Ε 

  

 

• 

 
• 

 

• 

 

• 

 λ όξνη 

  

 

ΔΕ 

 λ 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ 
Αλ ΑΒ = ΓΑ, ηόηε ε δηαθνξά     
ΓΑ - ΑΒ είλαη έλα επζύγξακκν 
ηκήκα, ηα άθξα ηνπ νπνίνπ ζπ-
κπίπηνπλ. Σν ηκήκα απηό 
ιέγεηαη κεδεληθό επζύγξακκν 
ηκήκα. 
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2.9 Μήθνο επζπγξάκκνπ ηκήκα-
ηνο - Απόζηαζε δπν ζεκείωλ 
 

• Μήθνο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
 

Δίπακε παξαπάλσ όηη κπνξνύκε 
λα ζπγθξίλνπκε θάζε επζύγξακκν 
ηκήκα κε έλα άιιν επζύγξακκν 
ηκήκα. Έλα ηκήκα κε ην νπνίν  

Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να απνδείμεηε ηηο  
παξαθάησ ηδηόηεηεο  
πνπ ηζρύνπλ ζηελ  
πξόζζεζε ησλ επζύγξακκσλ 
ηκεκάησλ: 
i) ΑΒ + ΓΓ = ΓΓ + ΑΒ 
(αληηκεηαζεηηθή) 
ii) (ΑΒ+ΓΓ) + ΔΕ =          
                            = ΑΒ + (ΓΓ +ΔΕ) 
(πξνζεηαηξηζηηθή). 
 

47 / 12-13 



ζπγθξίλνπκε όια ηα επζύγξακκα 
ηκήκαηα ιέγεηαη κνλάδα κήθνπο. 
Θα δνύκε ζηε ζπλέρεηα (Κεθάιαην 
7) όηη γηα δύν νπνηαδήπνηε επζύ-
γξακκα ηκήκαηα ΓΓ θαη ΑΒ ππάξρεη 
έλαο ζεηηθόο αξηζκόο ξ (όρη απαξαί-
ηεηα θπζηθόο), ώζηε ΓΓ = ξΑΒ. 
Έηζη, αλ ζεσξήζνπκε σο κνλάδα 
κήθνπο ην ΑΒ, ηόηε ν αξηζκόο ξ 
ιέγεηαη κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο ΓΓ. 
 
 
 
 
 
 
 

• Απόζηαζε δύν ζεκείωλ 
 

Έζησ δύν ζεκεία Α,Β (ζρ.14). Σν 
κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο  

ΗΜΔΙΩΗ 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ζα 
ζπκβνιίδεηαη κε (ΑΒ) ή απινύ-
ζηεξα κε ΑΒ, όηαλ δελ ππάξρεη 
πεξίπησζε ζύγρπζεο. 
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ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ ζεκείσλ 
Α θαη Β. 
 
 
 

Στήμα 14 
 

2.10 εκεία ζπκκεηξηθά ωο         
         πξνο θέληξν 
 

Έζησ Ο ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Σόηε 
γηα θάζε ζεκείν Α, ππάξρεη 
κνλαδηθό ζεκείν Β ηέηνην, ώζηε ην 
Ο λα είλαη ην κέζν ηνπ ΑΒ. 
Πξάγκαηη αξθεί λα πξνεθηείλνπκε 
ην ηκήκα ΑΟ θαη ζηελ εκηεπζεία Οx 
λα πάξνπκε ηκήκα ΟΒ = ΟΑ (ζρ.15). 
Σν ζεκείν Β ιέγεηαη ζπκκεηξηθό ηνπ 
Α σο πξνο Ο. Πξνθαλώο θαη ην Α 
είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Β σο πξνο ην 
Ο. Σα ζεκεία Α θαη Β ιέγνληαη 
ζπκκεηξηθά ζεκεία σο πξνο θέληξν 
ζπκκεηξίαο ην ζεκείν Ο.  

A 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 
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Παξαηεξνύκε όηη ηα άθξα ελόο 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο είλαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ην κέζν ηνπ. 
 
 
 
 

Στήμα 15 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. Γύν δηαθνξεηηθέο επζείεο κπνξεί 
λα έρνπλ:  
i) θαλέλα θνηλό ζεκείν  
ii) έλα θνηλό ζεκείν  
iii) δύν θνηλά ζεκεία  
iv) άπεηξα θνηλά ζεκεία 
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
2. ην παξαθάησ ζρήκα πνηεο 
εκηεπζείεο νξίδνληαη: 
i) κε αξρή ην Α, 
ii) κε αξρή ην Β. 

A 

  

 

• 

 

B 

  

 

• 

 

O 

  

 

• 

 

x 
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Πνηεο από απηέο είλαη αληηθείκελεο; 
3. Σα ζεκεία Α,Β,Γ θαη Γ είλαη 
ζπλεπζεηαθά. Αλ ην Β είλαη κεηαμύ 
ησλ Α, Γ θαη ην Γ κεηαμύ ησλ Α, Γ, 
λα δηθαηνινγήζεηε γηαηί ην Γ είλαη 
κεηαμύ ησλ Β, Γ. 
 
 
4. Οη εκηεπζείεο Ox' θαη Ox ηνπ 
παξαθάησ ζρήκαηνο είλαη 
αληηθείκελεο; 
 
 
 
 

5. Πόζεο επζείεο νξίδνπλ ηξία 
δηαθνξεηηθά ζεκεία; 
 
 
 

y 

  

 

A 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 

 
x 

  

 

A 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

x' 

  

 

x 

  

 

Ο 
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Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. Να γξάςεηε ηα επζύγξακκα 
ηκήκαηα πνπ νξίδνληαη από όια ηα 
ζεκεία ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ: 
 
 
 
 
 
2. ρεδηάζηε ηξεηο επζείεο, νη νπνίεο 
λα ηέκλνληαη αλά δπν, ρσξίο λα 
δηέξρνληαη όιεο από ην ίδην ζεκείν 
θαη βξείηε:  
i) πόζα είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ 
επζεηώλ,  
ii) πόζεο εκηεπζείεο θαη πόζα 
επζύγξακκα ηκήκαηα νξίδνληαη. 
3. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα 
δηαδνρηθά ζεκεία Α, Β, Γ θαη Α ώζηε 
ΑΒ = ΓΓ. Να δηθαηνινγήζεηε όηη    
ΑΓ = ΒΓ. 

A 

  

 

• 

 

Β 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

Γ 

  

 

• 

 

i) 

  

 

A 
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K 
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Γ 

  

 

ii) 
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4. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα 
δηαδνρηθά ζεκεία Α, Β θαη Γ. Αλ Μ 
θαη Ν ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΒΓ 
αληίζηνηρα, λα δηθαηνινγήζεηε όηη 
ΑΓ = 2ΜΝ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα 
δηαδνρηθά επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΓ. Αλ Δ, Ε είλαη ηα κέζα ησλ 
ΑΒ θαη ΓΓ αληίζηνηρα, λα 
απνδείμεηε όηη: 
 
                            
 
ii) AΓ + ΒΓ = ΑΓ + ΒΓ 
 

2. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηκήκα ΑΒ, 
ην κέζν ηνπ Μ, Γ ηπραίν εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΜΒ θαη Γ ηπ-
ραίν ζεκείν εμσηεξηθό ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. Να απνδείμεηε όηη: 
 

i) EZ = 

  

 

AΓ + ΒΓ 

  

 

2 
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3. i) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε 
ηξηάδα ζπλεπζεηαθώλ ζεκείσλ Α, Β, 
Γ, ηζρύεη ΑΒ ≤ ΑΓ + ΓΒ.  
ii) Αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Α είλαη 
ζπλεπζεηαθά, λα απνδείμεηε όηη    
ΑΓ ≤ ΑΓ + ΓΒ + ΒΓ. 
 

ύλζεηα ζέκαηα 
1. Αλ Α, Β, Γ είλαη ηξία ζπλεπζεηαθά 
ζεκεία θαη Α, Δ ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ 
αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη 
 
 
 

2. Από κηα πεξηνρή δηέξρνληαη 
ηέζζεξηο επζείεο νδνί, έηζη ώζηε 
αλά δύν λα δηαζηαπξώλνληαη θαη 
αλά ηξεηο λα κε δηέξρνληαη από ην 
ίδην ζεκείν. Ζ ηξνραία γηα λα 
δηεπθνιύλεη ηελ θίλεζε ζέιεη λα  

i) ΓΜ = 

  

 

ΓΑ - ΓΒ 

  

 

2 

  

 

ii) ΓΜ = 

  

 

ΓΑ + ΓΒ 

  

 

2 

  

 

 ΓΔ = 

  

 

ΒΓ 

  

 

2 
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ηνπνζεηήζεη έλαλ ηξνρνλόκν ζε 
θάζε δηαζηαύξσζε.                   
Πόζνη ηξνρνλόκνη ρξεηάδνληαη; Να 
εμεηαζζεί ην ίδην πξόβιεκα           
γηα λ δξόκνπο (λ ≥ 2). 
 

 

Γωλίεο 
 

2.11  Ηκηεπίπεδα 
 

Γηα ην επίπεδν δερόκαζηε όηη: 
Κάζε επζεία ε ελόο επηπέδνπ Π 
ρσξίδεη ην επίπεδν απηό ζε δύν 

κέξε Π1 θαη Π2, ηα νπνία βξίζθνληαη 

εθαηέξσζελ απηήο. 

Σα ζεκεία ηνπ Πξ καδί κε ηα ζεκεία 
ηεο ε (ζρ.16) απνηεινύλ 
έλα ζρήκα πνπ ιέγεηαη εκηεπίπεδν. 
Γηα λα θαζνξηζζεί έλα εκηεπίπεδν, 
αξθεί λα μέξνπκε, εθηόο από ηελ 
επζεία ε, έλα αθόκα ζεκείν ηνπ. 
Έζησ Α απηό ην ζεκείν (ζρ.16),  
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ηόηε ην Π1 ζπκβνιίδεηαη θαη (ε,Α). 

Όκνηα ην Π2  ζπκβνιίδεηαη (ε,Β). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 16 
 

Γηα ηα εκηεπίπεδα Π1 θαη Π2 

δερόκαζηε όηη: 

Αλ δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ 
βξίζθνληαη εθαηέξωζελ κίαο 
επζείαο ε, ηόηε ε επζεία ε ηέκλεη 
ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ 
νξίδνπλ ηα δύν ζεκεία. 
Έηζη ε ε ηέκλεη ην ΑΒ ζην ζεκείν Γ, 
πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Α θαη Β, 
ελώ δελ ηέκλεη ην ΓΕ (ζρ.16). 
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2.12  Η γωλία 
 

Από ηπραίν ζεκείν Ο ελόο 
επηπέδνπ θέξνπκε δύν εκηεπζείεο 
Ox θαη Oy (ζρ.17), νη νπνίεο δελ 
έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα. Έζησ ζεκεία 
Α, Β ησλ εκηεπζεηώλ Ox, Oy 
αληίζηνηρα. Σν ζρήκα πνπ 
απνηειείηαη από ηα θνηλά ζεκεία 
ησλ εκηεπηπέδσλ (Ox, B) θαη (Oy, A) 
ιέγεηαη θπξηή γσλία κε θνξπθή Ο 
θαη πιεπξέο Ox θαη Oy.  
 

πκβνιίδεηαη κε x   y ή y   x ή      ή  
 

A   B ή B   A (ζρ.17) θαη είλαη 
θαλεξό όηη θαζνξίδεηαη από ηηο 
πιεπξέο ηεο.  
Σα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ, πνπ δελ  
 

αλήθνπλ ζηελ θπξηή γσλία x   y, 
καδί κε ηα ζεκεία ησλ εκηεπζεηώλ 
Ox θαη Oy ιέγεηαη κε θπξηή γσλία  
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κε θνξπθή O θαη πιεπξέο Ox θαη 
Oy.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 17 
 

Σα ζεκεία κίαο γσλίαο, πνπ δελ 
αλήθνπλ ζηηο πιεπξέο ηεο ιέγνληαη 
εζσηεξηθά ζεκεία ηεο θαη 
απνηεινύλ ην εζσηεξηθό ηεο γσ-
λίαο. Σα ζεκεία πνπ δελ αλήθνπλ 
ζηε γσλία ιέγνληαη εμσηεξηθά 
ζεκεία ηεο θαη απνηεινύλ ην 
εμσηεξηθό ηεο γσλίαο. ηελ εηδηθή  
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πεξίπησζε πνπ νη εκηεπζείεο Ox 
θαη Oy έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα ηόηε: 
• Αλ νη εκηεπζείεο Ox θαη Oy 
ηαπηίδνληαη, ηόηε νξίδνπλ κία κόλν 
εκηεπζεία Ox (ζρ.18) θαη ε θπξηή  
 

γσλία x   y ιέγεηαη κεδεληθή γσλία,  
 

ελώ ε κε θπξηή γσλία x   y 
ηαπηίδεηαη κε όιν ην επίπεδν 
(ζρ.19) θαη ιέγεηαη πιήξεο γσλία. 
 
 
 
 
 

Στήμα 18 
 
 
 
 
 

Στήμα 19 
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• Αλ νη εκηεπζείεο Ox, Oy είλαη 
αληηθείκελεο (ζρ.20), ηόηε θαζέλα 
από ηα δύν εκηεπίπεδα πνπ νξίδεη 
ε επζεία xy ιέγεηαη επζεία γσλία. 
ηα επόκελα, όηαλ ζα ιέκε απιώο 
γσλία, ζα ελλννύκε θπξηή γσλία. 
 
 
 
 

Στήμα 20 
 

2.13   ύγθξηζε γωληώλ 
 

Αο ζεσξήζνπκε δύν γσλίεο A   B  
 

θαη A   B' πνπ έρνπλ θνηλή θνξπθή 
O, ηελ OA θνηλή πιεπξά θαη ηηο OB, 
OB' πξνο ην ίδην εκηεπίπεδν σο 
πξνο ην θνξέα ηεο OA (ζρ.21α). 
Σόηε: 

(i) Αλ νη πιεπξέο OB θαη OB' 
ζπκπίπηνπλ, ιέκε όηη νη γσλίεο  
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είλαη ίζεο θαη γξάθνπκε A   B =  
 

= A   B'. 

(ii) Αλ ε πιεπξά OB' βξίζθεηαη ζην  
 

εζσηεξηθό ηεο γσλίαο A   B, ιέκε  
 

όηη ε γσλία A   B' είλαη κηθξόηεξε  
 

από ηε γσλία A   B θαη γξάθνπκε  
 

A   B' < A   B. 

(iii) Αλ ε πιεπξά OB' βξίζθεηαη  
 

εθηόο ηεο γσλίαο A   B, ιέκε όηη ε  
 

γσλία A   B' είλαη κεγαιύηεξε από  
 

ηε γσλία A   B θαη γξάθνπκε  
 

A   B > A   B. 
Γηα λα ζπγθξίλνπκε δύν γσλίεο  
 

A   B θαη Γ   Γ πνπ βξίζθνληαη ζε  
ηπραία ζέζε κεηαηνπίδνπκε ηελ  
 

Γ   Γ έηζη ώζηε, ε θνξπθή ηεο Κ λα 
ηαπηηζζεί κε ην Ο θαη ε κία ηεο 
πιεπξά ΓΚ λα ζπκπέζεη κε ηελ  
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πιεπξά ΟΑ ηεο γσλίαο A   B.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 21α 
 

Σόηε έρνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 
• Αλ ε πιεπξά ΚΓ ζπκπίπηεη κε ηελ 
ΟΒ, ηόηε νη γσλίεο είλαη ίζεο:        
 

A   B = Γ   Γ (ζρ.21 β)  
 
 
 
 
 
 
 
                                          Στήμα 21β 
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• Αλ ε πιεπξά ΚΓ βξίζθεηαη ζην  
 

εζσηεξηθό ηεο γσλίαο A   B, ηόηε ε  
 

γσλία Γ   Γ είλαη κηθξόηεξε ηεο  
 

Α   Β : Γ   Γ < A   B (ζρ.21γ). 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 21γ 
 
 
• Αλ ε πιεπξά ΚΓ βξίζθεηαη ζην  
 
εμσηεξηθό ηεο γσλίαο A   B, ηόηε ε  
 

γσλία Γ   Γ είλαη κεγαιύηεξε ηεο  
 

A   B: Γ   Γ > A   B (ζρ.21 δ). 
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Στήμα 21δ 
 

Γηρνηόκνο γωλίαο 
 

Γηρνηόκνο κηαο γσλίαο x   y ιέγεηαη 
ε εκηεπζεία Οδ, πνπ βξίζθεηαη ζην  
 
 
 
 
 
 

 
Στήμα 22 
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εζσηεξηθό ηεο γσλίαο θαη ηε 
ρσξίδεη ζε δύν ίζεο γσλίεο, δειαδή  
 

x   δ = δ   y (ζρ.22). Γερόκαζηε όηη 
θάζε γσλία έρεη κνλαδηθή δηρνηόκν. 
 

Κάζεηεο επζείεο - Δίδε γωληώλ 
 
Έζησ x   y κηα επζεία γσλία θαη Οδ 
ε δηρνηόκνο ηεο (ζρ.23). Καζεκία  
 

από ηηο ίζεο γσλίεο x   δ θαη δ   y 
πνπ πξνθύπηνπλ ιέγεηαη νξζή 
γσλία, θαη ζα ηε ζπκβνιίδνπκε L. Οη 
θνξείο ησλ πιεπξώλ κίαο νξζήο 
γσλίαο νλνκάδνληαη επζείεο θάζεηεο 
κεηαμύ ηνπο. Γύν θάζεηεο επζείεο ε1, 

ε2 ηηο ζπκβνιίδνπκε κε ε1    ε2 

(ζρ.24). 
Μηα θπξηή γσλία ζα ιέγεηαη νμεία αλ 
είλαη κηθξόηεξε από νξζή γσλία, 
ελώ ζα ιέγεηαη ακβιεία αλ είλαη  
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κεγαιύηεξε από νξζή γσλία 
(ζρ.25). 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 23 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 24 
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Στήμα 25 
 

2.14  Δπζεία θάζεηε από ζεκείν   
           ζε επζεία 
 

Αο ζεσξήζνπκε επζεία x'x θαη έλα 
ζεκείν Α (ζρ.26). Av ην Α είλαη 
ζεκείν ηεο επζείαο θαη Αδ ε 
δηρνηόκνο ηεο επζείαο γσλίαο x   x', 
ηόηε από ηνλ νξηζκό ηεο νξζήο 
γσλίαο πξνθύπηεη όηη Αδ    x'x . 

Οξζή γσλία 
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Στήμα 26 
 

Αλ ππνζέζνπκε όηη θαη κηα άιιε 
επζεία Az (ζρ.26), δηαθνξεηηθή ηεο 
Αδ, είλαη θάζεηε ζηελ xx', ηόηε ζα  
 

είλαη x   z = z   x' = 1 L, δειαδή ε Az  
 

είλαη δηρνηόκνο ηεο x   x'. Απηό, 
όκσο, είλαη άηνπν, γηαηί ε 
δηρνηόκνο είλαη κνλαδηθή. 

Απνδείμακε ινηπόλ όηη: Από θάζε 

ζεκείν επζείαο άγεηαη κία κόλν 
θάζεηνο ζε απηή. Σν ίδην ζπκβαίλεη 
(ζρ.27) όηαλ ην A δελ είλαη ζεκείν 
ηεο επζείαο. Μπνξνύκε ινηπόλ λα 
ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ύπαξμε θαη ηε 
κνλαδηθόηεηα ηεο θαζέηνπ, έλλνηεο 

Α 

  

 

x 

  

 

z 

  

 

δ 

  

 

x' 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α 

  

 

68 / 16-17 



ηηο νπνίεο ζα δηαπξαγκαηεπζνύκε 
κε πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο 
παξαθάησ (βι. §.3.5), όπνπ θαη ζα 
γίλεη ε θαηαζθεπή ηεο θαζέηνπ κε 
ρξήζε θαλόλα θαη δηαβήηε. 
Σν κήθνο ηνπ κνλαδηθνύ θάζεηνπ 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο AO πνπ 
άγεηαη από ην ζεκείν A ζηελ επζεία 
x'x ιέγεηαη απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ 
A από ηελ επζεία x'x (ζρ.27). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 27 
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ΥΟΛΙΟ 
Μέζνδνο ηεο «απαγωγήο ζε 
άηνπν» 
ηελ απόδεημε ηεο κνλαδηθό-
ηεηαο ηεο θαζέηνπ ζε επζεία, 
από ζεκείν Α ηεο επζείαο, 
ππνζέζακε όηη εθηόο ηεο Αδ 
ππάξρεη θαη άιιε θάζεηνο πξνο 
ηε x'x (δειαδή όηη ην ζπκπέ-
ξαζκα δελ είλαη αθξηβέο) θαη  
 

θαηαιήμακε όηη ε γσλία x'   x 
έρεη δύν δηρνηόκνπο, ην νπνίν 
είλαη «άηνπν» (δειαδή έξρεηαη 
ζε αληίθαζε κε ηελ ππόζεζε ή 
άιιε γλσζηή πξόηαζε). Ο 
παξαπάλσ ηξόπνο απόδεημεο 
ιέγεηαη κέζνδνο ηεο «απαγσγήο 
ζε άηνπν». 
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• Μεζνθάζεηνο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο - εκεία ζπκκεηξηθά ωο 
πξνο άμνλα 
Ζ επζεία ε πνπ είλαη θάζεηε ζην 
επζύγξακκν ηκήκα AB θαη δηέξρεηαη 
από ην κέζν ηνπ ιέγεηαη 
κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο AB (ζρ.28). 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 28 
 

Σα ζεκεία A, B ιέγνληαη ζπκκεηξηθά 
σο πξνο ηελ επζεία ε. Ζ επζεία ε 
ιέγεηαη άμνλαο ζπκκεηξίαο. 
Γηα λα βξνύκε επνκέλσο ην 
ζπκκεηξηθό ελόο ζεκείνπ Μ σο  
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πξνο κηα επζεία ε, θέξνπκε ην 
θάζεην ηκήκα από ην Μ πξνο ηελ 
επζεία θαη πξνεθηείλνπκε θαηά ίζν 
ηκήκα. Σν άθξν Μ' ηεο πξνέθηαζεο 
απηήο είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Μ 
(ζρ.29). Σν ζπκκεηξηθό σο πξνο ηελ 
επζεία ε θάζε ζεκείνπ ηεο νξίδεηαη 
λα είλαη ην ίδην ην ζεκείν. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 29 
 

2.15 Πξάμεηο κεηαμύ γωληώλ 
 

• Δθεμήο γωλίεο 
 

Γύν γσλίεο ιέγνληαη εθεμήο, αλ 
έρνπλ θνηλή θνξπθή, κία πιεπξά 
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θνηλή θαη ηηο κε θνηλέο πιεπξέο 
εθαηέξσζελ ηεο θνηλήο, π.ρ. νη  
 

γσλίεο x   y θαη y   z (ζρ.30) είλαη 
εθεμήο. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 30 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 31 
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Ζ γσλία Α   Β (ζρ. 31) είλαη εθεμήο  
 

κε ηε Β   Γ, θαη ε Β   Γ είλαη εθεμήο  
 

κε ηε Γ   Γ. Οη γσλίεο Α   Β, Β   Γ,  
 

Γ   Γ ιέγνληαη δηαδνρηθέο. 
 

• Πξόζζεζε γωληώλ - Γηλόκελν 
γωλίαο επί θπζηθό αξηζκό 
  

(i) Άζξνηζκα δύν εθεμήο γσληώλ  
 

Α   Β θαη Β   Γ ιέγεηαη ε γσλία Α   Γ 
κε πιεπξέο ηηο δύν κε θνηλέο 
πιεπξέο ησλ εθεμήο γσληώλ (ζρ.31). 
Αλ νη γσλίεο δελ είλαη εθεμήο ηηο 
κεηαηνπίδνπκε ώζηε λα γίλνπλ. Αλ 
έρνπκε παξαπάλσ από δύν γσλίεο, 
ηηο θαζηζηνύκε δηαδνρηθέο, π.ρ.  
 

Α   Γ = Α   Β + Β   Γ + Γ   Γ (ζρ.31). 
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Στήμα 32 
 

(ii) Έζησ Α   Β > Γ   Γ (ζρ.32).  
 

Μεηαηνπίδνπκε ηε γσλία Γ   Γ, ώζηε 
ε πιεπξά ηεο ΔΓ λα ζπκπέζεη κε 
ηελ ΟΑ ελώ ε πιεπξά ηεο ΔΓ 
κεηαηνπίδεηαη ζε εκηεπζεία ΟΕ ζην  
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εζσηεξηθό ηεο Α   Β (ζρ.32). Ζ  
 

γσλία Ε   Β ιέγεηαη δηαθνξά ηεο  
 

γσλίαο Γ   Γ από ηελ Α   Β θαη  
 

ζπκβνιίδεηαη Α   Β - Γ   Γ. Δίλαη  
 

θαλεξό όηη Γ   Γ + Ε   Β = Α   Β. 
Ζ δηαθνξά δύν ίζσλ γσληώλ είλαη ε 
κεδεληθή γσλία. 

(iii) Γηλόκελν ηεο γσλίαο Α   Β επί 
ην θπζηθό αξηζκό λ νλνκάδεηαη ην 
άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ γσληώλ  
 

ίζσλ κε Α   Β.  
Γξάθνπκε 
 

 λ  A   Β = A   Β + Α   Β + … + A   Β , 
 
                                 λ όξνη 
 

π.ρ. Α   Γ = Α   Β + Β   Γ + Γ   Γ =  
 

= 3   Β ή ηζνδύλακα 
 
                                               (ζρ.33).     
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Στήμα 33 
 
 
 
 
 
  
 

 

2.16 Δίδε θαη Απιέο ζρέζεηο 
γωληώλ 
 

• πκπιεξωκαηηθέο γωλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη ζπκπιεξσκα-
ηηθέο αλ έρνπλ άζξνηζκα κία νξζή 
γσλία. Καζεκία από απηέο ιέγεηαη 
θαη ζπκπιήξσκα ηεο άιιεο, π.ρ. νη 
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ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ 
Σν άζξνηζκα γσληώλ ή ην 
γηλόκελν γσλίαο κε θπζηθό 
αξηζκό κπνξεί λα μεπεξάζεη ηελ 

πιήξε γσλία. 
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γσλίεο Α   Β θαη Β   Γ (ζρ.34) είλαη 
ζπκπιεξσκαηηθέο. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 34 
 

• Παξαπιεξωκαηηθέο γωλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη παξαπιεξσ-
καηηθέο αλ έρνπλ άζξνηζκα κηα 
επζεία γσλία. Καζεκία από απηέο 
ιέγεηαη θαη παξαπιήξσκα ηεο 
άιιεο (ζρ.35). 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 35 
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Πξνθαλώο ηα παξαπιεξώκαηα ή 
ζπκπιεξώκαηα ηεο ίδηαο γσλίαο (ή 
ίζσλ γσληώλ) είλαη ίζεο γσλίεο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Αλ νη εθεμήο γσλίεο Α   Β, Β   Γ 
(ζρ.35) είλαη παξαπιεξσκαηηθέο, ην  
 

άζξνηζκά ηνπο Α   Γ είλαη κία επζεία 
γσλία. Δπνκέλσο, από ηνλ νξηζκό 
ηεο επζείαο γσλίαο νη πιεπξέο ΟΑ 
θαη ΟΓ είλαη αληηθείκελεο εκηεπζείεο. 

Αληίζηξνθα. Αλ νη εθεμήο γσλίεο  
 

Α   Β, Β   Γ (ζρ.35) έρνπλ ηηο κε 
θνηλέο πιεπξέο ηνπο αληηθείκελεο 

    Θεώξεκα   .  
Γπν εθεμήο θαη παξαπιεξω-
καηηθέο γωλίεο έρνπλ ηηο κε 
θνηλέο πιεπξέο ηνπο αληηθεί-
κελεο εκηεπζείεο θαη 
αληίζηξνθα. 
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εκηεπζείεο, ηόηε από ηνλ νξηζκό ηνπ 
αζξνίζκαηνο δύν γσληώλ πξνθύπηεη  
 

όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ Α   Β  
 

θαη Β   Γ είλαη ε επζεία γσλία Α   Γ.  
 

Άξα, νη γσλίεο Α   Β θαη Β   Γ είλαη 
παξαπιεξσκαηηθέο.  
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 ΥΟΛΙΟ 
Αληίζηξνθα Θεωξήκαηα ιέγν-
ληαη απηά ζηα νπνία ε ππόζεζε 
ηνπ ελόο είλαη ζπκπέξαζκα ηνπ 
άιινπ. Όηαλ απνδείμνπκε έλα 
ζεώξεκα (επζεία πξόηαζε) δελ 
πξνθύπηεη όηη θαη ην αληίζηξν-
θν είλαη αιεζέο, π.ρ.:  

Δπζεία Πξόηαζε: Αλ δύν γσλίεο 
είλαη νξζέο, ηόηε είλαη ίζεο.  

Αληίζηξνθε Πξόηαζε: Αλ δύν 
γσλίεο είλαη ίζεο, ηόηε είλαη 
νξζέο. Πξνθαλώο ε πξόηαζε 
απηή δελ αιεζεύεη. 
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• Καηαθνξπθήλ γωλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη θαηαθνξπθήλ, 
αλ έρνπλ θνηλή θνξπθή θαη νη 
πιεπξέο ηεο κίαο είλαη πξνεθηάζεηο 
ησλ πιεπξώλ ηεο άιιεο. 
 

Π.ρ. νη γσλίεο x   y θαη x'   y' θαζώο  
 

θαη νη γσλίεο y   x' θαη x   y' είλαη 
θαηαθνξπθήλ (ζρ.36). 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Θεσξνύκε ηηο θαηαθνξπθήλ γσλίεο  
 

x   y θαη x'   y' (ζρ.36). 
Παξαηεξνύκε όηη νη δύν γσλίεο 
είλαη ίζεο σο παξαπιεξσκαηηθέο  
 

ηεο ίδηαο γσλίαο y   x'. 
 
 

˄ 
Ο 

  

 

˄ 
Ο 

  

 

˄ 
Ο 

  

 

˄ 
Ο 

  

 
    Θεώξεκα I  .  
Οη θαηαθνξπθήλ γωλίεο είλαη 
ίζεο. 
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Στήμα 36 

 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ νη θαηαθνξπθήλ γσλίεο x   y  
 

θαη x   y'θαη ε δηρνηόκνο Οδ ηεο  
  

x   y. Σόηε δ   x = δ   y. 
Αλ Οδ' είλαη ε πξνέθηαζε ηεο Οδ,  
 
 

Ο 

  

 

x' 

  

 
y' 

  

 
θ' 

  

 

σ' 

  

 

θ 

  

 σ 

  

 

y 

  

 
x 

  

 

    Θεώξεκα IΙ  .  
Η πξνέθηαζε ηεο δηρνηόκνπ 
κηαο γωλίαο είλαη δηρνηόκνο 
ηεο θαηαθνξπθήλ ηεο γωλίαο. 
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ηόηε Ο1 = δ   x θαη Ο2 = δ   y (σο 

θαηαθνξπθήλ) . 
 

Άξα    1 =    2, δειαδή ε Οδ' είλαη  
 

δηρνηόκνο ηεο x'   y'. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 37 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

Έζησ Α   Β θαη Β   Γ δύν εθεμήο θαη  
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 δ 

  

 x 

  

 

x' 

  

 δ' 

  

 y' 

  

 
    Θεώξεκα IΙΙ  .  
Οη δηρνηόκνη δπν εθεμήο θαη 
παξαπιεξωκαηηθώλ γωληώλ 
είλαη θάζεηεο. 
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παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο θαη ΟΓ, 
ΟΔ νη δηρνηόκνη ηνπο (ζρ.38). Σόηε  
 

Α   Β + Β   Γ = 2L ή 2Γ   Β + 2Β   Δ =  
 

= 2L ή Γ   Β + Β   Δ = 1L ή Γ   Δ = 1L.  
 

Άξα ΟΓ     ΟΔ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 38 
 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. Πνην είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ 
ζεκείνπ Α σο πξνο: 

i) ηελ επζεία ε1, 
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ii) ηελ επζεία ε2, 

iii) ην ζεκείν Μ.  
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. ην παξαθάησ ζρήκα λα βξείηε 
ηηο νμείεο, ηηο νξζέο θαη ηηο ακβιείεο 
γσλίεο πνπ ππάξρνπλ. 
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y 

  

 

z 

  

 

t 

  

 

85 / 20 



3. Να γξάςεηε ηξία δεύγε εθεμήο 
θαη παξαπιεξσκαηηθώλ γσληώλ 
πνπ ππάξρνπλ ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. i) Οη γσλίεο A   B θαη Γ   Γ είλαη 
εθεμήο;  
ii) Οη γσλίεο A   Γ θαη A   B είλαη 
δηαδνρηθέο; 
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
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5. Τπάξρεη πεξίπησζε ε 
ζπκπιεξσκαηηθή κηαο γσλίαο λα 
είλαη ίζε κε ηελ παξαπιεξσκαηηθή 
ηεο; 
 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. Θεσξνύκε ηξεηο δηαδνρηθέο  
 

γσλίεο x   y, y   z θαη z   t,  
 

ώζηε x   z = y   t. 
Να δηθαηνινγήζεηε όηη x   y = z   t. 

2. Να ππνινγίζεηε, ζε κέξε νξζήο, 
ηε γσλία σ ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο. 
 
 
 
 

3. Έλα ξνιόη ηνίρνπ δείρλεη ελλέα ε 
ώξα αθξηβώο. Ση γσλία ζρεκαηί-
δνπλ νη δείθηεο ηνπ ξνινγηνύ; Μεηά 
από πόζεο ώξεο (θπζηθό αξηζκό) νη 
δείθηεο ηνπ ξνινγηνύ ζα 
ζρεκαηίδνπλ ίζε γσλία; 
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Απνδεηθηηθέο αζθήζεηο 
1. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη 
δύν εθεμήο γσληώλ ζρεκαηίδνπλ 
γσλία ίζε κε ην εκηάζξνηζκα ησλ 
γσληώλ 

2. Θεσξνύκε θπξηή γσλία Α   Β, ηε 
δηρνηόκν ηεο ΟΓ θαη ηπραία 
εκηεπζεία ΟΓ εζσηεξηθή ηεο γσλίαο  
 

Α'   Β, όπνπ ΟΑ' ε αληηθείκελε 
εκηεπζεία ηεο ΟΑ. Να απνδείμεηε όηη  
 
Γ   Γ = 
 

3. Θεσξνύκε θπξηή γσλία Α   Β, ηε 
δηρνηόκν ηεο ΟΓ θαη ηπραία 
εκηεπζεία ΟΓ εζσηεξηθή ηεο γσλίαο  
 

Γ   Β. Να απνδείμεηε όηη 

  
Γ   Γ = 
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ύλζεηα ζέκαηα 
1. Γίλνληαη νη δηαδνρηθέο γσλίεο  
 

Α   Β, Β   Γ, Γ   Γ κε άζξνηζκα 
κηθξόηεξν από δύν νξζέο. Αλ Οx, 
Οy είλαη νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ  
 

Α   Β, Γ   Γ αληίζηνηρα, λα  
 
απνδείμεηε όηη x   y =  
 

2. Θεσξνύκε ακβιεία γσλία ΑΟΒ 
θαη ζην εζσηεξηθό ηεο ηελ 
εκηεπζεία ΟΓ    ΟΑ. Αλ ΟΓ, ΟΔ νη  
 

δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α   Β θαη  
 

Β   Γ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε 

 

όηη Γ   Δ = -      L.  
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Κύθινο 
 

2.17 Έλλνηα θαη ζηνηρεία ηνπ    
         θύθινπ 
Θεσξνύκε έλα ζηαζεξό ζεκείν Ο 
θαη έλα ηκήκα ΚΛ = ξ (ζρ.39). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 39 
 
Κύθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ 
ιέγεηαη ην επίπεδν ζρήκα ηνπ 
νπνίνπ όια ηα ζεκεία απέρνπλ από 
ην Ο απόζηαζε ίζε κε ξ. 
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Γερόκαζηε όηη ν θύθινο είλαη κία 
θιεηζηή γξακκή ρσξίο δηαθνπέο θαη 
θελά. Έλαο θύθινο κε θέληξν Ο θαη 
αθηίλα ξ ζπκβνιίδεηαη κε (Ο,ξ) ή κε 
(Ο) αλ δελ είλαη απαξαίηεηε ε αλα-
θνξά ηεο αθηίλαο θαη ζρεδηάδεηαη κε 
ην γλσζηό καο δηαβήηε (ζρ.40). 
Κάζε ηκήκα ΟΜ , όπνπ Μ ζεκείν 
ηνπ θύθινπ (Ο,ξ) (ζρ.40), ιέγεηαη 
επίζεο αθηίλα ηνπ θύθινπ. Γηα ηα 
ζεκεία Μ ελόο θύθινπ (Ο,ξ) θαη 
κόλν γη’ απηά ηζρύεη ΟΜ=ξ. Ζ ηζόηε-
ηα απηή είλαη, επνκέλσο, «ραξαθηε-
ξηζηηθή» γηα ηα ζεκεία ηνπ. 
Σν ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ ηνπ 
επηπέδνπ πνπ έρνπλ κηα (θνηλή) 
ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ιέγεηαη 
γεσκεηξηθόο ηόπνο. Έηζη ν θύθινο 
(Ο,ξ) είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 
ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ επηπέδνπ γηα ηα 
νπνία, θαη κόλν γη’ απηά, ηζρύεη    
ΟΜ = ξ. 
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Στήμα 40 
 

• Σόμα - Υνξδέο 
 

Αο ζεσξήζνπκε έλαλ θύθιν, 
θέληξνπ Ο θαη δύν ζεκεία ηνπ Α θαη 
Β (ζρ.41α). Σα ζεκεία απηά 
ρσξίδνπλ ηνλ θύθιν ζε δύν κέξε. 
Σν έλα βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν 

Π1, πνπ νξίδεη ε επζεία ΑΒ, θαη ην 

άιιν ζην Π2. 
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Στήμα 41 
 
Καζέλα από ηα κέξε απηά ιέγεηαη 
ηόμν ηνπ θύθινπ κε άθξα Α θαη Β  
 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α Β. Κάζε 
ζεκείν ελόο ηόμνπ, δηαθνξεηηθό 
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από ηα άθξα ηνπ ιέγεηαη εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ ηόμνπ. Γηα λα αλα-
θεξζνύκε ζην έλα από ηα ηόμα κε 
άθξα ηα Α θαη Β, ρξεζηκνπνηνύκε 
θαη έλα εζσηεξηθό ζεκείν. Έηζη, ηα 
ηόμα ηνπ ζρ.41α κε άθξα Α,Β  
 

ζπκβνιίδνληαη κε ΑΓΒ ην έλα θαη κε  
 

ΑΓΒ ην άιιν. 
Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ (ζρ.41β) 
πνπ νξίδεηαη από ηα άθξα Α,Β ελόο 
ηόμνπ ιέγεηαη ρνξδή ηνπ ηόμνπ. Ζ 
ρνξδή ελόο ηόμνπ ιέγεηαη θαη ρνξδή 
ηνπ θύθινπ. 
To κνλαδηθό θάζεην ηκήκα ΟΚ 
(ζρ.41β) πνπ άγεηαη από ην θέληξν 
Ο πξνο ηε ρνξδή ΑΒ ιέγεηαη 
απόζηεκα ηεο ρνξδήο. Μηα ρνξδή 
πνπ δηέξρεηαη από ην θέληξν ηνπ 
θύθινπ ιέγεηαη δηάκεηξνο ηνπ 
θύθινπ. 
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Σα άθξα κηαο δηακέηξνπ ιέγνληαη 
αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηνπ θύθινπ. 
Γηα παξάδεηγκα, ην ηκήκα ΔΕ (ζρ. 
41β) είλαη κηα δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ 
θαη ηα ζεκεία Δ, Ε είλαη αληηδηακε-
ηξηθά ζεκεία. Δίλαη θαλεξό όηη ε 
δηάκεηξνο είλαη δηπιάζηα ηεο αθηί-
λαο θαη ην θέληξν ηνπ θύθινπ είλαη 
ην κέζν ηεο.  
Δπεηδή ην κέζν ελόο ηκήκαηνο είλαη 

κνλαδηθό, πξνθύπηεη όηη ην θέληξν 
θάζε θύθινπ είλαη κνλαδηθό. 
 

• Θέζε ζεκείνπ ωο πξνο θύθιν 
 

Έζησ έλαο θύθινο (Ο,ξ) θαη κία 
εκηεπζεία Οx πνπ ηνλ ηέκλεη ζην 
ζεκείν Α. Γηα θάζε ζεκείν Β (ζρ.42) 
ηεο αθηίλαο ΟΑ, δηαθνξεηηθό ηνπ Α 
ηζρύεη ΟΒ < ξ, ελώ γηα θάζε ζεκείν 
Γ ηεο πξνέθηαζεο ηεο ΟΑ ηζρύεη   
ΟΓ > ξ. Σα ζεκεία Β,Γ ιέγνληαη 
αληίζηνηρα εζσηεξηθό θαη εμσηεξηθό 
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ζεκείν ηνπ θύθινπ. Γεληθά, έλα ζε-
κείν Μ ηνπ επηπέδνπ ελόο θύθινπ 
(Ο,ξ) (ζρ.42) ιέγεηαη εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ θύθινπ, όηαλ ΟΜ < ξ, 
ελώ έλα ζεκείν Ν ιέγεηαη εμσηε-
ξηθό ηνπ θύθινπ, όηαλ ΟΝ > ξ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 42 
 

• Ίζνη θύθινη 
 

Γύν θύθινη ιέγνληαη ίζνη, όηαλ ν 
έλαο κε θαηάιιειε κεηαηόπηζε 
ηαπηίδεηαη κε ηνλ άιινλ (ζρ.43). 
Δίλαη θαλεξό όηη δύν θύθινη είλαη 
ίζνη, αλ θαη κόλν αλ έρνπλ ίζεο 
αθηίλεο. 
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Στήμα 43 
 

2.18 Δπίθεληξε γωλία - ρέζε   
        επίθεληξεο γωλίαο θαη ηόμνπ 
 

Μία γσλία ιέγεηαη επίθεληξε όηαλ ε 
θνξπθή ηεο είλαη ην θέληξν ελόο 
θύθινπ. 
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Γηα παξάδεηγκα, ζην ζρ.44 ε x   y 
είλαη κία επίθεληξε γσλία. 
Οη πιεπξέο ηεο ηέκλνπλ ηνλ θύθιν  
 

ζηα ζεκεία Α θαη Β. Σν ηόμν ΑΓΒ 
πνπ πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο 
γσλίαο θαη έρεη άθξα ηα Α, Β ιέγεηαη 
αληίζηνηρν ηόμν ηεο επίθεληξεο 
γσλίαο. 
Δπίζεο, ιέκε όηη ε επίθεληξε γσλία  
 

Α   Β βαίλεη ζην ηόμν ΑΓΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 44 
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• ύγθξηζε ηόμωλ 
 

Ζ ζύγθξηζε δύν ηόμσλ γίλεηαη 
όπσο θαη ε ζύγθξηζε ησλ επζύ-
γξακκσλ ηκεκάησλ. 
 

Γύν ηόμα Α Β θαη Γ Γ ηνπ ίδηνπ 
θύθινπ ή ίζσλ θύθισλ ιέγνληαη 

ίζα, όηαλ κε θαηάιιειε κεηαηόπηζε 
ην έλα ηαπηίδεηαη κε ην άιιν θαη  
 

γξάθνπκε ΑΒ = ΓΓ (ζρ.45α). Σν  
 

ηόμν Α Β ιέγεηαη κεγαιύηεξν από  
 

ην ηόμν Γ Γ (ή ην ηόμν Γ Γ κηθξόηε- 
 

ξν ηνπ Α Β) θαη γξάθνπκε Α Β > Γ Γ    
όηαλ κεηά από θαηάιιειε κεηαηόπη- 
 

ζε ην Γ Γ ηαπηίδεηαη κε κέξνο ηνπ  
 

Α Β (ζρ.45β). 
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Στήμα 45 
 

Δπηζεκαίλνπκε όηη ηα ηόμα άληζωλ 
θύθιωλ δελ είλαη ζπγθξίζηκα. 
 

• ρέζε επίθεληξεο γωλίαο θαη 
αληίζηνηρνπ ηόμνπ 
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Ζ ζύγθξηζε δύν ηόμσλ κπνξεί λα 
γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ επίθεληξσλ 
γσληώλ πνπ βαίλνπλ ζε απηά, 
ζύκθσλα κε ην επόκελν ζεώξεκα. 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

Έζησ Α Β θαη Γ Γ δύν ηόμα ελόο  
 

θύθινπ (Κ) (ζρ.46). Σα ηόμα Α Β θαη  
 

Γ Γ, αθνύ είλαη ίζα κεηά από θαηάι-
ιειε κεηαηόπηζε ζπκπίπηνπλ, 
νπόηε ην Γ ζπκπίπηεη κε ην Α θαη ην 
Γ κε ην Β. Δπνκέλσο ε ΚΓ ζα 
ζπκπέζεη κε ηελ ΚΑ θαη ε ΚΓ κε ηελ  
 

ΚΒ, πνπ ζεκαίλεη όηη νη γσλίεο Α   Β  
 

θαη Γ   Γ είλαη ίζεο. 

    Θεώξεκα I .  
Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη 
ίζα, αλ θαη κόλν αλ νη 
επίθεληξεο γωλίεο πνπ 
βαίλνπλ ζε απηά είλαη ίζεο. 
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Στήμα 46 
 

Αληίζηξνθα. Έζησ δύν ίζεο  
 

επίθεληξεο γσλίεο Α   Β θαη Γ   Γ 
ζηνλ θύθιν (Κ). Σόηε, αθνύ ηα 
ζεκεία Α,Β,Γ,Γ είλαη ζεκεία 
ηνπ ίδηνπ θύθινπ, κεηά από  
 

κεηαηόπηζε ηεο Γ   Γ ε γσλία απηή 
 

ζα ηαπηηζζεί κε ηελ Α   Β, ην Γ ζα 
ηαπηηζζεί κε ην Α θαη ην Γ κε ην Β.  
 

Έηζη ηα ηόμα Α Β θαη Γ Γ έρνπλ ηα 
ίδηα άθξα θαη επεηδή βξίζθνληαη 
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ζην εζσηεξηθό ησλ γσληώλ πνπ 
ηαπηίδνληαη ζα είλαη ίζα, δειαδή  
 

Α Β = Γ Γ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Καζέλα από ηα ίζα ηόμα ΑΓΒ θαη  
 

ΒΓΑ (ζρ.47α) ζηα νπνία δηαηξείηαη ν 
θύθινο (Κ) από ηελ δηάκεηξν ηνπ  
ΑΒ, ιέγεηαη εκηθύθιην, ελώ ην  
 

͡ 
  

 

͡ 
  

 
    Πνξίζκαηα .  
(i)  Κάζε δηάκεηξνο ελόο θύθινπ 
ηνλ δηαηξεί ζε δύν ίζα ηόμα. 
(ii) Γύν θάζεηεο δηάκεηξνη ελόο 
θύθινπ ηνλ δηαηξνύλ ζε 
ηέζζεξα ίζα ηόμα. 
(iii) Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη 
άληζα, όηαλ νη αληίζηνηρεο 
επίθεληξεο γωλίεο πνπ βαίλνπλ 
ζε απηά είλαη νκνηνηξόπωο 
άληζεο. 
 
 ͡ 

  

 

͡ 
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θαζέλα από ηα ίζα ηόμα ΑΓ, ΓΒ, ΒΓ  
 

θαη ΓΑ (ζρ.47β) ζηα νπνία δηαηξεί-
ηαη από ηηο θάζεηεο δηακέηξνπο ΑΒ 
θαη ΓΓ, ιέγεηαη ηεηαξηνθύθιην. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                         Στήμα 47 
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• Μέζν ηόμνπ 
Έλα εζσηεξηθό ζεκείν Μ ελόο  
 

ηόμνπ Α Β (ζρ.48) ιέγεηαη κέζν ηνπ,  
 

όηαλ ηα ηόμα Α Μ θαη Μ Β είλαη ίζα,  
 

δειαδή όηαλ Α Μ = Μ Β. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 48 
 
 
 
 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
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    Θεώξεκα IΙ  .  
Σν κέζν ελόο ηόμνπ είλαη 
κνλαδηθό. 
 
 

Ο 
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Απόδεημε 
 

Έζησ Α Β ηόμν θύθινπ, θέληξνπ Ο, 
θαη Μ ην κέζν ηνπ (ζρ.49). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 49 
 
 

Δπεηδή Μ Α = Μ Β, νη επίθεληξεο  
 

γσλίεο A   M θαη M   B είλαη 
ίζεο θαη επνκέλσο ε ΟΜ είλαη  
 

δηρνηόκνο ηεο Α   Β. Αλ ππνζέ- 
 

ζνπκε όηη ην ηόμν Α Β έρεη θαη  
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δεύηεξν κέζν ην M', ηόηε ε 
 

ΟΜ' είλαη δηρνηόκνο ηεο Α   Β, πνπ 
είλαη άηνπν γηαηί ε δηρνηόκνο κηαο 
γσλίαο είλαη κνλαδηθή. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

˄ 
Ο 

  

 

   ΔΦΑΡΜΟΓΗ  .  
 

Οη γωλίεο x    y θαη z    t ηνπ 
παξαθάηω ζρήκαηνο είλαη επίθε- 
ληξεο ζε δύν νκόθεληξνπο 
θύθινπο, (δειαδή θύθινπο κε ην  
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Απόδεημε 
 

Δπεηδή Α Β = Γ Γ, ζα είλαη                
 

Α   Β = Γ   Γ, νπόηε θαη Α' Β' = Γ' Γ'. 
 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ 
θύθινπ (Ο,ξ) . Πόηε δύν θύθινη 
ιέγνληαη ίζνη; Πώο ειέγρεηαη ε 
ηζόηεηα δύν θύθισλ; 

2. Πόηε έλα ζεκείν ιέγεηαη 
εζσηεξηθό ζεκείν ελόο θύθινπ θαη 
πόηε εμσηεξηθό; 

3. Ση ιέγεηαη γεσκεηξηθόο ηόπνο; 

ίδην θέληξν), (Ο,R) θαη (O,R')  
 

κε R' < R. Αλ Α Β = Γ Γ, λα 
απνδείμεηε όηη θαη Α'Β' = Γ'Γ' 
(ζρ.50). 
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4. Ση ιέγεηαη δηάκεηξνο ελόο θύθινπ 
θαη πνηα ε ζρέζε ηεο κε ηελ αθηίλα 
ηνπ θύθινπ; 

5. Ση ιέγεηαη ηόμν θύθινπ κε άθξα 
Α,Β θαη ηη ρνξδή ηνπ; Πώο νξίδεηαη 
ε ηζόηεηα θαη ε αληζόηεηα δύν 
ηόμσλ ελόο θύθινπ; 

6. Ση ιέγεηαη επίθεληξε γσλία θαη ηη 
αληίζηνηρν ηόμν ηεο; Πνηα ζρέζε 
ηζόηεηαο - αληζόηεηαο ππάξρεη 
κεηαμύ επίθεληξσλ γσληώλ θαη 
αληίζηνηρσλ ηόμσλ; 

7. Ση ιέγεηαη κέζν ηόμνπ; Αλ ηα 
ζεκεία Μ,Ν είλαη κέζα ελόο ηόμνπ  
 

Α Β, ηη ζπκπεξαίλεηε γη' απηά; 

8. ην παξαθάησ ζρήκα είλαη  
        
                . Μπνξνύκε λα  
 

ζπκπεξάλνπκε όηη Α Β = Γ Γ; 
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K1 = Κ2 
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Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. ρεδηάζηε έλαλ θύθιν αθηίλαο ξ, 
πνπ λα δηέξρεηαη από ζηαζεξό 
ζεκείν Κ. Πόζνπο ηέηνηνπο θύθινπο 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε ζην 
επίπεδν; Πνύ βξίζθνληαη ηα θέληξα 
ηνπο; 

2. ρεδηάζηε δύν θύθινπο (Ο,ξ) θαη 
(Ο, R) κε R > ξ. Να βξείηε ηα ζεκεία 
ηνπ επηπέδνπ πνπ είλαη εζσηεξηθά 
ηνπ θύθινπ (Ο, R) θαη εμσηεξηθά ηνπ 
θύθινπ (Ο, ξ). 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Γίλνληαη δύν νκόθεληξνη θύθινη 
(O,R) θαη (Ο,ξ) κε R > ξ. Μία επζεία ε 
δηέξρεηαη από ην Ο θαη ηέκλεη ηνπο 
θύθινπο ζηα δηαδνρηθά ζεκεία 
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Α,Β,Γ,Γ. Να απνδείμεηε όηη ΑΒ = ΓΓ 
θαη ΑΓ = ΒΓ. 

2. Αλ δύν δηάκεηξνη ζρεκαηίδνπλ 
δύν εθεμήο γσλίεο ίζεο, ηόηε λα 
απνδείμεηε όηη δηαηξνύλ ηνλ      
θύθιν ζε ηέζζεξα ίζα ηόμα. 
 

 

2.19 Μέηξν ηόμνπ θαη γωλίαο 
 
 

Γύν ηόμα ελόο θύθινπ κε έλα άθξν 
θνηλό θαη ρσξίο θνηλά εζσηεξηθά 
ζεκεία ιέγνληαη δηαδνρηθά, π.ρ. ηα  
 

ηόμα Α Β θαη Β Γ (ζρ.51) είλαη 
δηαδνρηθά.  
 
 
 
 
 
 
                                   Στήμα 51 
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Σξία ή πεξηζζόηεξα ηόμα κε 
θαζνξηζκέλε ζεηξά ιέγνληαη 
δηαδνρηθά, όηαλ ην θαζέλα είλαη 
δηαδνρηθό κε ην επόκελν ηνπ, π.ρ.  
 

ηα ηόμα Α Β, Β Γ θαη Γ Γ (ζρ.51) 
είλαη δηαδνρηθά. Δίλαη θαλεξό όηη ηα  
 

ηόμα Α Β, Β Γ θαη Γ Γ είλαη 
δηαδνρηθά, όηαλ νη αληίζηνηρεο  
 

επίθεληξεο γσλίεο Α   Β, Β   Γ θαη  
 

Γ   Γ είλαη δηαδνρηθέο. 
 

Έζησ Α Β θαη Β Γ δύν δηαδνρηθά 
ηόμα ελόο θύθινπ (ζρ.52). Σν ηόμν  
 

ΑΒΓ ιέγεηαη άζξνηζκα ησλ ηόμσλ  
 

Α Β θαη Β Γ θαη ζπκβνιίδεηαη κε     
 

Α Β + Β Γ, δειαδή Α Β + Β Γ = ΑΒΓ.  
 

Αλ ην ηόμν Β Γ είλαη ίζν κε ην Α Β,  
 

ηόηε ην ηόμν ΑΒΓ ζπκβνιίδεηαη κε    
 

2 Α Β θαη ιέγεηαη δηπιάζην ηνπ Α Β.  
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Όκνηα νξίδεηαη θαη ην λ  Α Β, όπνπ λ 
θπζηθόο. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 52 
 

Αλ γηα δύν ηόμα Α Β θαη Γ Γ ελόο  
 

θύθινπ ηζρύεη Γ Γ = λ Α Β, ηόηε ην  
 

Α Β ιέγεηαη έλα λ-νζηό ηνπ Γ Γ θαη  
 

ζπκβνιίδεηαη κε              , δειαδή  
 

Α Β =             .  
 

ηελ πεξίπησζε πνπ ηα ηόμα δελ 
είλαη δηαδνρηθά, κπνξνύκε λα 
κεηαηνπίζνπκε ην έλα από απηά,  

• 
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ώζηε λα γίλνπλ δηαδνρηθά. ηελ      
§ 3.18 ζα αλαθέξνπκε ηε ζρεηηθή 
γεσκεηξηθή θαηαζθεπή. 
 

Αλ Α Β θαη Α Γ είλαη δύν κε 
δηαδνρηθά ηόμα ελόο θύθινπ κε     
 

Α Β > Α Γ (ζρ.53) πνπ έρνπλ θνηλό 
ζεκείν ην έλα άθξν ηνπο Α, ηόηε ην  
 

ηόμν Γ Β ιέγεηαη δηαθνξά ηνπ Α Γ  
 

από ην Α Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε      
 

Α Β - Α Γ. Όηαλ Α Β = Α Γ, ηόηε ε  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 53 
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δηαθνξά ηνπο είλαη ην κεδεληθό  
 

ηόμν 0. 
Δίδακε όηη κπνξνύκε λα ζπγθξίλνπ-
κε έλα ηόμν ελόο θύθινπ κε έλα 
άιιν ηόμν ηνπ ίδηνπ θύθινπ. Έλα 
ηόμν κε ην νπνίν ζπγθξίλνπκε όια 
ηα άιια ην ιέκε κνλάδα κέηξεζεο. 
Έρεη επηθξαηήζεη λα ρξεζηκνπνη-
νύκε σο κνλάδα κέηξεζεο ην ηόμν 
 

κίαο κνίξαο πνπ νξίδεηαη σο ην    
ηνπ ηόμνπ ελόο θύθινπ θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε 1°. Γηα θάζε ηόμν 

ππάξρεη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο (όρη 
απαξαίηεηα θπζηθόο), πνπ εθθξάδεη 
πόζεο θνξέο ην ηόμν πεξηέρεη ηε 
κνίξα ή κέξε απηήο. Ο αξηζκόο 
απηόο ιέγεηαη κέηξν ηνπ ηόμνπ. 
Από ηνλ νξηζκό ηεο κνίξαο 
πξνθύπηεη όηη ην ηόμν ελόο θύθινπ 

είλαη 360° θαη επνκέλσο ην 

εκηθύθιην θαη ην ηεηαξηνθύθιην 
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είλαη ηόμα 180° θαη 90° αληίζηνηρα. 

Ζ κνίξα ππνδηαηξείηαη ζε 60 πξώηα 
ιεπηά (ζπκβνιηθά 60') θαη θάζε 
πξώην ιεπηό ζε 60 δεύηεξα ιεπηά 
(ζπκβνιηθά 60''). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 54 
 

Θεσξνύκε κηα γσλία x   y (ζρ.54), 
πνπ ηελ θαζηζηνύκε επίθεληξε ζε  
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έλαλ θύθιν (Ο, ξ), θαη έζησ Α Β ην 
ηόμν ζην νπνίν βαίλεη. Οξίδνπκε σο  
 

κέηξν ηεο γσλίαο x   y ην κέηξν ηνπ 
 

ηόμνπ Α Β. Σν κέηξν ηεο x   y ην  
 

ζπκβνιίδνπκε κε (x   y) ή απιά x   y. 
Σν κέηξν κίαο νξζήο, επζείαο θαη 
κηαο πιήξνπο γσλίαο είλαη 

αληίζηνηρα 90°, 180° θαη 360°. 
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   ΔΦΑΡΜΟΓΗ  .  
 

ε θύθιν θέληξνπ Ο, ζεωξνύκε  
 

ηα δηαδνρηθά ηόμα Α Β, Β Γ θαη      
 

Γ Α (ζρ.55), ώζηε  
 

Α Β = 3ΒΓ= 6ΓΑ  
Να ππνινγηζζνύλ: 
 

(i) ηα κέηξα ηωλ ηόμωλ Α Β, Β Γ  
 

θαη Α Γ, 
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   ΔΦΑΡΜΟΓΗ  .  
 

(ii)ηα κέηξα ηωλ γωληώλ A   B,   
   
 

Β   Γ θαη Γ   Α. 
 
 
 
 
 

 

ρήκα 55 

Λύζε 
(i) Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη  
 

Α Β = 6Γ Α θαη Β Γ = 2Γ Α, νπόηε 
κε αληηθαηάζηαζε ζηε ζρέζε      
 

Α Β + Β Γ + Γ Α = 360° πξνθύπηεη  
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξωηήζεηο Καηαλόεζεο 
1. ην παξαθάησ ζρήκα, λα 
βξεζνύλ ηα ηόμα: 
 
 

i) A B + B Γ 
 

ii) Α Β + Β Γ + Γ Γ 
 

iii) ΑΒΓ - Β Γ 
 
 
 

 

όηη 9Γ Α = 360° ή Γ Α= 40°. Άξα  
 

Α Β = 240° θαη Β Γ =80°. 
 

(ii) Ζ A   B είλαη επίθεληξε κε  
 

αληίζηνηρν ηόμν ην Α Β, επνκέλσο  
 

A   B = Α Β = 240° (κε θπξηή).  
 

Όκνηα B   Γ = 80° θαη Γ   A = 40°. 
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2. ην παξαθάησ ζρήκα, λα 
βξεζνύλ ηα ηόμα: 
 

i) 2 A B  
 

ii) 2 Α Β + Γ Γ 
 

iii) 2 Α Β - Β Γ 
 

iv) A B - Β Γ 
 
 
 
 
 
 

Ο 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

Ο 

  

 Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 
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3. Σν κέηξν ελόο ηόμνπ είλαη 
αξηζκόο: 
 

α. αξλεηηθόο   β. κεδέλ  
γ. ζεηηθόο    δ. κε αξλεηηθόο. 
 

Κπθιώζηε ην γξάκκα πνπ 
αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

4. Πώο νξίδεηαη ην κέηξν κηαο 
γσλίαο; 
 

5. Αλ Α Β = κ° (παξαθάησ ζρήκα),  
 

ηόηε ε γσλία Α   Β ζα είλαη κ°; 

Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
  
 
 
 
 
 

Αζθήζεηο Δκπέδωζεο 
1. ε εκηθύθιην δίλνληαη ηα ζεκεία  
 

Α, Β θαη ζεκείν Μ ηνπ ηόμνπ Α
 
Β,  
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ώζηε Μ Α = Μ Β. 
i) Αλ Ρ ζεκείν ηνπ εκηθπθιίνπ πνπ  
 

δελ αλήθεη ζην ηόμν Α Β, λα  
 
απνδείμεηε όηη Ρ Μ =              + P B) 
 

ii) Αλ  ζεκείν ηνπ ηόμνπ Μ Β, λα  
 
 

απνδείμεηε όηη  Μ =       ( Α -  Β). 
 

2. ε εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΒ 
ζεσξνύκε ζεκείν Γ ηέηνην ώζηε    
 

Α Γ- Β Γ = 80°. Να βξείηε ηα κέηξα: 
 

i) ησλ ηόμσλ Α Γ θαη Γ Β, 
 

ii) ησλ γσληώλ Α   Γ θαη Γ   Β (Ο 
είλαη ην θέληξν ηνπ θύθινπ). 

3. Γπν γσλίεο είλαη ζπκπιεξσκαηη-
θέο. Αλ ε κία είλαη δηπιάζηα από 
ηελ άιιε, λα βξείηε πόζεο κνίξεο 
είλαη θαζεκία από ηηο γσλίεο απηέο. 

͡ 
  

 

͡ 
  

 ͡ 
  

 
͡ 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

(P A 

  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 
͡ 

  

 
͡ 

  

 

1 

  

 

2 

  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

͡ 
  

 

˄ 
Ο 

  

 

˄ 
Ο 

  

 

122 / 28 



4. Αλ κηα γσλία σ είλαη ηα 6/5 κηαο 
νξζήο γσλίαο, λα ππνινγίζεηε ζε 
κνίξεο ηελ παξαπιεξσκαηηθή ηεο. 
Ζ γσλία σ έρεη ζπκπιεξσκαηηθή 
γσλία; 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Ζ παξαπιεξσκαηηθή κηαο 
γσλίαο σ είλαη ηξηπιάζηα ηεο 
ζπκπιεξσκαηηθήο γσλίαο ηεο σ. 
Να ππνινγίζεηε ηελ σ. 

2. Μηα γσλία θ είλαη κηθξόηεξε από 

ηε ζπκπιεξσκαηηθή ηεο θαηά 20°. 

Να ππνινγίζεηε ηηο δύν γσλίεο. 

3. Σέζζεξηο εκηεπζείεο ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, 
ΟΓ ζρεκαηίδνπλ ηηο δηαδνρηθέο  
 

γσλίεο Α   Β, Β   Γ, Γ   Γ, Γ   Α, πνπ 
έρνπλ κέηξα αλάινγα κε             
ηνπο αξηζκνύο 1, 2, 3, 4. Να   
ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο απηέο. 
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Δπζύγξακκα ζρήκαηα 
 

2.20 Σεζιαζκέλε γξακκή -  
Πνιύγωλν - ηνηρεία πνιπγώλνπ 
 

Θεσξνύκε ζεκεία πνπ έρνπλ 
θαζνξηζκέλε ζεηξά θαη αλά ηξία 
δηαδνρηθά δελ είλαη ζπλεπζεηαθά, 
π.ρ. ηα Α, Β, Γ, Γ θαη Δ, κε ηελ 
αιθαβεηηθή ηνπο ζεηξά θαη ζέζε, 
όπσο ζην ζρ.56.  
 

 

 

 

 

Στήμα 56 

Σν ζρήκα πνπ νξίδνπλ ηα ηκήκαηα 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ θαη ΓΔ ιέγεηαη ηεζια-
ζκέλε γξακκή ή απιά ηεζιαζκέλε.  

Α 

  

 
Β 

  

 
Γ 

  

 

Γ 

  

 

E 
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Ζ ηεζιαζκέλε απηή ζπκβνιίδεηαη κε 
ΑΒΓΓΔ. 
Σα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ θαη Δ ιέγνληαη 
θνξπθέο ηεο ηεζιαζκέλεο θαη 
εηδηθόηεξα νη θνξπθέο Α θαη Δ 
ιέγνληαη άθξα ηεο. Σα ηκήκαηα ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΓ θαη ΓΔ ιέγνληαη πιεπξέο ηεο 
ηεζιαζκέλεο θαη ην άζξνηζκά ηνπο 
ιέγεηαη πεξίκεηξνο ηεο ηεζιαζκέ-
λεο. Μία ηεζιαζκέλε ιέγεηαη απιή, 
όηαλ δύν νπνηεζδήπνηε κε δηαδνρη-
θέο πιεπξέο ηεο δελ έρνπλ θνηλό 
εζσηεξηθό ζεκείν.  
 
 
 
 
 
 

 
 

Στήμα 57 

Λ 
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Έηζη, ε ηεζιαζκέλε ΑΒΓΓΔ (ζρ.56) 
είλαη απιή, ελώ ε ΖΘΗΚΛ (ζρ.57) 
δελ είλαη. 
Μία ηεζιαζκέλε ιέγεηαη θπξηή, όηαλ 
ν θνξέαο θάζε πιεπξάο ηεο αθήλεη 
όιεο ηηο άιιεο θνξπθέο ηεο πξνο ην 
ίδην κέξνο ηνπ, δηαθνξεηηθά ιέγεηαη 
κε θπξηή. Έηζη ε γξακκή ΑΒΓΓΔ 
(ζρ.56) είλαη θπξηή, ελώ νη ΖΘΗΚΛ 
(ζρ.57) θαη ΝΡΣΥ (ζρ.58) είλαη κε 
θπξηέο. 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 58 
 

Δπίζεο, κηα ηεζιαζκέλε, ηεο 
νπνίαο ηα άθξα ηαπηίδνληαη, ιέγεηαη  
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θιεηζηή, π.ρ. ε ΑΒΓΓΔ, όπνπ ην Α 
ηαπηίδεηαη κε ην Δ (ζρ.59). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 59 

Μηα θιεηζηή θαη απιή ηεζιαζκέλε 
ιέγεηαη πνιύγσλν. Αλ ε ηεζιαζκέ-
λε είλαη θπξηή, ηόηε ην πνιύγσλν 
ιέγεηαη θπξηό, ελώ αλ είλαη κε 
θπξηή, ην πνιύγσλν ιέγεηαη κε 
θπξηό. 
Γηα παξάδεηγκα, ηα πνιύγσλα ΑΒΓ 
(ζρ.60) θαη ΚΛΜΝΟ (ζρ.60) είλαη 
θπξηά, ελώ ην ΓΔΕΖ (ζρ.60) είλαη κε  

Α = Δ 

  

 

Β 

  

 Γ 

  

 

Γ 
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θπξηό. Σν πνιύγσλν κε ηξεηο θνξπ-
θέο ιέγεηαη ηξίγσλν (ζρ.60), κε ηέζ-
ζεξηο ηεηξάπιεπξν (ζρ.60), κε πέληε 
πεληάγσλν (ζρ.60) θαη γεληθά κε λ, 
λ-γσλν. ην εμήο ιέγνληαο πνιύγσ-
λν ζα ελλννύκε θύξην πνιύγσλν. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 60 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Ο 

  

 

Ν 

  

 

Κ 

  

 
Λ 

  

 Μ 

  

 

x 

  

 

εμ. 

  

 Γ 
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Ε 
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Κάζε ηκήκα πνπ έρεη άθξα δύν κε 
δηαδνρηθέο θνξπθέο ηνπ πνιπγώλνπ 
ιέγεηαη δηαγώληνο ηνπ πνιπγώλνπ. 
Έηζη ηα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΒΓ είλαη νη 
δηαγώληνη ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ 
(ζρ.61). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήμα 61 
 
Γσλίεο πνιπγώλνπ ιέγνληαη νη 
γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη πιεπξέο 
ηνπ. ε έλα θπξηό πνιύγσλν ηα 
θνηλά εζσηεξηθά ζεκεία ησλ 
γσληώλ ηνπο ιέγνληαη εζσηεξηθά  
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ζεκεία ηνπ πνιπγώλνπ θαη 
απνηεινύλ ην εζσηεξηθό ηνπ 
πνιπγώλνπ.  
Δμσηεξηθή γσλία πνιπγώλνπ 
ιέγεηαη θάζε γσλία πνπ είλαη εθεμήο 
θαη παξαπιεξσκαηηθή κηαο εζσηε-
ξηθήο γσλίαο ηνπ. Γηα λα ηε ζρεκα-
ηίζνπκε, αξθεί λα πξνεθηείλνπκε 
κηα πιεπξά ηνπ πνιπγώλνπ, π.ρ. ε  
 

γσλία Λ   x (ζρ. 60) είλαη εμσηεξηθή 
γσλία ηνπ πεληαγώλνπ ΚΛΜΝΟ θαη  
 

ζπκβνιίδεηαη     εμ. 
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ΓΔΝΙΚΔ ΑΚΗΔΙ 
1. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηα δηαδνρη-
θά ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ώζηε 
 
                    ,                      θαη  
 

νλνκάδνπκε Δ, Ε ηα κέζα ησλ ΑΓ, 
ΒΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη  
 
 
 

2. ε επζεία ε παίξλνπκε δύν 
δηαδνρηθά ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ. Αλ 
Γ,Δ,Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΒΓ,ΓΑ 
αληίζηνηρα, απνδείμεηε όηη ηα 
ηκήκαηα ΓΔ, ΒΕ έρνπλ θνηλό κέζν. 

3. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηα 
δηαδνρηθά ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ θαη 
νλνκάδνπκε Δ ην κέζν ηνπ ΒΓ. Να  
 
απνδείμεηε όηη 
 

ΑΒ < 

  

 

ΑΓ 

  

 

2 

  

 

ΒΓ < 

  

 

ΒΓ 

  

 

2 

  

 

ΔΕ = 

  

 

ΑΓ - ΒΓ 

  

 

2 

  

 

ΑΔ < 

  

 

ΑΓ 

  

 

2 
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4. Θεσξνύκε θύθιν (Ο,R) θαη ηα 
δηαδνρηθά ζεκεία ηνπ Α, Β, Γ θαη Γ,  
 

ώζηε Α Β = 150°, Γ Γ = 45° θαη 
 

Α Γ = 105°. Να απνδείμεηε όηη ε  
 

δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β   Γ είλαη 
αληηθείκελε εκηεπζεία ηεο ΟΑ. 

5. Γίλεηαη εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΒ,  
 

Μ ην κέζν ηνπ ηόμνπ Α Β θαη Κ  
 

ηπραίν ζεκείν ηνπ ηόμνπ Β Μ. Αλ Γ  
 

θαη Γ είλαη ηα κέζα ησλ ηόμσλ Α Κ  
 

θαη Μ Κ αληίζηνηρα, λα ππνινγίζεηε   
                             ην κέηξν ηνπ ηόμνπ 
                            

                             ΓΓ. 
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Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να βξείηε θαηά πόζν απμάλεη ν 
αξηζκόο ησλ δηαγσλίσλ θπξηνύ  
λ-γώλνπ όηαλ ν αξηζκόο ησλ 
πιεπξώλ ηνπ απμεζεί θαηά 1. 
 

Δξγαζία 
Να βξείηε ην πιήζνο δ ησλ 
δηαγσλίσλ θπξηνύ λ-γώλνπ σο 
ζπλάξηεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 
πιεπξώλ ηνπ (λ ≥ 3), αθνινπζώ-
ληαο ηα παξαθάησ βήκαηα: 
i) Να θαηαζθεπάζεηε ηξίγσλν, 
ηεηξάπιεπξν, πεληάγσλν θαη 
εμάγσλν θαη λα βξείηε:  
α) ην πιήζνο ησλ δηαγσλίσλ κε 
κηα θνηλή θνξπθή, 
β) ην ζπλνιηθό πιήζνο ησλ 
δηαγσλίσλ. 
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Να βξείηε θαηά πόζν απμάλεη ν 
αξηζκόο ησλ δηαγσλίσλ θπξηνύ λ-
γώλνπ όηαλ ν αξηζκόο ησλ 
πιεπξώλ ηνπ απμεζεί θαηά 1. 
ii) Μπνξείηε λα «αλαθαιύςεηε» 
πνηνο ηύπνο δίλεη ην δ σο 
ζπλάξηεζε ηνπ λ; 
iii) Τπνζέζηε όηη ν ηύπνο ηζρύεη γηα 
πνιύγσλν κε λ πιεπξέο θαη λα 
απνδείμεηε όηη ηζρύεη γηα 
πνιύγσλν κε λ + 1 πιεπξέο. 

Τπόδεημε: Πξνζζέζηε κηα θνξπθή 
θαη βξείηε ην πιήζνο ησλ 
επηπιένλ δηαγσλίσλ. 
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ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΙΩΗ 
ην θεθάιαην απηό δώζακε ηηο 
πξσηαξρηθέο γεσκεηξηθέο έλλνηεο: 
ζεκείν, επζεία, επίπεδν θαη 
νξίζακε ηα βαζηθά γεσκεηξηθά 
ζρήκαηα: επζύγξακκν ηκήκα, γσλία 
θαη θύθιν. Σέινο, δώζακε ηελ 
έλλνηα ηεο ηεζιαζκέλεο γξακκήο 
θαη ηνπ πνιπγώλνπ. 
Σν επζύγξακκν ηκήκα κε άθξα ηα 
ζεκεία Α, Β νξίζηεθε σο ην ζρήκα 
πνπ απνηειείηαη από ηα ζεκεία Α, 
Β θαη ηα ζεκεία ηεο επζείαο ΑΒ πνπ 
είλαη κεηαμύ ησλ Α, Β. ηε ζπλέρεηα 
κηιήζακε γηα ζύγθξηζε ηκεκάησλ, 
γηα ην κέζν ελόο ηκήκαηνο θαη 
δερζήθακε ηε κνλαδηθόηεηά ηνπ. 
Καηόπηλ νξίζακε πξάμεηο κε 
ηκήκαηα, ηελ έλλνηα ηνπ κήθνπο 
ελόο ηκήκαηνο θαη ηελ απόζηαζε 
δύν ζεκείσλ. Ζ γσλία νξίζηεθε σο 
ην ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα 
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θνηλά ζεκεία δύν εκηεπηπέδσλ. ηε 
ζπλέρεηα κίιεζακε γηα ζύγθξηζε 
γσληώλ, γηα ηε δηρνηόκν κηαο γσ-
λίαο θαη δερζήθακε ηε κνλαδηθόηε-
ηά ηεο. Καηόπηλ νξίζακε ηελ έλλνηα 
ηεο νξζήο (θαζεκία από ηηο γσλίεο 
ζηηο νπνίεο ρσξίδεηαη ε επζεία 
γσλία από ηε δηρνηόκν ηεο), νμείαο, 
ακβιείαο γσλίαο θαη ηεο θαζεηόηε-
ηαο δύν επζεηώλ. Δπίζεο, νξίζακε 
ηηο πξάμεηο κε γσλίεο θαη ηηο έλλνηεο 
ζπκπιεξσκαηηθέο, παξαπιεξσκα-
ηηθέο θαη θαηαθνξπθήλ γσλίεο. Ο 
θύθινο (Ο,ξ) νξίζηεθε σο ην 
ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ 
επηπέδνπ πνπ απέρνπλ από ην 
ζεκείν Ο, απόζηαζε ξ. ηε 
ζπλέρεηα αζρνιεζήθακε κε ηόμα, 
ρνξδέο θαη ζύγθξηζε ηόμσλ. 
Απνδείμακε ηε κνλαδηθόηεηα ηνπ 
κέζνπ ελόο ηόμνπ ζηεξηδόκελνη ζηε 
κνλαδηθόηεηα ηεο δηρνηόκνπ κηαο 
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γσλίαο θαη αμηνπνηώληαο ηε βαζηθή 
ζρέζε ηεο επίθεληξεο γσλίαο κε ην 
αληίζηνηρν ηόμν ηεο. Σέινο, νξίζακε 
ην κέηξν ηόμνπ θαη γσλίαο (σο ην 
κέηξν ηνπ αληίζηνηρνπ ηόμνπ ηεο, 
όηαλ απηή γίλεη επίθεληξε ζε 
θύθιν). 
 

ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΙΩΣΙΚΟ ΓΙΑΓΡΑΜΜΑ 
 

Σα βαζηθά Γεωκεηξηθά ρήκαηα 
 

• Πξωηαξρηθέο έλλνηεο:  
ζεκείν, επζεία, επίπεδν 

 

• Δπζύγξακκν ηκήκα 
• ύγθξηζε ηκεκάηωλ 
• Μέζν ηκήκαηνο 
• Πξάμεηο κε ηκήκαηα 
• Μήθνο ηκήκαηνο –  
• Απόζηαζε ζεκείωλ 
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• Γωλίεο 
• ύγθξηζε γωληώλ  
• Γηρνηόκνο γωλίαο 
• Ομεία, νξζή, ακβιεία γωλία, 
   θάζεηεο επζείεο  
• Πξάμεηο κε γωλίεο 
• πκπιεξωκαηηθέο,  
 παξαπιεξωκαηηθέο,  
 θαηαθνξπθήλ γωλίεο 

 

• Κύθινο 
• Γηάκεηξνο 
• Σόμα - ρνξδέο, ζύγθξηζε  
    ηόμωλ, κέζν ηόμνπ  
• Δπίθεληξε γωλία θαη ζρέζε  
    κε ην αληίζηνηρν ηόμν  
• Μέηξν ηόμνπ θαη γωλίαο 

 

• Δπζύγξακκα ζρήκαηα:  
   ηεζιαζκέλε γξακκή,  πνιύγωλν, 
   ζηνηρεία πνιπγώλνπ 
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