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ΠΡΟΙΟΓΟ 
 

Ζ «Δπθιείδεηα Γεσκεηξία» έρεη έλα δηπιό ξόιν λα 
εθπιεξώζεη: λα κπεζεί ν καζεηήο ζηε ζπιινγηζηηθή ηελ 
νπνία εθθξάδεη ην αμεπέξαζην ινγηθό - επαγσγηθό 
ζύζηεκα ηνπ Δπθιείδε θαη λα αληαπνθξηζεί ζηηο 
ζύγρξνλεο εθπαηδεπηηθέο επηηαγέο. 

Σν βηβιίν απηό, ζύκθσλν κε ηα πιαίζηα ζπγγξαθήο 
πνπ έζεζε ην Παηδαγσγηθό Ηλζηηηνύην, επειπηζηεί όηη ζα 
νδεγήζεη ηνπο καζεηέο ηνπ Λπθείνπ λα γλσξίζνπλ ηελ 
απζηεξή αιιά θαη ιηηή καζεκαηηθή γιώζζα, ειπίδνληαο 
όηη ζα ζπλεηζθέξεη ζηε καζεκαηηθή παηδεία ηνπ ηόπνπ, 
αλαπηύζζνληαο ην ξεαιηζκό ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο 
θαη ζθέςεο. 

Σν έξγν απηό είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπιινγηθήο 
πξνζπάζεηαο κηαο νκάδαο καζεκαηηθώλ, νη νπνίνη 
απνδερόκελνη ηελ πξόζθιεζε ηνπ Γ.. ηεο Διιεληθήο 
Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο εξγάζηεθαλ ζπζηεκαηηθά γηα 
ηελ πξαγκαηνπνίεζή ηνπ. 

Θα ζέιακε λα επραξηζηήζνπκε ζεξκά: ην Γ.. ηεο 
Διιεληθήο Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο γηα ηε βνήζεηα πνπ 
καο πξόζθεξε ζε όιε ηε δηάξθεηα ηεο ζπγγξαθήο ηνπ 
έξγνπ, ηνλ Καζεγεηή ηνπ Δ.Μ. Πνιπηερλείνπ θ. Δπγέλην 
Αγγειόπνπιν γηα ηηο ζεκαληηθέο ηνπ παξαηεξήζεηο ζηε 
δηακόξθσζε ηνπ βηβιίνπ θαη ηα κέιε ηεο επηηξνπήο 
θξίζεο πνπ κε ηηο εύζηνρεο παξαηεξήζεηο ηνπο 
βνήζεζαλ ζηελ ηειηθή κνξθή απηνύ ηνπ έξγνπ. 
 

Οη ζπγγξαθείο 
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1.1 Σα αληηθείκελν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο 
 

Σν αληηθείκελν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο είλαη ε 

κειέηε ηνπ ρώξνπ θαη ησλ ζρεκάησλ, επίπεδσλ θαη 
ζηεξεώλ, πνπ κπνξνύλ λα ππάξμνπλ κέζα ζε απηόλ. 
Μέζα ζην ρώξν βξίζθεηαη ν θπζηθόο θόζκνο, ζηνλ 
νπνίν δνύκε, θαη όια ηα αληηθείκελα, κεγάια ή κηθξά, 
έκςπρα ή άςπρα. 

ην ρώξν δηαθξίλνπκε ηηο επηθάλεηεο, ηηο γξακκέο 

θαη ηα ζεκεία. Οη επηθάλεηεο έρνπλ δύν δηαζηάζεηο, νη 
γξακκέο κία, ηα ζεκεία θακία. Οη επηθάλεηεο δηαρσξί-
δνπλ ηα αληηθείκελα κεηαμύ ηνπο ή από ην πεξηβάιινλ. 
Πάλσ ζε κηα επηθάλεηα κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε 
γξακκέο, νη νπνίεο κάιηζηα κπνξεί λα ηελ νξηνζεηνύλ. 
Δδώ ρξεηάδεηαη κηα δηεπθξίληζε. ηελ θαζεκεξηλή 
γιώζζα κηιάκε γηα «γξακκέο» ηεο αζθάιηνπ ή γηα 
ζηδεξνδξνκηθέο «γξακκέο», επεηδή ην πιάηνο ζηε κία 
πεξίπησζε, ην πιάηνο θαη ην ύςνο ζηελ άιιε είλαη ακε-
ιεηέα σο πξνο ην κήθνο. Γεληθά, όια ηα πιηθά αληηθείκε-
λα εθηείλνληαη ζε ηξεηο δηαζηάζεηο. ηελ θαζεκεξηλή 
γιώζζα δερόκαζηε ηηο πξνζεγγίζεηο, ζηε Γεσκεηξία 
όρη. Λεηηνπξγνύκε αλαγθαζηηθά κε αθεξεκέλεο έλλνηεο, 

πνπ ηηο απνθαινύκε όξνπο ηεο Γεσκεηξίαο. 
Ζ Γεσκεηξία ήηαλ ν πξώηνο θιάδνο ηεο αλζξώπη-

λεο γλώζεο πνπ δηακνξθώζεθε σο επηζηήκε θαη επί 
αηώλεο ν κόλνο. Σν αληηθείκελό ηεο, ν ρώξνο θαη ηα 
ζρήκαηα, είλαη θαη πξνζηηό θαη πινύζην, πξόζθνξν γηα 
ζεσξεηηθή κειέηε αιιά θαη γηα πξαθηηθέο εθαξκνγέο. 
Από ηελ επνρή ηνπ Αξρηκήδε θαη ηνπ Ήξσλα κέρξη 
ζήκεξα, ηα πεδία εθαξκνγήο ηεο Γεσκεηξίαο ζπλερώο 
δηεπξύλνληαη. Γηα ηα ζπίηηα πνπ δνύκε, ηα θαξάβηα πνπ 
ηαμηδεύνπκε ή ηηο επεμεξγαζκέλεο εηθόλεο ηεο ηειεόξα-
ζεο είλαη αλαγθαία ε ρξήζε ηεο Γεσκεηξίαο, άκεζε ή 
έκκεζε. 
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 Αξρηθά, ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ησλ δηάθνξσλ 
γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ έγηλε κε ηξόπν εκπεηξηθό, 
όπσο ηε ζπλαληήζακε ζην Γπκλάζην. Ζ κέζνδνο πνπ 
αθνινπζήζακε ηόηε ήηαλ ε εύξεζε ή επαιήζεπζε ησλ 
ηδηνηήησλ θαη ζρέζεσλ αλάκεζα ζηα γεσκεηξηθά ζρή-
καηα κε βάζε ηε κέηξεζε, γηα ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύ-
ζακε ην δηαβαζκηζκέλν θαλόλα (ππνδεθάκεηξν) θαη ην 
κνηξνγλσκόλην. Ζ κέηξεζε όκσο δελ κπνξεί λα είλαη 
αθξηβήο θαη ηα απνηειέζκαηά ηεο δε γεληθεύνληαη. 

Ζ δηαθνξνπνίεζε ηεο Πξαθηηθήο Γεσκεηξίαο από 
ηε Θεσξεηηθή ή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, ηελ νπνία ζα 
κειεηήζνπκε ζην Λύθεην, ζπλίζηαηαη ζηε ζπζηεκαηηθή 
ρξήζε ηεο ινγηθήο γηα λα ζεκειηώζεη ηηο γλώζεηο καο 
γηα ην ρώξν, μεθεύγνληαο από κεηξήζεηο θαη επηκέξνπο 
ζπκπεξάζκαηα. Οη γλώζεηο απηέο ππάξρνπλ ήδε: όινη 
μέξνπλ ηη είλαη θύθινο θαη ηη ηεηξάγσλν – νη αληίζηνηρεο 
ιέμεηο ππάξρνπλ ζε όιεο ηηο γλσζηέο γιώζζεο. Πξόθεη-
ηαη όκσο γηα γλώζεηο ζθόξπηεο, αζύλδεηεο κεηαμύ ηνπο. 
Ζ Γεσκεηξία ηηο ζεκειηώλεη, δειαδή ηηο νξγαλώλεη ζε 
έλα ζύζηεκα, θαη θπζηθά πξνζζέηεη θαη λέεο γλώζεηο ζε 
απηέο πνπ ήδε ππάξρνπλ. Κάζε θαηλνύξγην απνηέιεζκα 
πξνθύπηεη από ηα πξνεγνύκελα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε 

δηαδηθαζία πνπ ιέγεηαη απόδεημε θαη πνπ ζηεξίδεηαη 
ζηνπο θαλόλεο ηεο Λνγηθήο. 

Πώο πξνρσξάεη απηή ε δηαδηθαζία; Αο δνύκε ιίγν 
ην ηεηξάγσλν. Σν ηεηξάγσλν, όζν απιό θαη αλ θαίλεηαη, 
είλαη ζύλζεηε έλλνηα. Έρεη ίζεο πιεπξέο θαη κάιηζηα 
αλά δύν παξάιιειεο, ίζεο γσλίεο θαη κάιηζηα όιεο 
νξζέο. Πξέπεη, επνκέλσο, πξώηα λα μεθαζαξίζνπκε ηη 
ζεκαίλεη ηζόηεηα θαη αληζόηεηα (πιεπξώλ ή γσληώλ), ηη 
παξαιιειία θαη ηη νξζή γσλία (ή θαζεηόηεηα). Μόλν 
κεηά από απηά κπνξνύκε λα κηιήζνπκε γηα ηεηξάγσλν, 

αθνύ πξώηα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ. Ζ Γεσκεηξία 

πξνρσξάεη από ην πην απιό ζην πην ζύλζεην. 
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Θα πξέπεη, σζηόζν, από θάπνπ λα μεθηλήζνπκε, 
από έλλνηεο νη νπνίεο πξνθύπηνπλ άκεζα από ηελ 

εκπεηξία καο, όπσο νη έλλνηεο ζεκείν, επζεία θαη 

επίπεδν ηηο νπνίεο δερόκαζηε σο πξσηαξρηθέο ρσξίο 
πεξαηηέξσ δηεπθξηλίζεηο. Όκσο νη έλλνηεο απηέο 
ππόθεηληαη ζηηο παξαθάησ παξαδνρέο: 
 Από δύν ζεκεία δηέξρεηαη κνλαδηθή επζεία. 
 Γηα θάζε επζεία ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν ηνπ 

επηπέδνπ πνπ δελ αλήθεη ζε απηή. 
 Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία θαη εθηείλεηαη 

απεξηόξηζηα θαη πξνο ηηο δύν θαηεπζύλζεηο, ρσξίο 
δηαθνπέο θαη θελά. 

Ηζρπξηζκνύο όπσο νη παξαπάλσ, πνπ ηνπο δερό-
καζηε σο αιεζείο ρσξίο απόδεημε, ηνπο νλνκάδνπκε 

αμηώκαηα. Δπνκέλσο, ηα αμηώκαηα δελ απνδεηθλύνληαη, 
επηιέγνληαη. Γηα ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία έρνπλ 
πξνηαζεί πάξα πνιιά αμησκαηηθά ζπζηήκαηα, δειαδή 
δηαθνξεηηθέο επηινγέο αμησκάησλ (βι. Παξάξηεκα Α). Ζ 
δνκή ηνπ βηβιίνπ, ε ζεηξά ησλ απνηειεζκάησλ 
εμαξηώληαη από ηελ επηινγή ησλ αμησκάησλ, ηα νπνία 
δίλνληαη εθεί πνπ ρξεηάδνληαη. Γεληθόηεξα, γίλεηαη 
πξνζπάζεηα ώζηε, κεηά από κία λέα έλλνηα ή έλα λέν 
ζεκαληηθό απνηέιεζκα, λα εμεηάδεηαη ηη θαηλνύξγην 
κπνξεί λα πξνθύςεη ζε ζπλδπαζκό κε ηα πξνεγνύ-
κελα. Κάζε λέν απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη από κία 
ζεηξά ζπιινγηζκώλ ζεκειησκέλε ζηα αμηώκαηα ιέγεηαη 

ζεώξεκα, ελώ νη άκεζεο ζπλέπεηεο ελόο ζεσξήκαηνο 

ιέγνληαη πνξίζκαηα. 
Όπσο πξναλαθέξακε αληηθείκελν ηεο Γεσκεηξίαο 

είλαη ε κειέηε ησλ ζρεκάησλ ηνπ επηπέδνπ θαη ηνπ 
ρώξνπ. Ζ κειέηε απηή ζπρλά ππνβνεζείηαη από έλα 
ζρέδην ηνπ ζρήκαηνο. 

ηελ πνξεία εμαγσγήο ησλ ζπκπεξαζκάησλ 
ζεκαληηθό ξόιν παίδεη ε δηαίζζεζε θαη ε επνπηεία.  
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Σα ζπκπεξάζκαηα, γηα λα είλαη γεληθά, δελ πξέπεη λα 
είλαη ζπλέπεηεο κόλν ηεο παξαηήξεζεο ηνπ ζρεδίνπ. 

Δίλαη αλαγθαίν λα πξνθύπηνπλ κε νξζό ζπιινγηζκό 
από ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ζρήκαηνο, νη νπνίεο άιισζηε 
είλαη δπλαηό λα κελ είλαη όιεο νξαηέο ζην ζρήκα. Γηα λα 
θαηαιήμνπκε ζε κία απόδεημε ν δξόκνο κπνξεί λα είλαη 
καθξύο θαη λα πεξλάεη κέζα από εηθαζίεο, ιάζε, επαλα-
ηνπνζεηήζεηο, κέρξη λα νδεγεζνύκε ζηελ ηειηθή κνξθή. 

Δίλαη ινηπόλ θαλεξό όηη νη ζπιινγηζκνί καο, γηα 
ηελ αληηκεηώπηζε ελόο γεσκεηξηθνύ πξνβιήκαηνο, 
πξέπεη λα είλαη ζεσξεηηθνί, γεληθνί θαη ην ζρέδην ηνπ 
ζρήκαηνο λα έξρεηαη αξσγόο ζηελ πξνζπάζεηα 
αλαθάιπςεο εθείλσλ ησλ ηδηνηήησλ πνπ ζα καο 
νδεγήζνπλ ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Ζ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία εξκελεύεη ηηο κνξθέο ηνπ 
πεξηβάιινληνο ρώξνπ ρξεζηκνπνηώληαο ιίγεο πξώηεο 
αξρέο θαη αμηνπνηώληαο ηε ζθέςε θαη ηνλ νξζό ιόγν. 
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1.2  Ηζηνξηθή αλαδξνκή ζηε γέλεζε θαη  
αλάπηπμε ηεο Γεσκεηξίαο 

 

Ζ γέλεζε ησλ πξώησλ ελλνηώλ ηεο Γεσκεηξίαο είλαη 
κηα δηαδηθαζία πνπ θξάηεζε πνιινύο αηώλεο. Ζ δηα-
κόξθσζή ηνπο ήηαλ απνηέιεζκα λνεηηθήο αθαίξεζεο 
όισλ ησλ άιισλ ηδηνηήησλ θαη ζρέζεσλ ησλ αληηθεη-
κέλσλ ηνπ θόζκνπ πνπ καο πεξηβάιιεη, εθηόο από ηηο 
ηδηόηεηεο ηεο ακνηβαίαο ζέζεο θαη ηνπ κεγέζνπο. Οη 
ηδηόηεηεο απηέο εθθξάδνληαη κε ηελ ηδέα όηη δύν αληηθεί-
κελα είλαη «θνληά» ή όηη «άπηνληαη» ην έλα ηνπ άιινπ, 
ηε ζρέζε ηνπο όηαλ ην έλα είλαη «κέξνο» ηνπ άιινπ ή 
όηαλ έλα αληηθείκελν βξίζθεηαη «κεηαμύ» δύν άιισλ ή 
ην έλα «κέζα» ζην άιιν, θαη ηελ ηδέα ηεο ζύγθξηζεο δύν 
αληηθεηκέλσλ, ηεο εμαθξίβσζεο όηη ην έλα είλαη «κεγα-
ιύηεξν», «κηθξόηεξν» ή «ίζν» κε έλα άιιν. ηε δηακόξ-
θσζε ησλ γεσκεηξηθώλ ελλνηώλ, απνθαζηζηηθήο 
ζεκαζίαο πξέπεη λα ήηαλ ε πξνζπάζεηα απεηθόληζεο 
ησλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ θαη ζρέζεσλ κε 
δσγξαθηθέο παξαζηάζεηο, πνπ ιεηηνπξγνύζαλ σο 
κνληέια ησλ πξαγκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ. Ζ δηαδηθαζία 
απηή όκσο δελ κπνξεί λα ρξνλνινγεζεί ηζηνξηθά. 

Οη πξώηεο γξαπηέο καξηπξίεο γεσκεηξηθώλ 
γλώζεσλ αλάγνληαη ζηελ ηξίηε κε δεύηεξε ρηιηεηία π.Υ. 
θαη πξνέξρνληαη από ηνπο ιανύο ηεο αξραίαο Αηγύπηνπ 
θαη ηεο Μεζνπνηακίαο. Αλ θαη νη καξηπξίεο απηέο δελ 
είλαη πινύζηεο, σζηόζν κπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε 
κηα ηδέα γηα ην ραξαθηήξα ηεο Γεσκεηξίαο ζηνπο 
πνιηηηζκνύο απηνύο. Οη γεσκεηξηθέο γλώζεηο ησλ ιαώλ 
απηώλ ζπλίζηαληαη, θαηά θύξην ιόγν, ζηνλ ππνινγηζκό 
επηθαλεηώλ θαη όγθσλ αθνινπζώληαο κηα «αιγνξηζκη-
θή» δηαδηθαζία, έλαλ θαλόλα, ν νπνίνο εθαξκόδεηαη γηα 
ζπγθεθξηκέλεο αξηζκεηηθέο ηηκέο. Με κηθξέο εμαηξέζεηο, 
ηα πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνληαη είλαη εκπεηξηθήο 
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πξνέιεπζεο θαη ε ιύζε πνπ δίλεηαη δε ζπληζηά ινγηθή 
απόδεημε, αλ θαη ζε κεκνλσκέλεο πεξηπηώζεηο 
πξνβιεκάησλ αλαπηύζζνληαη κέζνδνη γεσκεηξηθώλ 
κεηαζρεκαηηζκώλ, νη νπνίεο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ 
σο έλα είδνο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο. Απηή ε κνξθή 
Γεσκεηξίαο δηήξθεζε πνιινύο αηώλεο ρσξίο λα 
ζεκεησζεί αηζζεηή πξόνδνο. 

Μία λέα πεξίνδνο εγθαηληάδεηαη ζηελ αξραία Διιά-
δα, όπνπ ε Γεσκεηξία κεηαζρεκαηίδεηαη ζε αθεξεκέλε 
απνδεηθηηθή επηζηήκε. Δκθαλίδεηαη ε έλλνηα ηεο ινγη-
θήο απόδεημεο πνπ ιεηηνπξγεί σο κέζνδνο επηβεβαίσ-
ζεο ηεο αιήζεηαο κηαο γεσκεηξηθήο πξόηαζεο, αιιά θαη 
σο ζηνηρείν πνπ ζπζηεκαηνπνηεί ηηο γεσκεηξηθέο 
γλώζεηο. Έηζη εκθαλίδνληαη νη πξώηεο ζπζηεκαηηθέο 
γεσκεηξηθέο πξαγκαηείεο, όπσο ηνπ Ηππνθξάηε ηνπ 
Υίνπ θαη, πεξί ην 440 π.Υ., ηα «ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε, 
πνπ απνηέιεζαλ ην επηζηέγαζκα ηεο αξραίαο Διιελη-
θήο καζεκαηηθήο παξάδνζεο, αιιά θαη πξόηππν επη-
ζηεκνληθνύ ηδεώδνπο γηα πνιινύο αηώλεο. Από κειέηε 
ηεο ζέζεο, ηνπ κεγέζνπο θαη ηεο κνξθήο ησλ γεσκεηξη-
θώλ ζρεκάησλ γηα άκεζεο πξαθηηθέο εθαξκνγέο ε 
Γεσκεηξία κεηακνξθώλεηαη ζε επηζηήκε πνπ κειεηά 
αθεξεκέλα λνεηηθά αληηθείκελα, νη ζρέζεηο ησλ νπνίσλ 
απνδεηθλύνληαη κε ηε βνήζεηα κηαο ινγηθήο αθνινπζίαο 
πξνηάζεσλ, μεθηλώληαο από νξηζκέλεο ππνζέζεηο πνπ 
ιακβάλνληαη ρσξίο απόδεημε. 

Σελ Διιεληζηηθή αθόκα πεξίνδν αλαπηύζζνληαη 
ζεκειηαθά λέεο κέζνδνη ππνινγηζκνύ επηθαλεηώλ θαη 
όγθσλ (π.ρ. ε κέζνδνο ηεο εμάληιεζεο ζηα έξγα ηνπ 
Αξρηκήδε), πνπ ζηεξίδνληαη ζε αθεξεκέλεο ζεσξεηηθέο 
πξνζεγγίζεηο θαη βαζηέο καζεκαηηθέο ζεσξίεο. Δπίζεο, 
εκθαλίδνληαη αθεξεκέλεο ζεσξίεο γηα λέα γεσκεηξηθά 
αληηθείκελα, ε δπλαηόηεηα εθαξκνγήο ησλ νπνίσλ ζα 
δηεπθξηληζηεί πνιινύο αηώλεο κεηά, όπσο π.ρ. ε ζεσξία 
ησλ θσληθώλ ηνκώλ ηνπ Απνιιώληνπ, πνπ ζα βξεη  

12 / 5 



εθαξκνγή ζηε Φπζηθή κόιηο ην 17ν αηώλα. Σελ ίδηα 
πεξίπνπ επνρή θαίλεηαη όηη άξρηζαλ θαη νη έξεπλεο ζηα 
ζεκέιηα ηεο Γεσκεηξίαο κε ηηο πξνζπάζεηεο απόδεημεο 
ηνπ πέκπηνπ αηηήκαηνο ηνπ Δπθιείδε (ησλ 
παξαιιήισλ), νη νπνίεο ζπλερίζηεθαλ από πνιινύο 
καζεκαηηθνύο ηνπ Αξαβηθνύ θόζκνπ. 

Ζ Δπξσπατθή Αλαγέλλεζε νδήγεζε ζε λέα άλζεζε 

ηεο Γεσκεηξίαο. Έλα λέν βήκα πξαγκαηνπνηείηαη κε ηελ 
εηζαγσγή ηεο κεζόδνπ ησλ ζπληεηαγκέλσλ από ηνλ 
Νηεθάξη ην πξώην κηζό ηνπ 17νπ αη. Ο λένο 
κεηαζρεκαηηζκόο ηεο Γεσκεηξίαο ζπλίζηαηαη ζηε 
ζύλζεζε ηεο αλαπηπζζόκελεο ηόηε Άιγεβξαο κε ηελ 
Αλάιπζε πνπ βξηζθόηαλ ζην ζηάδην ηεο γέλεζήο ηεο θαη 
ηε δεκηνπξγία ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο, ε νπνία 
κειεηά ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα κε ηε βνήζεηα ησλ 
κεζόδσλ ηεο Άιγεβξαο. 

Ζ εθαξκνγή ησλ λέσλ κεζόδσλ ηνπ δηαθνξηθνύ 
ινγηζκνύ ζηελ Αλαιπηηθή Γεσκεηξία νδήγεζε ζηνλ 
πνιιαπιαζηαζκό ησλ θιάδσλ ηεο Γεσκεηξίαο. Σν 18ν 
αη. δηακνξθώλεηαη ε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία ζηα έξγα ηνπ 
Όπιεξ θαη ηνπ Μόλδ, αληηθείκελν ηεο νπνίαο αξρηθά 
γίλνληαη νπνηεζδήπνηε ιείεο θακπύιεο θαη επηθάλεηεο 
θαη νη κεηαζρεκαηηζκνί ηνπο. ηα κέζα ηνπ 17νπ αη. 
αλαπηύζζεηαη θαη ε Πξνβνιηθή Γεσκεηξία ζηηο κειέηεο 
ηνπ Νηεδάξγθ θαη ηνπ Παζθάι πάλσ ζηελ απεηθόληζε 
ζσκάησλ ζην επίπεδν. Σν αληηθείκελν ηνπ λένπ θιάδνπ 
επηθεληξώλεηαη από ηνλ Πνλζειέ (1822) ζηε κειέηε ησλ 
ηδηνηήησλ ησλ επίπεδσλ ζρεκάησλ πνπ παξακέλνπλ 
αλαιινίσηεο θαηά ηελ πξνβνιή ηνπο από έλα επίπεδν 
ζε άιιν, ελώ ε θαζαπηό ζεσξία ηεο γεσκεηξηθήο 
απεηθόληζεο (ζε ζπλδπαζκό κε ηα πξνβιήκαηα 
ζρεδίαζεο) νδήγεζε ζην ζύζηεκα ηεο Παξαζηαηηθήο 
Γεσκεηξίαο ηνπ Μόλδ. 

ε όινπο ηνπο παξαπάλσ θιάδνπο νη ζεκειηαθέο 
έλλνηεο θαη αμηώκαηα παξέκελαλ ζρεδόλ ηα ίδηα από  
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ηελ επνρή ηεο αξραίαο Διιάδαο. Άιιαδε ην πεδίν ησλ 
γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ πνπ κειεηόληαλ θαη νη 
κέζνδνη πνπ εθαξκόδνληαλ. Ρηδηθή αλαηξνπή ηεο 
εηθόλαο απηήο παξνπζηάδεηαη ζηηο αξρέο ηνπ 19νπ αη. κε 
ηελ αλαθάιπςε ηεο κε Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο από ηνλ 
Ν. Λνκπαηζέθζθη (1829) θαη ηνλ Γ. Μπόιπατ (1832). Ο 
Λνκπαηζέθζθη, μεθηλώληαο από ηελ άξλεζε ηνπ 
πέκπηνπ αηηήκαηνο ηνπ Δπθιείδε, θαηαζθεύαζε έλα 
ινγηθά άςνγν ζύζηεκα Γεσκεηξίαο, παξά ην γεγνλόο 
όηη νη ηδηόηεηεο ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ ζην 
ζύζηεκα πνπ πεξηέγξαθε βξίζθνληαλ ζε θαηάθσξε 
αληίζεζε κε ηε ζπλήζε επνπηηθή αληίιεςε ηνπ ρώξνπ. 

Ζ λέα πεξίνδνο πνπ εγθαηληάδεηαη κε ηνλ 
Λνκπαηζέθζθη ραξαθηεξίδεηαη από ηελ αλάπηπμε λέσλ 
γεσκεηξηθώλ ζεσξηώλ (λέσλ «Γεσκεηξηθώλ»), ηελ 
αιιαγή ηνπ αληηθεηκέλνπ ηεο Γεσκεηξίαο (αληηθείκελν 
ηεο Γεσκεηξίαο γίλνληαη ηώξα «ρώξνη» δηάθνξσλ 
εηδώλ) θαη ην δηαρσξηζκό ηεο έλλνηαο ηνπ 
«καζεκαηηθνύ» από ηελ έλλνηα ηνπ «πξαγκαηηθνύ» 
ρώξνπ. Ζ λέα έλλνηα ηνπ γεληθεπκέλνπ καζεκαηηθνύ 
ρώξνπ δηαηππώλεηαη ζαθώο από ηνλ Ρήκαλ ην 1854 θαη 
αλνίγεη λέεο πξννπηηθέο ζηελ αλάπηπμε ηεο Γεσκεηξίαο 
νδεγώληαο ζηε δεκηνπξγία ηεο ιεγόκελεο Ρεκάλεηαο 
Γεσκεηξίαο, ε νπνία βξίζθεη εθαξκνγή ζηε ζεσξία ηεο 
ζρεηηθόηεηαο. Με ηε δύζε ηνπ 19νπ αη. ηα ζεκέιηα ηεο 
Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, αιιά θαη ησλ άιισλ (κε 
Δπθιείδεησλ) «Γεσκεηξηώλ» απνζαθελίδνληαη θαη 
εθηίζεληαη κε ηε κνξθή ζπζηήκαηνο αμησκάησλ. 
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Σα βαζηθά γεσκεηξηθά ζρήκαηα 

 
 
ηόρνο ηνπ θεθαιαίνπ απηνύ είλαη ε εκπέδσζε θαη ε 
ζπζηεκαηηθή κειέηε ησλ πξσηαξρηθώλ ελλνηώλ: 
ζεκείν, επζεία, επίπεδν θαζώο θαη ησλ βαζηθώλ 
γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ: επζύγξακκν ηκήκα, γσλία, 
θύθινο, επίπεδν επζύγξακκν ζρήκα. Όπσο είδακε, νη 
πξσηαξρηθέο έλλνηεο ζεκείν, επζεία, επίπεδν δίλνληαη 
ρσξίο νξηζκό θαη κε βάζε απηέο νξίδνληαη ηα βαζηθά 
γεσκεηξηθά ζρήκαηα, ηα νπνία ζα κειεηήζνπκε ζηε 
ζπλέρεηα.  

 

22  
ΘΔΦΑΙΑΗΟ 
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Andrea Mantegna (Ιηαιός, περίποσ 1431 - 1506). 

Οροθή από ηελ "Camera degli Sposi" (Δωκάηηο ηωλ 

Σσδύγωλ), ηοητογραθία από ηο Δοσθηθό Παιάηη , ζηε 

Μάληοβα ηες Ιηαιίας. 
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Οη πξσηαξρηθέο γεσκεηξηθέο έλλνηεο 
 

Όπσο αλαθέξακε ήδε ζηελ Δηζαγσγή, ε κειέηε ηεο 
Γεσκεηξίαο μεθηλά από έλλνηεο νη νπνίεο πξνθύπηνπλ 
άκεζα από ηελ εκπεηξία καο, όπσο νη έλλνηεο ζεκείν, 
επζεία θαη επίπεδν ηηο νπνίεο δερόκαζηε σο 
πξσηαξρηθέο ρσξίο πεξαηηέξσ δηεπθξηλίζεηο. Οη έλλνηεο 
απηέο ππόθεηληαη ζηηο παξαθάησ παξαδνρέο: 
 Από δύν ζεκεία δηέξρεηαη κνλαδηθή επζεία. 
 Γηα θάζε επζεία ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν ηνπ 

επηπέδνπ πνπ δελ αλήθεη ζε απηή. 
 Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία θαη εθηείλεηαη 

απεξηόξηζηα θαη πξνο ηηο δύν θαηεπζύλζεηο, ρσξίο 
δηαθνπέο θαη θελά. 

 
2.1 εκεία, γξακκέο θαη επηθάλεηεο 

 

Έλα ζεκείν δελ έρεη δηαζηάζεηο.  
Σν παξηζηάλνπκε κε κηα ηειεία θαη  
ην νλνκάδνπκε κε έλα θεθαιαίν  
γξάκκα (π.ρ. εκείν Α, εκείν Β  
(ζρ.1)). ρήκα 1 
 

Αλ κεηαθηλήζνπκε ρσξίο δηα- 
θνπή ηε κύηε ηνπ κνιπβηνύ πάλσ  
ζε έλα ραξηί, ηόηε ην ίρλνο ηεο  

γξάθεη κία γξακκή (ζρ.2). ε θάζε  
ζέζε ηνπ κνιπβηνύ ην ίρλνο ηεο  
κύηεο ηνπ παξηζηάλεη έλα ζεκείν. 

 Στήκα 2 
 

Δπνκέλσο, ε γξακκή κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα 
ζπλερήο ζεηξά ζέζεσλ πνπ παίξλεη έλα θηλεηό ζεκείν.  

A 

  

 

• 

 
B 

  

 

• 
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Σε κνξθή (ζρήκα) θάζε ζηεξενύ ζώκαηνο ηελ 

αληηιακβαλόκαζηε από ηελ επηθάλεηά ηνπ. Σν ζύλνιν 
ησλ ζεκείσλ ηα νπνία ην ρσξίδνπλ από ην πεξηβάιινλ 
ηνπ νλνκάδεηαη επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο. 
Αξρηθά ζα αζρνιεζνύκε κε ηε κειέηε ζρεκάησλ ή 
γξακκώλ, πνπ βξίζθνληαη ζε κηα εηδηθνύ ηύπνπ 

επηθάλεηα, ην επίπεδν. 
 

2.2 Σν επίπεδν 
 
 

Ζ απινύζηεξε από όιεο ηηο επηθάλεηεο είλαη ε επίπεδε 

επηθάλεηα ή απιά ην επίπεδν. Ζ επηθάλεηα ηνπ πίλαθα, 
ε επηθάλεηα ελόο ιείνπ δαπέδνπ, ε επηθάλεηα κηαο ήξε-
κεο ιίκλεο θηι. καο δίλνπλ ηελ εηθόλα ελόο επηπέδνπ. 
ην πξώην κέξνο ηεο Γεσκεηξίαο, πνπ ιέγεηαη επηπεδν-
κεηξία δε ζα νξίζνπκε ην επίπεδν νύηε ηα αμηώκαηα 
πνπ ην ραξαθηεξίδνπλ, αιιά ζα ην κειεηήζνπκε 
εμεηάδνληαο ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρεκάησλ, ησλ νπνίσλ 
όια ηα ζηνηρεία πεξηέρνληαη ζην ίδην επίπεδν. Σα 

ζρήκαηα απηά νλνκάδνληαη επίπεδα ζρήκαηα. 
 

2.3 Ζ επζεία 
 

Γλσξίδνπκε όηη από δύν δηαθνξε- 
ηηθά ζεκεία Α,Β δηέξρεηαη κνλαδη 
θή επζεία. Σελ επζεία απηή νλνκά- 
δνπκε επζεία ΑΒ ή ΒΑ (ζρ.3).  
Δπίζεο κία επζεία ζπκβνιίδεηαη  
είηε κε έλα κηθξό γξάκκα (ε, δ, …)  
ηνπ ειιεληθνύ αιθαβήηνπ είηε σο  

x'x. Πξνθαλώο δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο δελ κπνξεί λα 
έρνπλ δύν θνηλά ζεκεία. Άξα ζα έρνπλ έλα κόλν θνηλό 
ζεκείν ή θαλέλα. Γύν επζείεο πνπ έρνπλ έλα κόλν θνηλό 

ζεκείν ιέγνληαη ηεκλόκελεο επζείεο θαη ην θνηλό ζεκείν 
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ηνπο ιέγεηαη ηνκή ησλ δύν επζεηώλ, ελώ δύν επζείεο 

πνπ δελ έρνπλ θνηλό ζεκείν ιέγνληαη παξάιιειεο. 
 

Σν επζύγξακκν ηκήκα  

 
2.4 Ζ εκηεπζεία 
 

Κάζε επζεία έρεη άπεηξα ζεκεία  
θαη εθηείλεηαη απεξηόξηζηα ρσξίο  
δηαθνπέο θαη θελά. Έζησ κία  
επζεία x'x θαη ζεκείν ηεο Α (ζρ.4).  
Σόηε ην ζεκείν ρσξίδεη ηελ επζεία  
ζε δύν κέξε ηα νπνία ζπκβνιί- 
δνπκε Ax θαη Ax' θαη ηα νλνκάδνπ- 

κε εκηεπζείεο κε αξρή ην ζεκείν Α. 
 

Ζ επζεία x'x ιέγεηαη θνξέαο ηεο  
εκηεπζείαο Ax (ζρ.5). Γύν εκηεπ- 
ζείεο Ax, Ay  κε κόλν θνηλό ζεκείν 
ηελ αξρή ηνπο Α, όηαλ έρνπλ ηνλ  

ίδην θνξέα ιέγνληαη αληηθείκελεο  
(ζρ.6). 

 
2.5 Σν επζύγξακκν ηκήκα 
 

ε επζεία ε ζεσξνύκε δύν δηαθν- 

ξεηηθά ζεκεία Α,Β. Δπζύγξακκν  
ηκήκα ΑΒ ή ΒΑ (ζρ.7) ιέγεηαη ην  
ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα  
δύν ζεκεία Α, Β θαη ηα ζεκεία ηεο  
επζείαο ε πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ηνπο. 

Σα ζεκεία Α θαη Β ιέγνληαη άθξα ηνπ επζύγξακκνπ 

ηκήκαηνο, ελώ ε επζεία ε ιέγεηαη θνξέαο ηνπ ηκήκαηνο. 
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Σα ζεκεία ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο, εθηόο ησλ 

άθξσλ ηνπ, ιέγνληαη εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ ηκήκαηνο. 
Αλ π.ρ. ην Γ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ 

(ζρ.7), ιέκε όηη ηα Α,Β βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηνπ Γ, 

ελώ ηα Β, Γ είλαη πξνο ην ίδην κέξνο ηνπ Α. Γύν 
ηκήκαηα, πνπ έρνπλ θνηλό έλα άθξν θαη δελ έρνπλ θνηλά 
εζσηεξηθά ζεκεία, ιέγνληαη δηαδνρηθά. 

 

εκείσζε: 
Όηαλ ιέκε όηη πξνεθηείλνπκε ην ηκήκα ΑΒ, ζα ελλννύκε 
πξνο ην κέξνο ηνπ Β, ελώ ην ΒΑ πξνο ην κέξνο ηνπ Α. 

 
2.6 Κεηαηνπίζεηο ζην επίπεδν 
 

Γηα θάζε επίπεδν ζρήκα δερόκαζηε όηη κπνξεί λα 

κεηαηνπηζζεί κέζα ζην επίπεδν πεγαίλνληαο από ηελ 
αξρηθή ηνπ ζέζε ζε κηα νπνηαδήπνηε άιιε ζέζε θαη 
λα παξακέλεη αλαιινίσην σο πξνο ηε κνξθή θαη ην 
κέγεζνο. 
Σν ηειηθό ζρήκα πνπ πξνθύπηεη (δειαδή ην αξρηθό 

ζρήκα ζηελ ηειηθή ζέζε) ιέγεηαη νκόινγν (ή εηθόλα) 
ηνπ αξρηθνύ. 

 
2.7 ύγθξηζε επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 
 

 Ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα 
 

Γύν επζύγξακκα ηκήκαηα ιέγνληαη ίζα, όηαλ κε 
θαηάιιειε κεηαηόπηζε ζπκπίπηνπλ. 
Γηα ηελ ηζόηεηα επζύγξακκσλ ηκεκάησλ δερόκαζηε ην 
παξαθάησ αμίσκα: 

Έζησ έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. Σόηε γηα θάζε 
εκηεπζεία Γx ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν ηεο Γ, ώζηε 
ΑΒ = ΓΓ (ζρ.8). Άκεζε ζπλέπεηα  
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ηνπ παξαπάλσ αμηώκαηνο είλαη  
ε επόκελε θαηαζθεπή. 
 

• Θαηαζθεπή επζύγξακκνπ  
ηκήκαηνο ίζνπ πξνο δνζκέλν 

 
Έζησ ην επζύγξακκν ηκήκα  
ΑΒ θαη ε εκηεπζεία Γx. Δθαξκό- 
δνπκε ηε κηα αθίδα ηνπ δηαβήηε  
ζην Α θαη ηελ άιιε ζην Β θαη, ζηε  
ζπλέρεηα, θξαηώληαο ζηαζεξό ην άλνηγκα ηνπ δηαβήηε 
ηνπνζεηνύκε ην έλα άθξν ηνπ ζην Γ, νπόηε ην άιιν 
άθξν ηνπ νξίδεη ην ζεκείν Γ ηεο Γx (ζρ.8). Σόηε ην ηκήκα 
ΓΓ είλαη ίζν κε ην αξρηθό. 
 

• Γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο 
 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία ιέγεηαη γεσκεηξηθή 
θαηαζθεπή. Θα ιέκε όηη έλα ζρήκα θαηαζθεπάδεηαη 
γεσκεηξηθά, όηαλ κπνξνύκε λα ην ζρεδηάζνπκε 

ρξεζηκνπνηώληαο απνθιεηζηηθά ηα γεσκεηξηθά 
όξγαλα, δειαδή ηνλ θαλόλα (ρσξίο ππνδηαηξέζεηο) θαη 

ην δηαβήηε. 
 

• Κέζν επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
 

Κέζν ελόο επζύγξακκνπ ηκήκα- 
ηνο ΑΒ νλνκάδεηαη έλα εζσηεξηθό  
ηνπ ζεκείν Μ ηέηνην, ώζηε ΑΜ = ΜΒ  
(ζρ.9). Γερόκαζηε όηη θάζε ηκήκα έρεη κνλαδηθό κέζν. 
 

• Άληζα επζύγξακκα ηκήκαηα 
 

Έζησ δύν επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ. 
Πξνεθηείλνπκε ην ΓΓ νπόηε πξνθύπηεη ε εκηεπζεία Γx.  
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Στήκα 8 
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Μεηαηνπίδνπκε ην ΑΒ ώζηε ην Α  
λα ηαπηηζηεί κε ην Γ. Σόηε ζα  
ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν Δ ηεο  
Γx, ώζηε ΑΒ = ΓΔ. 
 Αλ ην Δ είλαη εζσηεξηθό ζε-
κείν ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ, ζα ιέκε 
όηη ην ηκήκα ΑΒ είλαη κηθξόηεξν 
από ην ΓΓ. πκβνιίδνπκε  
ΑΒ < ΓΓ (ζρ. 10α). 
 Αλ ην Δ ηαπηίδεηαη κε ην Γ,  
ηόηε ΑΒ=ΓΓ, όπσο 
πξνεγνύκελα (ζρ.10β). 
 Αλ ην Δ δελ είλαη εζσηεξηθό  
ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ, ζα 
ιέκε όηη ην ηκήκα ΑΒ είλαη 
κεγαιύηεξν από ην ΓΓ. 
πκβνιίδνπκε ΑΒ>ΓΓ  

 Στήκα 10  (ζτ.10γ). 

  

 

2.8 Πξάμεηο κεηαμύ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 
 

Έζησ δύν επζύγξακκα 
ηκήκαηα ΑΒ, ΓΓ. 

i) Με ηε βνήζεηα ηνπ δηαβή- 
ηε νξίδνπκε πάλσ ζε κία  
επζεία ε ηα δηαδνρηθά  
ηκήκαηα ΔΕ = ΑΒ θαη  

 Στήκα 11  ΕΖ = ΓΓ (ζρ.11).  
  

Έηζη θαηαζθεπάδνπκε ην ηκήκα ΔΖ, πνπ ιέγεηαη 

άζξνηζκα ησλ ΑΒ θαη ΓΓ θαη γξάθνπκε ΔΖ = ΑΒ + ΓΓ. 

Ζ δηαδηθαζία απηή ιέγεηαη πξόζζεζε δύν επζύγξακκσλ 
ηκεκάησλ. ηελ πξόζζεζε επζύγξακκσλ ηκεκάησλ 
ηζρύνπλ ηδηόηεηεο αλάινγεο κε απηέο πνπ ηζρύνπλ ζηελ 
πξόζζεζε αξηζκώλ (βι. Γξαζηεξηόηεηα). 
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(ii) Αλ ΑΒ < ΓΓ ηόηε ππάξρεη  
εζσηεξηθό ζεκείν Δ ηνπ ΓΓ,  
ώζηε ΓΔ = ΑΒ (ζρ.12). Σν  
ηκήκα ΔΓ ιέγεηαη δηαθνξά  
ηνπ ΑΒ από ην ΓΓ θαη ζπκ- 
βνιίδεηαη ΔΓ = ΓΓ - ΑΒ. 

 Στήκα 12 
 

(iii) Αλ λ θπζηθόο αξηζκόο, ηόηε νλνκάδεηαη γηλόκελν 
ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ επί ην θπζηθό αξηζκό λ ην επζύ-
γξακκν ηκήκα ΔΕ, ην νπνίν είλαη ην άζξνηζκα λ 
δηαδνρηθώλ επζύγξακκσλ ηκεκάησλ ίζσλ πξνο ην 
ΑΒ (ζρ.13). Γξάθνπκε 

ΔΕ = λ  ΑΒ ή ηζνδύλακα  ΑΒ =  

 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ 
Αλ ΑΒ = ΓΑ, ηόηε ε δηαθνξά ΓΑ - ΑΒ είλαη έλα 
επζύγξακκν ηκήκα, ηα άθξα ηνπ νπνίνπ ζπκπίπηνπλ. 
Σν ηκήκα απηό ιέγεηαη κεδεληθό επζύγξακκν ηκήκα. 

 

Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να απνδείμεηε ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο  
πνπ ηζρύνπλ ζηελ πξόζζεζε ησλ επζύ- 
γξακκσλ ηκεκάησλ: 
i) ΑΒ + ΓΓ = ΓΓ + ΑΒ (αληηκεηαζεηηθή) 
ii) (ΑΒ+ΓΓ) + ΔΕ = ΑΒ + (ΓΓ +ΔΕ) (πξνζεηαηξηζηηθή). 
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2.9 Κήθνο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο - Απόζηαζε δπν 
ζεκείσλ 

 

• Κήθνο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
 

Δίπακε παξαπάλσ όηη κπνξνύκε λα ζπγθξίλνπκε θάζε 
επζύγξακκν ηκήκα κε έλα άιιν επζύγξακκν ηκήκα. Έλα 
ηκήκα κε ην νπνίν ζπγθξίλνπκε όια ηα επζύγξακκα 
ηκήκαηα ιέγεηαη κνλάδα κήθνπο. Θα δνύκε ζηε ζπλέ-
ρεηα (Κεθάιαην 7) όηη γηα δύν νπνηαδήπνηε επζύγξακκα 
ηκήκαηα ΓΓ θαη ΑΒ ππάξρεη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο ξ (όρη 
απαξαίηεηα θπζηθόο), ώζηε ΓΓ = ξΑΒ. Έηζη, αλ 
ζεσξήζνπκε σο κνλάδα κήθνπο ην ΑΒ, ηόηε ν αξηζκόο 
ξ ιέγεηαη κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΓ. 
 

ΖΚΔΗΩΖ 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ζα ζπκβνιίδεηαη κε  
(ΑΒ) ή απινύζηεξα κε ΑΒ, όηαλ δελ ππάξρεη  
πεξίπησζε ζύγρπζεο. 

 

• Απόζηαζε δύν ζεκείσλ 
  

Έζησ δύν ζεκεία Α,Β (ζρ.14).  
Σν κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ  
ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε  

 Στήκα 14  ησλ ζεκείσλ Α θαη Β.  

 
2.10 εκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο θέληξν 
 
Έζησ Ο ζεκείν ηνπ επηπέδνπ. Σόηε γηα θάζε ζεκείν Α, 
ππάξρεη κνλαδηθό ζεκείν Β ηέηνην, ώζηε ην Ο λα είλαη 
ην κέζν ηνπ ΑΒ. Πξάγκαηη αξθεί λα πξνεθηείλνπκε ην 
ηκήκα ΑΟ θαη ζηελ εκηεπζεία Οx λα πάξνπκε ηκήκα  
ΟΒ = ΟΑ (ζρ.15). Σν ζεκείν Β ιέγεηαη ζπκκεηξηθό ηνπ Α 
σο πξνο Ο. Πξνθαλώο θαη ην Α είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Β  
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σο πξνο ην Ο. Σα ζεκεία Α θαη  
Β ιέγνληαη ζπκκεηξηθά ζεκεία  
σο πξνο θέληξν ζπκκεηξίαο ην  
ζεκείν Ο.  
Παξαηεξνύκε όηη ηα άθξα ελόο  Στήκα 15 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ην 
κέζν ηνπ. 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Γύν δηαθνξεηηθέο επζείεο κπνξεί λα έρνπλ:  

i) θαλέλα θνηλό ζεκείν  ii) έλα θνηλό ζεκείν  
iii) δύν θνηλά ζεκεία  iv) άπεηξα θνηλά ζεκεία  
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

2. ην παξαθάησ ζρήκα πνηεο εκηεπζείεο νξίδνληαη: 
i) κε αξρή ην Α,  ii) κε αξρή ην Β. 

 
 

Πνηεο από απηέο είλαη αληηθείκελεο; 
 

3. Σα ζεκεία Α,Β,Γ θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά. Αλ ην Β  
είλαη κεηαμύ ησλ Α, Γ θαη ην Γ κεηαμύ ησλ Α, Γ, λα  
δηθαηνινγήζεηε γηαηί ην Γ είλαη κεηαμύ ησλ Β, Γ. 

 
 
4. Οη εκηεπζείεο Ox' θαη Ox ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο  

είλαη αληηθείκελεο; 
 
 
 
5. Πόζεο επζείεο νξίδνπλ ηξία δηαθνξεηηθά ζεκεία; 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
 

1. Να γξάςεηε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα πνπ νξίδνληαη 
από όια ηα ζεκεία ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ: 
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2. ρεδηάζηε ηξεηο επζείεο, νη νπνίεο λα ηέκλνληαη αλά 
δπν, ρσξίο λα δηέξρνληαη όιεο από ην ίδην ζεκείν θαη 
βξείηε:  
i)  πόζα είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ επζεηώλ,  
ii) πόζεο εκηεπζείεο θαη πόζα επζύγξακκα ηκήκαηα  

νξίδνληαη. 
 

3. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα δηαδνρηθά ζεκεία Α, Β, Γ θαη  
Α ώζηε ΑΒ = ΓΓ. Να δηθαηνινγήζεηε όηη  ΑΓ = ΒΓ. 

 

4. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα δηαδνρηθά ζεκεία Α, Β θαη Γ. 
Αλ Μ θαη Ν ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΒΓ αληίζηνηρα, λα 
δηθαηνινγήζεηε όηη ΑΓ = 2ΜΝ. 

 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. ε επζεία ε παίξλνπκε ηα δηαδνρηθά επζύγξακκα 

ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ. Αλ Δ, Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη 
ΓΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη: 

 
                                             ii) AΓ + ΒΓ = ΑΓ + ΒΓ 
 

 

2. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηκήκα ΑΒ, ην κέζν ηνπ Μ, Γ 
ηπραίν εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο ΜΒ θαη Γ 
ηπραίν ζεκείν εμσηεξηθό ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. Να 
απνδείμεηε όηη: 

 
 
 

3. i) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ηξηάδα ζπλεπζεηαθώλ 
ζεκείσλ Α, Β, Γ, ηζρύεη ΑΒ ≤ ΑΓ + ΓΒ.  

   ii) Αλ ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Α είλαη ζπλεπζεηαθά, λα 
απνδείμεηε όηη ΑΓ ≤ ΑΓ + ΓΒ + ΒΓ. 
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ύλζεηα ζέκαηα 
1. Αλ Α, Β, Γ είλαη ηξία ζπλεπζεηαθά ζεκεία θαη Α, Δ ηα 

κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη 
 
 
 

2. Από κηα πεξηνρή δηέξρνληαη ηέζζεξηο επζείεο νδνί, 
έηζη ώζηε αλά δύν λα δηαζηαπξώλνληαη θαη αλά ηξεηο 
λα κε δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. Ζ ηξνραία γηα 
λα δηεπθνιύλεη ηελ θίλεζε ζέιεη λα ηνπνζεηήζεη έλαλ 
ηξνρνλόκν ζε θάζε δηαζηαύξσζε. Πόζνη ηξνρνλόκνη 
ρξεηάδνληαη; Να εμεηαζζεί ην ίδην πξόβιεκα  γηα λ 
δξόκνπο (λ ≥ 2). 

 

 
Γσλίεο 
 

2.11  Ζκηεπίπεδα 
 
Γηα ην επίπεδν δερόκαζηε όηη: 
Κάζε επζεία ε ελόο επηπέδνπ 
Π ρσξίδεη ην επίπεδν απηό ζε 

δύν κέξε Π1 θαη Π2, ηα νπνία 

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ 
απηήο. 

Σα ζεκεία ηνπ Πξ καδί κε ηα 

ζεκεία ηεο ε (ζρ.16) 
απνηεινύλ έλα ζρήκα πνπ 
ιέγεηαη εκηεπίπεδν. 

Γηα λα θαζνξηζζεί έλα εκηεπίπεδν, αξθεί λα μέξνπκε, 
εθηόο από ηελ επζεία ε, έλα αθόκα ζεκείν ηνπ. Έζησ Α 

απηό ην ζεκείν (ζρ.16), ηόηε ην Π1 ζπκβνιίδεηαη θαη  

(ε,Α). Όκνηα ην Π2  ζπκβνιίδεηαη (ε,Β). 

Γηα ηα εκηεπίπεδα Π1 θαη Π2 δερόκαζηε όηη: 
 

 ΓΔ = 

  

 

ΒΓ 
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Αλ δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ βξίζθνληαη 
εθαηέξσζελ κίαο επζείαο ε, ηόηε ε επζεία ε ηέκλεη 
ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ νξίδνπλ ηα δύν ζεκεία. 

 

Έηζη ε ε ηέκλεη ην ΑΒ ζην ζεκείν Γ, πνπ βξίζθεηαη 
κεηαμύ ησλ Α θαη Β, ελώ δελ ηέκλεη ην ΓΕ (ζρ.16). 

 
2.12  Ζ γσλία 
 
Από ηπραίν ζεκείν Ο ελόο επηπέδνπ θέξνπκε δύν 
εκηεπζείεο Ox θαη Oy (ζρ.17), νη νπνίεο δελ έρνπλ ηνλ 
ίδην θνξέα. Έζησ ζεκεία Α, Β ησλ εκηεπζεηώλ Ox, Oy 
αληίζηνηρα. Σν ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα θνηλά 
ζεκεία ησλ εκηεπηπέδσλ (Ox, B) θαη (Oy, A) ιέγεηαη 
θπξηή γσλία κε θνξπθή Ο θαη πιεπξέο Ox θαη Oy.  
 

πκβνιίδεηαη κε x   y ή y   x ή    ή  A   B ή B   A (ζρ.17) 
θαη είλαη θαλεξό όηη θαζνξίδεηαη από ηηο πιεπξέο ηεο.  
Σα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ, πνπ δελ αλήθνπλ ζηελ θπξηή  
 

γσλία x   y, καδί κε ηα ζεκεία ησλ εκηεπζεηώλ Ox θαη Oy 
ιέγεηαη κε θπξηή γσλία κε θνξπθή O θαη πιεπξέο Ox 
θαη Oy.  

 

 
 
 

 
 

Στήκα 17 
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Σα ζεκεία κίαο γσλίαο, πνπ δελ αλήθνπλ ζηηο πιεπξέο 
ηεο ιέγνληαη εζσηεξηθά ζεκεία ηεο θαη απνηεινύλ ην 
εζσηεξηθό ηεο γσλίαο. Σα ζεκεία πνπ δελ αλήθνπλ ζηε 
γσλία ιέγνληαη εμσηεξηθά ζεκεία ηεο θαη απνηεινύλ ην 
εμσηεξηθό ηεο γσλίαο. ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ νη 
εκηεπζείεο Ox θαη Oy έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα ηόηε: 
 Αλ νη εκηεπζείεο Ox θαη Oy  

ηαπηίδνληαη, ηόηε νξίδνπλ κία  
κόλν εκηεπζεία Ox (ζρ.18) θαη  
 

ε θπξηή γσλία x   y ιέγεηαη  
κεδεληθή γσλία, ελώ ε κε  
 

θπξηή γσλία x   y ηαπηίδεηαη  
κε όιν ην επίπεδν (ζρ.19) θαη  
ιέγεηαη πιήξεο γσλία. 

 
 
 Αλ νη εκηεπζείεο Ox, Oy είλαη  

αληηθείκελεο (ζρ.20), ηόηε θαζέ- 
λα από ηα δύν εκηεπίπεδα πνπ  
νξίδεη ε επζεία xy ιέγεηαη επζεία  
γσλία. 

ηα επόκελα, όηαλ ζα ιέκε απιώο γσλία, ζα ελλννύκε 
θπξηή γσλία. 
 

2.13   ύγθξηζε γσληώλ 
 
Αο ζεσξήζνπκε δύν γσλίεο A   B  
 

θαη A   B' πνπ έρνπλ θνηλή θνξπθή O, ηελ OA θνηλή 
πιεπξά θαη ηηο OB, OB' πξνο ην ίδην εκηεπίπεδν σο 
πξνο ην θνξέα ηεο OA (ζρ.21α). Σόηε: 

(i) Αλ νη πιεπξέο OB θαη OB' ζπκπίπηνπλ, ιέκε όηη νη  
 

γσλίεο είλαη ίζεο θαη γξάθνπκε A   B = A   B'. 
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(ii) Αλ ε πιεπξά OB' βξίζθεηαη  
 

ζην εζσηεξηθό ηεο γσλίαο A   B,  
 

ιέκε όηη ε γσλία A   B' είλαη  
 

κηθξόηεξε από ηε γσλία A   B  
 

θαη γξάθνπκε A   B' < A   B. 

(iii) Αλ ε πιεπξά OB' βξίζθεηαη  
 

εθηόο ηεο γσλίαο A   B, ιέκε όηη  
 

ε γσλία A   B' είλαη κεγαιύηεξε από ηε γσλία A   B θαη  
 

γξάθνπκε A   B > A   B. Γηα λα ζπγθξίλνπκε δύν γσλίεο  
 

A   B θαη Γ   Γ πνπ βξίζθνληαη ζε ηπραία ζέζε κεηαηνπί- 
 

δνπκε ηελ Γ   Γ έηζη ώζηε, ε θνξπθή ηεο Κ λα ηαπηηζζεί  
 

κε ην Ο θαη ε κία ηεο πιεπξά ΓΚ λα ζπκπέζεη κε ηελ  
 

πιεπξά ΟΑ ηεο γσλίαο A   B.  
Σόηε έρνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 
 Αλ ε πιεπξά ΚΓ ζπκπίπηεη κε ηελ ΟΒ, ηόηε νη γσλίεο  
 

είλαη ίζεο:  A   B = Γ   Γ (ζρ.21 β)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Αλ ε πιεπξά ΚΓ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο γσλίαο  
 

A   B, ηόηε ε γσλία Γ   Γ είλαη κηθξόηεξε ηεο  
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Α   Β : Γ   Γ < A   B (ζρ.21γ). 
 Αλ ε πιεπξά ΚΓ βξίζθεηαη  
ζην εμσηεξηθό ηεο γσλίαο  
 

A   B, ηόηε ε γσλία Γ   Γ είλαη  
κεγαιύηεξε ηεο  
 

A   B: Γ   Γ > A   B (ζρ.21 δ). 
 

Γηρνηόκνο γσλίαο 
 

Γηρνηόκνο κηαο γσλίαο x   y  
ιέγεηαη ε εκηεπζεία Οδ, πνπ  
βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο  
γσλίαο θαη ηε ρσξίδεη ζε δύν  
 

ίζεο γσλίεο, δειαδή x   δ = δ   y  
(ζρ.22). Γερόκαζηε όηη θάζε  
γσλία έρεη κνλαδηθή δηρνηόκν. 
 

Θάζεηεο επζείεο - Δίδε γσληώλ 
 
Έζησ x   y κηα επζεία γσλία θαη  
Οδ ε δηρνηόκνο ηεο (ζρ.23).  
 

Καζεκία από ηηο ίζεο γσλίεο  
 

x   δ θαη δ   y πνπ πξνθύπηνπλ 
ιέγεηαη νξζή γσλία, θαη ζα ηε  
ζπκβνιίδνπκε L. Οη θνξείο ησλ 
πιεπξώλ κίαο νξζήο γσλίαο  
νλνκάδνληαη επζείεο θάζεηεο  
κεηαμύ ηνπο. Γύν θάζεηεο  
επζείεο ε1, ε2 ηηο ζπκβνιίδνπκε  

κε ε1    ε2 (ζρ.24). 

Μηα θπξηή γσλία ζα ιέγεηαη νμεία  
αλ είλαη κηθξόηεξε από νξζή  
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γσλία, ελώ ζα ιέγεηαη ακβιεία αλ είλαη κεγαιύηεξε από 
νξζή γσλία (ζρ.25). 
 

2.14  Δπζεία θάζεηε από ζεκείν ζε επζεία 
 

Αο ζεσξήζνπκε επζεία x'x θαη έλα  
ζεκείν Α (ζρ.26). Av ην Α είλαη  
ζεκείν ηεο επζείαο θαη Αδ ε δηρν- 
 

ηόκνο ηεο επζείαο γσλίαο x   x',  
ηόηε από ηνλ νξηζκό ηεο νξζήο  
γσλίαο πξνθύπηεη όηη Αδ    x'x . 
Αλ ππνζέζνπκε όηη θαη κηα άιιε  
επζεία Az (ζρ.26), δηαθνξεηηθή 
ηεο Αδ, είλαη θάζεηε ζηελ xx', ηόηε  
 

ζα είλαη x   z = z   x' = 1 L, δειαδή  
 

ε Az είλαη δηρνηόκνο ηεο x   x'. 
Απηό, όκσο, είλαη άηνπν, γηαηί ε 
δηρνηόκνο είλαη κνλαδηθή. 
Απνδείμακε ινηπόλ όηη:  

Από θάζε ζεκείν επζείαο άγεηαη 
κία κόλν θάζεηνο ζε απηή. Σν  

ίδην ζπκβαίλεη (ζρ.27) όηαλ ην A δελ είλαη ζεκείν ηεο 
επζείαο. Μπνξνύκε ινηπόλ λα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ 
ύπαξμε θαη ηε κνλαδηθόηεηα ηεο θαζέηνπ, έλλνηεο ηηο 
νπνίεο ζα δηαπξαγκαηεπζνύκε κε πεξηζζόηεξεο 
ιεπηνκέξεηεο παξαθάησ (βι. §.3.5), όπνπ θαη ζα γίλεη ε 
θαηαζθεπή ηεο θαζέηνπ κε ρξήζε θαλόλα θαη δηαβήηε. 
Σν κήθνο ηνπ κνλαδηθνύ θάζεηνπ επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο AO πνπ άγεηαη από ην ζεκείν A ζηελ επζεία 
x'x ιέγεηαη απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ A από ηελ επζεία x'x 
(ζρ.27). 

┴ 

  

 

˄ 
Α 

  

 
Στήκα 26 

 

Α 

  

 

x 

  

 

z 

  

 

δ 

  

 

x' 

  

 

˄ 
Α 

  

 

32 / 17 

Στήκα 27 

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α 

  

 

Ο 

  

 

x 

  

 

A 

  

 

• 

 
x' 

  

 

˄ 
Α 

  

 

˄ 
Α 

  

 



 

ΥΟΙΗΟ 

Κέζνδνο ηεο «απαγσγήο ζε άηνπν» 
ηελ απόδεημε ηεο κνλαδηθόηεηαο ηεο θαζέηνπ ζε 
επζεία, από ζεκείν Α ηεο επζείαο, ππνζέζακε όηη εθηόο 
ηεο Αδ ππάξρεη θαη άιιε θάζεηνο πξνο ηε x'x (δειαδή 
όηη ην ζπκπέξαζκα δελ είλαη αθξηβέο) θαη θαηαιήμακε  
 

όηη ε γσλία x'   x έρεη δύν δηρνηόκνπο, ην νπνίν είλαη 
«άηνπν» (δειαδή έξρεηαη ζε αληίθαζε κε ηελ ππόζεζε 
ή άιιε γλσζηή πξόηαζε). Ο παξαπάλσ ηξόπνο 
απόδεημεο ιέγεηαη κέζνδνο ηεο «απαγσγήο ζε άηνπν». 

 

 Κεζνθάζεηνο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο - εκεία 
ζπκκεηξηθά σο πξνο άμνλα 

Ζ επζεία ε πνπ είλαη θάζεηε ζην  
επζύγξακκν ηκήκα AB θαη δηέξρεηαη  
από ην κέζν ηνπ ιέγεηαη κεζνθάζε- 
ηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο AB  
(ζρ.28). 
 

Σα ζεκεία A, B ιέγνληαη ζπκκεηξηθά 
σο πξνο ηελ επζεία ε. Ζ επζεία ε  
ιέγεηαη άμνλαο ζπκκεηξίαο. 
Γηα λα βξνύκε επνκέλσο ην ζπκκε- 
ηξηθό ελόο ζεκείνπ Μ σο πξνο κηα  
επζεία ε, θέξνπκε ην θάζεην ηκήκα  
από ην Μ πξνο ηελ επζεία θαη πξν- 
εθηείλνπκε θαηά ίζν ηκήκα. Σν άθξν  
Μ' ηεο πξνέθηαζεο απηήο είλαη ην  
ζπκκεηξηθό ηνπ Μ (ζρ.29). Σν ζπκκε- 
ηξηθό σο πξνο ηελ επζεία ε θάζε  
ζεκείνπ ηεο νξίδεηαη λα είλαη ην ίδην ην ζεκείν. 
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 2.15 Πξάμεηο κεηαμύ γσληώλ 
 

• Δθεμήο γσλίεο 
 

Γύν γσλίεο ιέγνληαη εθεμήο,  
αλ έρνπλ θνηλή θνξπθή, κία  
πιεπξά θνηλή θαη ηηο κε θνηλέο  
πιεπξέο εθαηέξσζελ ηεο  
 

θνηλήο, π.ρ. νη γσλίεο x   y θαη  
 

y   z (ζρ.30) είλαη εθεμήο. 
 

Ζ γσλία Α   Β (ζρ. 31) είλαη  
 

εθεμήο κε ηε Β   Γ, θαη ε Β   Γ  
 

είλαη εθεμήο κε ηε Γ   Γ. Οη  
 

γσλίεο Α   Β, Β   Γ, Γ   Γ 
ιέγνληαη δηαδνρηθέο. 
 

• Πξόζζεζε γσληώλ - Γηλόκελν  
γσλίαο επί θπζηθό αξηζκό   

(i) Άζξνηζκα δύν εθεμήο γσληώλ Α   Β θαη Β   Γ ιέγεηαη  
 

ε γσλία Α   Γ κε πιεπξέο ηηο δύν κε θνηλέο πιεπξέο ησλ 
εθεμήο γσληώλ (ζρ.31). 
Αλ νη γσλίεο δελ είλαη εθεμήο ηηο κεηαηνπίδνπκε ώζηε 
λα γίλνπλ. Αλ έρνπκε παξαπάλσ από δύν γσλίεο, ηηο  
 

θαζηζηνύκε δηαδνρηθέο, π.ρ. Α   Γ = Α   Β + Β   Γ + Γ   Γ 
(ζρ.31). 
 

(ii) Έζησ Α   Β > Γ   Γ (ζρ.32). Μεηαηνπίδνπκε ηε γσλία  
 

Γ   Γ, ώζηε ε πιεπξά ηεο ΔΓ λα ζπκπέζεη κε ηελ ΟΑ 
ελώ ε πιεπξά ηεο ΔΓ κεηαηνπίδεηαη ζε εκηεπζεία ΟΕ  
 

ζην εζσηεξηθό ηεο Α   Β (ζρ.32). Ζ γσλία Ε   Β ιέγεηαη 
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δηαθνξά ηεο γσλίαο Γ   Γ από ηελ  
 

Α   Β θαη ζπκβνιίδεηαη Α   Β - Γ   Γ.  
 

Δίλαη θαλεξό όηη Γ   Γ + Ε   Β = Α   Β. 
Ζ δηαθνξά δύν ίζσλ γσληώλ είλαη ε  
κεδεληθή γσλία. 
 

(iii) Γηλόκελν ηεο γσλίαο Α   Β επί  
ην θπζηθό αξηζκό λ νλνκάδεηαη ην  
άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ γσληώλ  
 

ίζσλ κε Α   Β. Γξάθνπκε 
 

 λ  A   Β = A   Β + Α   Β + … + A   Β , 
 

 λ όξνη 
 

π.ρ. Α   Γ = Α   Β + Β   Γ + Γ   Γ = 3 A   Β  

 
ή ηζνδύλακα                           (ζρ.33).     

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ 
Σν άζξνηζκα γσληώλ ή ην γηλόκε-
λν γσλίαο κε θπζηθό αξηζκό κπν-
ξεί λα μεπεξάζεη ηελ πιήξε γσλία. 

 
 

2.16 Δίδε θαη απιέο ζρέζεηο γσληώλ 
 

 

• πκπιεξσκαηηθέο γσλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη ζπκπιεξσκαηη- 
θέο αλ έρνπλ άζξνηζκα κία νξζή γσ- 
λία. Καζεκία από απηέο ιέγεηαη θαη  
ζπκπιήξσκα ηεο άιιεο, π.ρ. νη γσλίεο  
 

Α   Β θαη Β   Γ (ζρ.34) είλαη ζπκπιεξσκαηηθέο. 
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• Παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη παξαπιε- 
ξσκαηηθέο αλ έρνπλ άζξνηζκα  
κηα επζεία γσλία. Καζεκία από  
απηέο ιέγεηαη θαη παξαπιήξσ- 
κα ηεο άιιεο (ζρ.35). 

 
Πξνθαλώο ηα παξαπιεξώκαηα ή ζπκπιεξώκαηα ηεο 
ίδηαο γσλίαο (ή ίζσλ γσληώλ) είλαη ίζεο γσλίεο. 

 

 
 
 
 

Απόδεημε 
Αλ νη εθεμήο γσλίεο Α   Β, Β   Γ (ζρ.35) είλαη παξα-
πιεξσκαηηθέο, ην άζξνηζκά ηνπο Α   Γ είλαη κία επζεία 
γσλία. Δπνκέλσο, από ηνλ νξηζκό ηεο επζείαο γσλίαο  
 

νη πιεπξέο ΟΑ θαη ΟΓ είλαη αληηθείκελεο εκηεπζείεο. 
 

Αληίζηξνθα. Αλ νη εθεμήο γσλίεο Α   Β, Β   Γ (ζρ.35) 
έρνπλ ηηο κε θνηλέο πιεπξέο ηνπο αληηθείκελεο 
εκηεπζείεο, ηόηε από ηνλ νξηζκό ηνπ αζξνίζκαηνο δύν  
 

γσληώλ πξνθύπηεη όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ Α   Β  
 

θαη Β   Γ είλαη ε επζεία γσλία Α   Γ.  
 

Άξα, νη γσλίεο Α   Β θαη Β   Γ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο.  

    Θεώξεκα   .  
Γπν εθεμήο θαη παξαπιεξσκαηηθέο 
γσλίεο έρνπλ ηηο κε θνηλέο πιεπξέο ηνπο 
αληηθείκελεο εκηεπζείεο θαη αληίζηξνθα. 
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ΥΟΙΗΟ 
Αληίζηξνθα Θεσξήκαηα ιέγνληαη απηά ζηα νπνία ε 
ππόζεζε ηνπ ελόο είλαη ζπκπέξαζκα ηνπ άιινπ. Όηαλ 
απνδείμνπκε έλα ζεώξεκα (επζεία πξόηαζε) δελ 
πξνθύπηεη όηη θαη ην αληίζηξνθν είλαη αιεζέο, π.ρ.:  

Δπζεία Πξόηαζε: Αλ δύν γσλίεο είλαη νξζέο, ηόηε είλαη 
ίζεο.  

Αληίζηξνθε Πξόηαζε: Αλ δύν γσλίεο είλαη ίζεο, ηόηε 
είλαη νξζέο. Πξνθαλώο ε πξόηαζε απηή δελ αιεζεύεη. 

 

• Θαηαθνξπθήλ γσλίεο 
Γύν γσλίεο ιέγνληαη θαηαθν- 
ξπθήλ, αλ έρνπλ θνηλή θνξπ- 
θή θαη νη πιεπξέο ηεο κίαο  
είλαη πξνεθηάζεηο ησλ  
πιεπξώλ ηεο άιιεο. 
 

Π.ρ. νη γσλίεο x   y θαη x'   y' θαζώο  
 

θαη νη γσλίεο y   x' θαη x   y' είλαη θαηαθνξπθήλ (ζρ.36). 

 
 
 

Απόδεημε 
Θεσξνύκε ηηο θαηαθνξπθήλ γσλίεο x   y θαη x'   y' 
(ζρ.36). 
Παξαηεξνύκε όηη νη δύν γσλίεο είλαη ίζεο σο  
 

παξαπιεξσκαηηθέο ηεο ίδηαο γσλίαο y   x'. 

 
 
 
 

    Θεώξεκα I  .  
Οη θαηαθνξπθήλ γσλίεο είλαη ίζεο. 

 
 

    Θεώξεκα IΗ  .  
Ζ πξνέθηαζε ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο είλαη 
δηρνηόκνο ηεο θαηαθνξπθήλ ηεο γσλίαο. 
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Απόδεημε 
Έζησ νη θαηαθνξπθήλ γσλίεο x   y θαη x'   y' θαη ε  
 

δηρνηόκνο Οδ ηεο x   y. Σόηε δ   x = δ   y. 
Αλ Οδ' είλαη ε πξνέθηαζε ηεο Οδ,  
 

ηόηε Ο1 = δ   x θαη Ο2 = δ   y (σο θαηαθνξπθήλ) . 
 

 

Άξα    1 =    2, δειαδή ε Οδ' είλαη δηρνηόκνο ηεο x'   y'. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

Έζησ Α   Β θαη Β   Γ δύν 
εθεμήο θαη παξαπιεξσκαηηθέο 
γσλίεο θαη ΟΓ, ΟΔ νη 
δηρνηόκνη ηνπο (ζρ.38).  
 

Σόηε Α   Β + Β   Γ = 2L ή  
 

2Γ   Β + 2Β   Δ = 2L ή  
 

Γ   Β + Β   Δ = 1L ή Γ   Δ = 1L.  
 

Άξα ΟΓ     ΟΔ. 

    Θεώξεκα IΗΗ  .  
Οη δηρνηόκνη δπν εθεμήο θαη παξαπιεξσκαηηθώλ 
γσληώλ είλαη θάζεηεο. 
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Πνην είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ  
ζεκείνπ Α σο πξνο: 

i) ηελ επζεία ε1,   ii) ηελ επζεία ε2,    

iii) ην ζεκείν Μ.  
Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

2. ην δηπιαλό ζρήκα λα βξείηε  
ηηο νμείεο, ηηο νξζέο θαη ηηο ακβιείεο  
γσλίεο πνπ ππάξρνπλ. 

 
 

3. Να γξάςεηε ηξία δεύγε εθεμήο θαη 
παξαπιεξσκαηηθώλ γσληώλ πνπ  
ππάξρνπλ ζην δηπιαλό ζρήκα. 
 

 
4. i) Οη γσλίεο A   B θαη Γ   Γ είλαη εθεμήο;  

 

ii) Οη γσλίεο A   Γ θαη A   B είλαη  
δηαδνρηθέο; 

Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

5. Τπάξρεη πεξίπησζε ε ζπκπιεξσκαηηθή κηαο γσλίαο 
λα είλαη ίζε κε ηελ παξαπιεξσκαηηθή ηεο; 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Θεσξνύκε ηξεηο δηαδνρηθέο γσλίεο x   y, y   z θαη z   t,  
 

ώζηε x   z = y   t. 
 

Να δηθαηνινγήζεηε όηη x   y = z   t. 
 

2. Να ππνινγίζεηε, ζε κέξε νξζήο,  
ηε γσλία σ ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο. 
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3. Έλα ξνιόη ηνίρνπ δείρλεη ελλέα ε ώξα αθξηβώο. Ση 
γσλία ζρεκαηίδνπλ νη δείθηεο ηνπ ξνινγηνύ; Μεηά από 
πόζεο ώξεο (θπζηθό αξηζκό) νη δείθηεο ηνπ ξνινγηνύ ζα 
ζρεκαηίδνπλ ίζε γσλία; 
 

Απνδεηθηηθέο αζθήζεηο 
1. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη δύν εθεμήο γσληώλ 
ζρεκαηίδνπλ γσλία ίζε κε ην εκηάζξνηζκα ησλ γσληώλ 
 

2. Θεσξνύκε θπξηή γσλία Α   Β, ηε δηρνηόκν ηεο ΟΓ θαη  
 

ηπραία εκηεπζεία ΟΓ εζσηεξηθή ηεο γσλίαο Α'   Β, όπνπ  
 

ΟΑ' ε αληηθείκελε εκηεπζεία ηεο ΟΑ. Να απνδείμεηε όηη  
 

Γ   Γ = 
 

3. Θεσξνύκε θπξηή γσλία Α   Β, ηε δηρνηόκν ηεο ΟΓ θαη  
 

ηπραία εκηεπζεία ΟΓ εζσηεξηθή ηεο γσλίαο Γ   Β. Να  
 
απνδείμεηε όηη Γ   Γ = 
 
 

ύλζεηα ζέκαηα 
1. Γίλνληαη νη δηαδνρηθέο γσλίεο Α   Β, Β   Γ, Γ   Γ κε 
άζξνηζκα κηθξόηεξν από δύν νξζέο. Αλ Οx, Οy είλαη νη  
 

δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α   Β, Γ   Γ αληίζηνηρα, λα  
 
απνδείμεηε όηη x   y =  
 
 

2. Θεσξνύκε ακβιεία γσλία ΑΟΒ θαη ζην  
εζσηεξηθό ηεο ηελ εκηεπζεία ΟΓ    ΟΑ. Αλ ΟΓ,  
 

ΟΔ νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Α   Β θαη Β   Γ  
 

αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη Γ   Δ = -      L.  
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Θύθινο 

 
2.17  Έλλνηα θαη ζηνηρεία ηνπ θύθινπ 
 
Θεσξνύκε έλα ζηαζεξό ζεκείν Ο θαη  
έλα ηκήκα ΚΛ = ξ (ζρ.39). 
Κύθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ  
ιέγεηαη ην επίπεδν ζρήκα ηνπ νπνίνπ  
όια ηα ζεκεία απέρνπλ από ην Ο από- 
ζηαζε ίζε κε ξ. Γερόκαζηε όηη ν θύ- 
θινο είλαη κία θιεηζηή γξακκή ρσξίο  
δηαθνπέο θαη θελά. Έλαο θύθινο κε  
θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ ζπκβνιίδεηαη  
κε (Ο,ξ) ή κε (Ο) αλ δελ είλαη απα- 
ξαίηεηε ε αλαθνξά ηεο αθηίλαο θαη  
ζρεδηάδεηαη κε ην γλσζηό καο  
δηαβήηε (ζρ.40). Κάζε ηκήκα ΟΜ,  
όπνπ Μ ζεκείν ηνπ θύθινπ (Ο,ξ)  
(ζρ.40), ιέγεηαη επίζεο αθηίλα ηνπ  
θύθινπ. Γηα ηα ζεκεία Μ ελόο θύθινπ  
(Ο,ξ) θαη κόλν γη’ απηά ηζρύεη ΟΜ=ξ.  
Ζ ηζόηεηα απηή είλαη, επνκέλσο,  
«ραξαθηεξηζηηθή» γηα ηα ζεκεία ηνπ. 
Σν ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ έρνπλ 
κηα (θνηλή) ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ιέγεηαη γεσκεηξη-
θόο ηόπνο. Έηζη ν θύθινο (Ο,ξ) είλαη ν γεσκεηξηθόο 
ηόπνο ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ επηπέδνπ γηα ηα νπνία, θαη 
κόλν γη’ απηά, ηζρύεη ΟΜ = ξ. 
 

• Σόμα - Υνξδέο 
 

Αο ζεσξήζνπκε έλαλ θύθιν, θέληξνπ Ο θαη δύν ζεκεία 
ηνπ Α θαη Β (ζρ.41α). Σα ζεκεία απηά ρσξίδνπλ ηνλ 
θύθιν ζε δύν κέξε. Σν έλα βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν 

Π1, πνπ νξίδεη ε επζεία ΑΒ, θαη ην άιιν ζην Π2. 
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Καζέλα από ηα κέξε απηά 
ιέγεηαη ηόμν ηνπ θύθινπ κε 
άθξα Α θαη Β θαη ζπκβνιίδεηαη  
 

κε Α Β. Κάζε ζεκείν ελόο 
ηόμνπ, δηαθνξεηηθό από ηα 
άθξα ηνπ ιέγεηαη εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ ηόμνπ. Γηα λα 
αλαθεξζνύκε ζην έλα από ηα 
ηόμα κε άθξα ηα Α θαη Β, 
ρξεζηκνπνηνύκε θαη έλα 
εζσηεξηθό ζεκείν. Έηζη, ηα 
ηόμα ηνπ ζρ.41α κε άθξα Α,Β  
 

ζπκβνιίδνληαη κε ΑΓΒ ην έλα  
 

θαη κε ΑΓΒ ην άιιν. 
 
Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ (ζρ.41β) πνπ νξίδεηαη από ηα  
άθξα Α,Β ελόο ηόμνπ ιέγεηαη ρνξδή ηνπ ηόμνπ. Ζ ρνξδή 
ελόο ηόμνπ ιέγεηαη θαη ρνξδή ηνπ θύθινπ. 
To κνλαδηθό θάζεην ηκήκα ΟΚ (ζρ.41β) πνπ άγεηαη από 
ην θέληξν Ο πξνο ηε ρνξδή ΑΒ ιέγεηαη απόζηεκα ηεο 
ρνξδήο. Μηα ρνξδή πνπ δηέξρεηαη από ην θέληξν ηνπ 
θύθινπ ιέγεηαη δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ. 
Σα άθξα κηαο δηακέηξνπ ιέγνληαη αληηδηακεηξηθά ζεκεία 
ηνπ θύθινπ. Γηα παξάδεηγκα, ην ηκήκα ΔΕ (ζρ. 41β) είλαη 
κηα δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ θαη ηα ζεκεία Δ, Ε είλαη 
αληηδηακεηξηθά ζεκεία. Δίλαη θαλεξό όηη ε δηάκεηξνο 
είλαη δηπιάζηα ηεο αθηίλαο θαη ην θέληξν ηνπ θύθινπ 
είλαη ην κέζν ηεο.  
Δπεηδή ην κέζν ελόο ηκήκαηνο είλαη κνλαδηθό, 

πξνθύπηεη όηη ην θέληξν θάζε θύθινπ είλαη κνλαδηθό. 
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• Θέζε ζεκείνπ σο πξνο θύθιν 
 

Έζησ έλαο θύθινο (Ο,ξ) θαη  
κία εκηεπζεία Οx πνπ ηνλ  
ηέκλεη ζην ζεκείν Α. Γηα θάζε  
ζεκείν Β (ζρ.42) ηεο αθηίλαο  
ΟΑ, δηαθνξεηηθό ηνπ Α ηζρύεη  
ΟΒ < ξ, ελώ γηα  θάζε ζεκείν  
Γ ηεο πξνέθηαζεο ηεο ΟΑ  
ηζρύεη ΟΓ > ξ.  
Σα ζεκεία Β,Γ ιέγνληαη  
αληίζηνηρα εζσηεξηθό θαη εμσηε- 
ξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ. Γεληθά,  
έλα ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ ελόο  
θύθινπ (Ο,ξ) (ζρ.42) ιέγεηαη  
εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ θύθινπ,  
όηαλ ΟΜ < ξ, ελώ έλα ζεκείν Ν  
ιέγεηαη εμσηεξηθό ηνπ θύθινπ,  
όηαλ ΟΝ > ξ. 
 

• Ίζνη θύθινη 
 

Γύν θύθινη ιέγνληαη ίζνη, όηαλ ν  
έλαο κε θαηάιιειε κεηαηόπηζε  
ηαπηίδεηαη κε ηνλ άιινλ (ζρ.43).  
Δίλαη θαλεξό όηη δύν θύθινη είλαη  
ίζνη, αλ θαη κόλν αλ έρνπλ ίζεο  
αθηίλεο. 
 Στήκα 43 

 
2.18 Δπίθεληξε γσλία - ρέζε επίθεληξεο γσλίαο  

θαη ηόμνπ 
 
Μία γσλία ιέγεηαη επίθεληξε όηαλ ε θνξπθή ηεο είλαη ην 
θέληξν ελόο θύθινπ. 
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Γηα παξάδεηγκα, ζην ζρ.44 ε  
 

x   y είλαη κία επίθεληξε 
γσλία. 
Οη πιεπξέο ηεο ηέκλνπλ ηνλ 
θύθιν ζηα ζεκεία Α θαη Β. Σν  
 

ηόμν ΑΓΒ πνπ πεξηέρεηαη ζην 
εζσηεξηθό ηεο γσλίαο θαη 
έρεη άθξα ηα Α, Β ιέγεηαη 
αληίζηνηρν ηόμν ηεο 
επίθεληξεο γσλίαο. Δπίζεο, 
ιέκε όηη ε επίθεληξε γσλία  
 

Α   Β βαίλεη ζην ηόμν ΑΓΒ. 
 

• ύγθξηζε ηόμσλ 
 

Ζ ζύγθξηζε δύν ηόμσλ γίλεηαη 
όπσο θαη ε ζύγθξηζε ησλ 
επζύγξακκσλ ηκεκάησλ. 
 

Γύν ηόμα Α Β θαη Γ Γ ηνπ ίδηνπ 
θύθινπ ή ίζσλ θύθισλ ιέγν-

ληαη ίζα, όηαλ κε θαηάιιειε 
κεηαηόπηζε ην έλα ηαπηίδεηαη 
κε ην άιιν θαη γξάθνπκε  
 

ΑΒ = ΓΓ (ζρ.45α). Σν ηόμν Α Β 

ιέγεηαη κεγαιύηεξν από ην  
 

 
ηόμν Γ Γ (ή ην ηόμν Γ Γ κηθξόηεξν ηνπ Α Β) θαη 
 

γξάθνπκε Α Β > Γ Γ  όηαλ κεηά από θαηάιιειε  
 

κεηαηόπηζε ην Γ Γ ηαπηίδεηαη κε κέξνο ηνπ Α Β (ζρ.45β). 

Δπηζεκαίλνπκε όηη ηα ηόμα άληζσλ θύθισλ δελ είλαη 
ζπγθξίζηκα. 
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• ρέζε επίθεληξεο γσλίαο θαη αληίζηνηρνπ ηόμνπ 
Ζ ζύγθξηζε δύν ηόμσλ κπνξεί λα γίλεη κε ηε βνήζεηα 
ησλ επίθεληξσλ γσληώλ πνπ βαίλνπλ ζε απηά, 
ζύκθσλα κε ην επόκελν ζεώξεκα. 
 

 Θεώξεκα I .  
Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη ίζα, αλ θαη κόλν αλ νη 
επίθεληξεο γσλίεο πνπ βαίλνπλ ζε απηά είλαη ίζεο. 

 

Απόδεημε 
 

Έζησ Α Β θαη Γ Γ δύν ηόμα ελόο  
 

θύθινπ (Κ) (ζρ.46). Σα ηόμα Α Β θαη  
 

Γ Γ, αθνύ είλαη ίζα κεηά από θαηά- 
ιιειε κεηαηόπηζε ζπκπίπηνπλ,  
νπόηε ην Γ ζπκπίπηεη κε ην Α θαη ην  
Γ κε ην Β. Δπνκέλσο ε ΚΓ ζα ζπκπέ- 
ζεη κε ηελ ΚΑ θαη ε ΚΓ κε ηελ ΚΒ, πνπ  
 

ζεκαίλεη όηη νη γσλίεο Α   Β θαη Γ   Γ είλαη ίζεο. 
 

Αληίζηξνθα. Έζησ δύν ίζεο επίθεληξεο γσλίεο Α   Β  
 

θαη Γ   Γ ζηνλ θύθιν (Κ). Σόηε, αθνύ ηα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ 
είλαη ζεκεία ηνπ ίδηνπ θύθινπ, κεηά από κεηαηόπηζε ηεο  
 

Γ   Γ ε γσλία απηή ζα ηαπηηζζεί κε ηελ Α   Β, ην Γ ζα  
 

ηαπηηζζεί κε ην Α θαη ην Γ κε ην Β. Έηζη ηα ηόμα Α Β θαη  
 

Γ Γ έρνπλ ηα ίδηα άθξα θαη επεηδή βξίζθνληαη ζην 
εζσηεξηθό ησλ γσληώλ πνπ ηαπηίδνληαη ζα είλαη ίζα,  
 

δειαδή Α Β = Γ Γ. 

 
 

Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 
Γ 

  

 

Κ 

  

 
Θ 

  

 
Στήκα 46 

 

͡ 

  

 

͡ 

  

 

͡ 

  

 
˄ 
K 

  

 

˄ 
K 

  

 
˄ 
K 

  

 
˄ 
K 

  

 

˄ 
K 

  

 ͡ 

  

 
͡ 

  

 

͡ 

  

 
45 / 23-24 



 
 
 
 
 
 
 

Καζέλα από ηα ίζα ηόμα ΑΓΒ θαη  
 

ΒΓΑ (ζρ.47α) ζηα νπνία δηαηξείηαη  
ν θύθινο (Κ) από ηελ δηάκεηξν ηνπ  
ΑΒ, ιέγεηαη εκηθύθιην, ελώ ην θα- 
 

ζέλα από ηα ίζα ηόμα ΑΓ, ΓΒ, ΒΓ  
 

θαη ΓΑ (ζρ.47β) ζηα νπνία δηαηξεί- 
ηαη από ηηο θάζεηεο δηακέηξνπο ΑΒ  
θαη ΓΓ, ιέγεηαη ηεηαξηνθύθιην. 

 
• Κέζν ηόμνπ 
Έλα εζσηεξηθό ζεκείν Μ ελόο  
 

ηόμνπ Α Β (ζρ.48) ιέγεηαη κέζν  
 

ηνπ, όηαλ ηα ηόμα Α Μ θαη Μ Β είλαη  
 

ίζα, δειαδή όηαλ Α Μ = Μ Β. 

 
  
 
 
 

    Πνξίζκαηα .  
(i)  Θάζε δηάκεηξνο ελόο θύθινπ ηνλ δηαηξεί ζε 

δύν ίζα ηόμα. 
(ii)  Γύν θάζεηεο δηάκεηξνη ελόο θύθινπ ηνλ 

δηαηξνύλ ζε ηέζζεξα ίζα ηόμα. 
(iii) Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη άληζα, όηαλ νη 

αληίζηνηρεο επίθεληξεο γσλίεο πνπ βαίλνπλ 
ζε απηά είλαη νκνηνηξόπσο άληζεο. 

 
 

     Θεώξεκα IΗ  .  
Σν κέζν ελόο ηόμνπ  
είλαη κνλαδηθό. 
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Απόδεημε 
 

Έζησ Α Β ηόμν θύθινπ, θέληξνπ Ο,  
θαη Μ ην κέζν ηνπ (ζρ.49). Δπεηδή  
 

Μ Α = Μ Β, νη επίθεληξεο γσλίεο  
 

A   M θαη M   B είλαη ίζεο θαη επν- 
κέλσο ε ΟΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο  
 

Α   Β. Αλ ππνζέζνπκε όηη ην ηόμν  
 

Α Β έρεη θαη δεύηεξν κέζν ην M',  
ηόηε ε ΟΜ' είλαη δηρνηόκνο ηεο  
 

Α   Β, πνπ είλαη άηνπν γηαηί ε δηρν- 
ηόκνο κηαο γσλίαο είλαη κνλαδηθή. 

 

   ΔΦΑΡΚΟΓΖ  .  
 

Οη γσλίεο x   y θαη z   t ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο είλαη 
επίθεληξεο ζε δύν νκόθεληξνπο θύθινπο, (δειαδή 
θύθινπο κε ην ίδην θέληξν), (Ο,R) θαη (O,R') κε  
 

R' < R. Αλ Α Β = Γ Γ, λα απνδείμεηε όηη θαη Α'Β' = Γ'Γ' 
(ζρ.50). 
 
Απόδεημε 
 
Δπεηδή Α Β = Γ Γ, ζα είλαη                
 

Α   Β = Γ   Γ, νπόηε θαη  
 

Α' Β' = Γ' Γ'. 
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ θύθινπ (Ο,ξ) . Πόηε δύν 
θύθινη ιέγνληαη ίζνη; Πώο ειέγρεηαη ε ηζόηεηα δύν 
θύθισλ; 

2. Πόηε έλα ζεκείν ιέγεηαη εζσηεξηθό ζεκείν ελόο 
θύθινπ θαη πόηε εμσηεξηθό; 

3. Ση ιέγεηαη γεσκεηξηθόο ηόπνο; 

4. Ση ιέγεηαη δηάκεηξνο ελόο θύθινπ θαη πνηα ε ζρέζε 
ηεο κε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ; 

5. Ση ιέγεηαη ηόμν θύθινπ κε άθξα Α,Β θαη ηη ρνξδή ηνπ; 
Πώο νξίδεηαη ε ηζόηεηα θαη ε αληζόηεηα δύν ηόμσλ ελόο 
θύθινπ; 

6. Ση ιέγεηαη επίθεληξε γσλία θαη ηη αληίζηνηρν ηόμν ηεο; 
Πνηα ζρέζε ηζόηεηαο - αληζόηεηαο ππάξρεη κεηαμύ 
επίθεληξσλ γσληώλ θαη αληίζηνηρσλ ηόμσλ; 

7. Ση ιέγεηαη κέζν ηόμνπ; Αλ ηα ζεκεία Μ,Ν είλαη κέζα 
ελόο ηόμνπ Α Β, ηη ζπκπεξαίλεηε γη’ απηά; 
 

8. ην δηπιαλό ζρήκα είλαη              . 
Μπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη  
 

Α Β = Γ Γ; 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ρεδηάζηε έλαλ θύθιν αθηίλαο ξ, πνπ λα δηέξρεηαη 
από ζηαζεξό ζεκείν Κ. Πόζνπο ηέηνηνπο θύθινπο 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε ζην επίπεδν; Πνύ βξίζθνληαη 
ηα θέληξα ηνπο; 

2. ρεδηάζηε δύν θύθινπο (Ο,ξ) θαη (Ο, R) κε R > ξ. Να 
βξείηε ηα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ πνπ είλαη εζσηεξηθά ηνπ 
θύθινπ (Ο, R) θαη εμσηεξηθά ηνπ θύθινπ (Ο, ξ). 
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Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Γίλνληαη δύν νκόθεληξνη θύθινη (O,R) θαη (Ο,ξ) κε  
R > ξ. Μία επζεία ε δηέξρεηαη από ην Ο θαη ηέκλεη ηνπο 
θύθινπο ζηα δηαδνρηθά ζεκεία Α,Β,Γ,Γ. Να απνδείμεηε 
όηη ΑΒ = ΓΓ θαη ΑΓ = ΒΓ. 

2. Αλ δύν δηάκεηξνη ζρεκαηίδνπλ δύν εθεμήο γσλίεο 
ίζεο, ηόηε λα απνδείμεηε όηη δηαηξνύλ ηνλ θύθιν ζε 
ηέζζεξα ίζα ηόμα. 
 

 
 
2.19 Κέηξν ηόμνπ θαη γσλίαο 
 
 

Γύν ηόμα ελόο θύθινπ κε έλα άθξν  
θνηλό θαη ρσξίο θνηλά εζσηεξηθά  
ζεκεία ιέγνληαη δηαδνρηθά, π.ρ.  
 

ηα ηόμα Α Β θαη Β Γ (ζρ.51) είλαη  
δηαδνρηθά. Σξία ή πεξηζζόηεξα  
ηόμα κε θαζνξηζκέλε ζεηξά  
ιέγνληαη δηαδνρηθά, όηαλ ην  
θαζέλα είλαη δηαδνρηθό κε ην  
 

επόκελό ηνπ, π.ρ. ηα ηόμα Α Β,  
 

Β Γ θαη Γ Γ (ζρ.51) είλαη δηαδνρηθά.  
 

Δίλαη θαλεξό όηη ηα ηόμα Α Β, Β Γ  
 

θαη Γ Γ είλαη δηαδνρηθά, όηαλ νη  
αληίζηνηρεο επίθεληξεο γσλίεο  
 

Α   Β, Β   Γ θαη Γ   Γ είλαη δηαδνρηθέο. 
 

Έζησ Α Β θαη Β Γ δύν δηαδνρηθά  
ηόμα ελόο θύθινπ (ζρ.52). Σν ηόμν  
 

ΑΒΓ ιέγεηαη άζξνηζκα ησλ ηόμσλ  
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Α Β θαη Β Γ θαη ζπκβνιίδεηαη κε  Α Β + Β Γ, δειαδή  
 

Α Β + Β Γ = ΑΒΓ. Αλ ην ηόμν Β Γ είλαη ίζν κε ην Α Β,  
 

ηόηε ην ηόμν ΑΒΓ ζπκβνιίδεηαη κε 2 Α Β θαη ιέγεηαη  
 

δηπιάζην ηνπ Α Β. Όκνηα νξίδεηαη θαη ην λ  Α Β, όπνπ λ 
θπζηθόο. 

 
Αλ γηα δύν ηόμα Α Β θαη Γ Γ ελόο θύθινπ ηζρύεη  
 
Γ Γ = λ Α Β, ηόηε ην Α Β ιέγεηαη έλα λ-νζηό ηνπ Γ Γ θαη  
 

 

ζπκβνιίδεηαη κε              , δειαδή Α Β =             .  
 
 

ηελ πεξίπησζε πνπ ηα ηόμα δελ είλαη δηαδνρηθά, 
κπνξνύκε λα κεηαηνπίζνπκε ην έλα από απηά, ώζηε λα 
γίλνπλ δηαδνρηθά. ηελ § 3.18 ζα αλαθέξνπκε ηε 
ζρεηηθή γεσκεηξηθή θαηαζθεπή. 
 

 

Αλ Α Β θαη Α Γ είλαη δύν κε 
δηαδνρηθά 
 

ηόμα ελόο θύθινπ κε Α Β > Α Γ 
(ζρ.53) 
πνπ έρνπλ θνηλό ζεκείν ην έλα άθξν  
 

ηνπο Α, ηόηε ην ηόμν Γ Β ιέγεηαη  
 

δηαθνξά ηνπ Α Γ από ην Α Β θαη  
 

ζπκβνιίδεηαη κε Α Β - Α Γ. Όηαλ  
 

Α Β = Α Γ, ηόηε ε δηαθνξά ηνπο είλαη ην κεδεληθό ηόμν 0. 
Δίδακε όηη κπνξνύκε λα ζπγθξίλνπκε έλα ηόμν ελόο 
θύθινπ κε έλα άιιν ηόμν ηνπ ίδηνπ θύθινπ. Έλα ηόμν κε 
ην νπνίν ζπγθξίλνπκε όια ηα άιια ην ιέκε κνλάδα 
κέηξεζεο. Έρεη επηθξαηήζεη λα ρξεζηκνπνηνύκε σο 
κνλάδα κέηξεζεο ην ηόμν κίαο κνίξαο πνπ νξίδεηαη σο  
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ην          ηνπ ηόμνπ ελόο θύθινπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε 1°.  
 

Γηα θάζε ηόμν ππάξρεη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο (όρη 
απαξαίηεηα θπζηθόο), πνπ εθθξάδεη πόζεο θνξέο ην 
ηόμν πεξηέρεη ηε κνίξα ή κέξε απηήο. Ο αξηζκόο απηόο 
ιέγεηαη κέηξν ηνπ ηόμνπ. 
Από ηνλ νξηζκό ηεο κνίξαο πξνθύπηεη όηη ην ηόμν ελόο 

θύθινπ είλαη 360° θαη επνκέλσο ην εκηθύθιην θαη ην 

ηεηαξηνθύθιην είλαη ηόμα 180° θαη 90° αληίζηνηρα. Ζ 

κνίξα ππνδηαηξείηαη ζε 60 πξώηα ιεπηά (ζπκβνιηθά 60') 
θαη θάζε πξώην ιεπηό ζε 60 δεύηεξα ιεπηά (ζπκβνιηθά 
60''). 
 
Θεσξνύκε κηα γσλία x   y (ζρ.54), 
πνπ ηελ θαζηζηνύκε επίθεληξε  
ζε έλαλ θύθιν (Ο, ξ), θαη έζησ  
 

Α Β ην ηόμν ζην νπνίν βαίλεη.  
Οξίδνπκε σο κέηξν ηεο γσλίαο  
 

x   y ην κέηξν ηνπ ηόμνπ Α Β. Σν  
 

κέηξν ηεο x   y ην ζπκβνιίδνπκε  
 

κε (x   y) ή απιά x   y. 
 
Σν κέηξν κίαο νξζήο, επζείαο θαη κηαο  

πιήξνπο γσλίαο είλαη αληίζηνηρα 90°, 180° θαη 360°. 
 
 

   ΔΦΑΡΚΟΓΖ  .  
 
ε θύθιν θέληξνπ Ο, ζεσξνύκε ηα δηαδνρηθά ηόμα  
 

Α Β, Β Γ θαη Γ Α (ζρ.55), ώζηε Α Β = 3ΒΓ= 6ΓΑ  
 

Λα ππνινγηζζνύλ: 
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(i) ηα κέηξα ησλ ηόμσλ Α Β, Β Γ  θαη Α Γ,  
 

(ii) ηα κέηξα ησλ γσληώλ A   B,  Β   Γ  
 

θαη Γ   Α. 
 
Ιύζε 
(i) Από ηελ ππόζεζε έρνπκε όηη  
 

 

Α Β = 6Γ Α θαη Β Γ = 2Γ Α, νπόηε κε  
αληηθαηάζηαζε ζηε ζρέζε      
 

 

Α Β + Β Γ + Γ Α = 360° πξνθύπηεη όηη 9Γ Α = 360° ή  
 

Γ Α= 40°. Άξα Α Β = 240° θαη Β Γ =80°. 
 

 

(ii) Ζ A   B είλαη επίθεληξε κε αληίζηνηρν ηόμν ην Α Β,  
 

επνκέλσο A   B = Α Β = 240° (κε θπξηή).  
 

 

Όκνηα B   Γ = 80° θαη Γ   A = 40°. 

 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. ην παξαθάησ ζρήκα, λα βξεζνύλ ηα ηόμα: 
 

i) A B + B Γ 
 

ii) Α Β + Β Γ + Γ Γ 
 

iii) ΑΒΓ - Β Γ 
 

2. ην δηπιαλό ζρήκα,  
λα βξεζνύλ ηα ηόμα: 

 

i) 2 A B  
 

ii) 2 Α Β + Γ Γ 
 

iii) 2 Α Β - Β Γ 
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iv) A B - Β Γ 
 

3. Σν κέηξν ελόο ηόμνπ είλαη αξηζκόο: 
 

α. αξλεηηθόο    β. κεδέλ    γ. ζεηηθόο    δ. κε αξλεηηθόο. 
 

Κπθιώζηε ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή 
απάληεζε. 
 

4. Πώο νξίδεηαη ην κέηξν κηαο γσλίαο; 
 

 

5. Αλ Α Β = κ° (δηπιαλό ζρήκα),  
 

ηόηε ε γσλία Α   Β ζα είλαη κ°; 

Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
  

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ε εκηθύθιην δίλνληαη ηα ζεκεία Α, Β θαη ζεκείν Μ  
 

ηνπ ηόμνπ Α
 
Β, ώζηε Μ Α = Μ Β. 

i) Αλ Ρ ζεκείν ηνπ εκηθπθιίνπ πνπ δελ αλήθεη ζην ηόμν  
 

Α Β, λα απνδείμεηε όηη Ρ Μ =       Ρ Α  + P B) 
 

ii) Αλ  ζεκείν ηνπ ηόμνπ Μ Β, λα απνδείμεηε όηη  
 

 Μ =       ( Α -  Β). 
 

2. ε εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΒ ζεσξνύκε ζεκείν Γ ηέηνην  
 

ώζηε Α Γ- Β Γ = 80°. Να βξείηε ηα κέηξα: 
 

 

i) ησλ ηόμσλ Α Γ θαη Γ Β, 
 

 

ii) ησλ γσληώλ Α   Γ θαη Γ   Β (Ο είλαη ην θέληξν ηνπ 
θύθινπ). 
 

3. Γπν γσλίεο είλαη ζπκπιεξσκαηηθέο. Αλ ε κία είλαη 
δηπιάζηα από ηελ άιιε, λα βξείηε πόζεο κνίξεο είλαη 
θαζεκία από ηηο γσλίεο απηέο. 
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4. Αλ κηα γσλία σ είλαη ηα 6/5 κηαο νξζήο γσλίαο, λα 
ππνινγίζεηε ζε κνίξεο ηελ παξαπιεξσκαηηθή ηεο. Ζ 
γσλία σ έρεη ζπκπιεξσκαηηθή γσλία; 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Ζ παξαπιεξσκαηηθή κηαο γσλίαο σ είλαη ηξηπιάζηα 
ηεο ζπκπιεξσκαηηθήο γσλίαο ηεο σ. Να ππνινγίζεηε 
ηελ σ. 
 

2. Μηα γσλία θ είλαη κηθξόηεξε από ηε ζπκπιεξσκαηη-

θή ηεο θαηά 20°. Να ππνινγίζεηε ηηο δύν γσλίεο. 
 

3. Σέζζεξηο εκηεπζείεο ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ ζρεκαηίδνπλ ηηο  
 

δηαδνρηθέο γσλίεο Α   Β, Β   Γ, Γ   Γ, Γ   Α, πνπ έρνπλ 
κέηξα αλάινγα κε ηνπο αξηζκνύο 1, 2, 3, 4. Να   
ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο απηέο. 
 
 

Δπζύγξακκα ζρήκαηα 

 
2.20 Σεζιαζκέλε γξακκή - Πνιύγσλν  

- ηνηρεία πνιπγώλνπ 
 

Θεσξνύκε ζεκεία πνπ έρνπλ 
θαζνξηζκέλε ζεηξά θαη αλά 
ηξία δηαδνρηθά δελ είλαη 
ζπλεπζεηαθά, π.ρ. ηα Α, Β, Γ, Γ 
θαη Δ, κε ηελ αιθαβεηηθή ηνπο 
ζεηξά θαη ζέζε, όπσο ζην 
ζρ.56. Σν ζρήκα πνπ νξίδνπλ 
ηα ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ θαη ΓΔ 
ιέγεηαη ηεζιαζκέλε γξακκή ή  

απιά ηεζιαζκέλε. Ζ ηεζιαζκέλε απηή ζπκβνιίδεηαη κε 
ΑΒΓΓΔ. 
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Σα ζεκεία Α, Β, Γ, Γ θαη Δ ιέ- 
γνληαη θνξπθέο ηεο ηεζιαζκέ- 
λεο θαη εηδηθόηεξα νη θνξπθέο  
Α θαη Δ ιέγνληαη άθξα ηεο. Σα  
ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ θαη ΓΔ  
ιέγνληαη πιεπξέο ηεο ηεζια- 
ζκέλεο θαη ην άζξνηζκά ηνπο  
ιέγεηαη πεξίκεηξνο ηεο ηεζια- 
ζκέλεο. Μία ηεζιαζκέλε ιέγε- 
ηαη απιή, όηαλ δύν νπνηεζδή- 
πνηε κε δηαδνρηθέο πιεπξέο  
ηεο δελ έρνπλ θνηλό εζσηεξηθό 
ζεκείν.  
Έηζη, ε ηεζιαζκέλε ΑΒΓΓΔ  
(ζρ.56) είλαη απιή, ελώ ε ΖΘΗΚΛ  
(ζρ.57) δελ είλαη. 
Μία ηεζιαζκέλε ιέγεηαη θπξηή,  
όηαλ ν θνξέαο θάζε πιεπξάο  
ηεο αθήλεη όιεο ηηο άιιεο θν- 
ξπθέο ηεο πξνο ην ίδην κέξνο  
ηνπ, δηαθνξεηηθά ιέγεηαη κε  
θπξηή. Έηζη ε γξακκή ΑΒΓΓΔ  
(ζρ.56) είλαη θπξηή, ελώ νη  
ΖΘΗΚΛ (ζρ.57) θαη ΝΡΣΥ  
(ζρ.58) είλαη κε θπξηέο. 
Δπίζεο, κηα ηεζιαζκέλε, ηεο  
νπνίαο ηα άθξα ηαπηίδνληαη, ιέγεηαη θιεηζηή,  
π.ρ. ε ΑΒΓΓΔ, όπνπ ην Α ηαπηίδεηαη κε ην Δ (ζρ.59). 
Μηα θιεηζηή θαη απιή ηεζιαζκέλε ιέγεηαη πνιύγσλν. 
Αλ ε ηεζιαζκέλε είλαη θπξηή, ηόηε ην πνιύγσλν ιέγεηαη 
θπξηό, ελώ αλ είλαη κε θπξηή, ην πνιύγσλν ιέγεηαη κε 
θπξηό. 
Γηα παξάδεηγκα, ηα πνιύγσλα ΑΒΓ (ζρ.60) θαη ΚΛΜΝΟ 
(ζρ.60) είλαη θπξηά, ελώ ην ΓΔΕΖ (ζρ.60) είλαη κε  
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θπξηό. Σν πνιύγσλν κε ηξεηο θνξπθέο ιέγεηαη ηξίγσλν 
(ζρ.60), κε ηέζζεξηο ηεηξάπιεπξν (ζρ.60), κε πέληε 
πεληάγσλν (ζρ.60) θαη γεληθά κε λ, λ-γσλν. ην εμήο 
ιέγνληαο πνιύγσλν ζα ελλννύκε θπξηό πνιύγσλν. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στήκα 60 
 

Κάζε ηκήκα πνπ έρεη άθξα δύν 
κε δηαδνρηθέο θνξπθέο ηνπ 
πνιπγώλνπ ιέγεηαη δηαγώληνο 
ηνπ πνιπγώλνπ. Έηζη ηα 
ηκήκαηα ΑΓ θαη ΒΓ είλαη νη 
δηαγώληνη ηνπ ηεηξαπιεύξνπ 
ΑΒΓΓ (ζρ.61). 
Γσλίεο πνιπγώλνπ ιέγνληαη νη 
γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 
πιεπξέο ηνπ. ε έλα θπξηό  

πνιύγσλν ηα θνηλά εζσηεξηθά ζεκεία ησλ γσληώλ ηνπο 
ιέγνληαη εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ πνιπγώλνπ θαη 
απνηεινύλ ην εζσηεξηθό ηνπ πνιπγώλνπ.  
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Δμσηεξηθή γσλία πνιπγώλνπ ιέγεηαη θάζε γσλία πνπ 
είλαη εθεμήο θαη παξαπιεξσκαηηθή κηαο εζσηεξηθήο 
γσλίαο ηνπ. Γηα λα ηε ζρεκαηίζνπκε, αξθεί λα πξνε-
θηείλνπκε κηα πιεπξά ηνπ πνιπγώλνπ, π.ρ. ε γσλία 
 

 

Λ    x (ζρ. 60) είλαη εμσηεξηθή γσλία ηνπ πεληαγώλνπ  
 

ΚΛΜΝΟ θαη ζπκβνιίδεηαη     εμ. 

 
 

ΓΔΛΗΘΔ ΑΘΖΔΗ 
1. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηα δηαδνρηθά ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ,  
 

ΓΓ, ώζηε                    ,                    θαη νλνκάδνπκε Δ, Ε ηα  
 
κέζα ησλ ΑΓ, ΒΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη  
 
 
 

2. ε επζεία ε παίξλνπκε δύν δηαδνρηθά ηκήκαηα ΑΒ, 
ΒΓ. Αλ Γ,Δ,Ε είλαη ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΒΓ,ΓΑ αληίζηνηρα, 
απνδείμεηε όηη ηα ηκήκαηα ΓΔ, ΒΕ έρνπλ θνηλό κέζν. 
 

3. ε επζεία ε ζεσξνύκε ηα δηαδνρηθά ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ, 
ΓΓ θαη νλνκάδνπκε Δ ην κέζν ηνπ ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη 

 
 
4. Θεσξνύκε θύθιν (Ο,R) θαη ηα δηαδνρηθά ζεκεία ηνπ  
 

Α, Β, Γ θαη Γ, ώζηε Α Β = 150°, Γ Γ = 45° θαη Α Γ = 105°.  
 

Να απνδείμεηε όηη ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β   Γ είλαη 
αληηθείκελε εκηεπζεία ηεο ΟΑ. 
 

 
 
 
 

ΑΒ < 

  

 

ΑΓ 

  

 
2 

  

 

ΒΓ < 

  

 

ΒΓ 

  

 
2 

  

 
ΔΕ = 

  

 

ΑΓ - ΒΓ 

  

 
2 

  

 

ΑΔ < 

  

 

ΑΓ 

  

 
2 

  

 

˄ 
Μ

  

  

 

˄ 
Μ

  

  

 

˄ 
Ο 

  

 

͡ 

  

 

͡ 

  

 

͡ 

  

 

57 / 29 



5. Γίλεηαη εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΒ, Μ ην κέζν ηνπ ηόμνπ  
 

Α Β θαη Κ ηπραίν ζεκείν ηνπ ηόμνπ Β Μ. Αλ Γ θαη Γ είλαη  
 

ηα κέζα ησλ ηόμσλ Α Κ θαη Μ Κ αληίζηνηρα, λα  
 

ππνινγίζεηε  ην κέηξν ηνπ ηόμνπ ΓΓ. 

 
 
 
 
 
 

Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να βξείηε θαηά πόζν απμάλεη ν αξηζκόο ησλ δηαγσλίσλ 
θπξηνύ λ-γώλνπ όηαλ ν αξηζκόο ησλ πιεπξώλ ηνπ 
απμεζεί θαηά 1. 
 

Δξγαζία 
Να βξείηε ην πιήζνο δ ησλ δηαγσλίσλ  
θπξηνύ λ-γώλνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ πιήζνπο  
ησλ πιεπξώλ ηνπ (λ ≥ 3), αθνινπζώληαο ηα  
παξαθάησ βήκαηα: 
i) Να θαηαζθεπάζεηε ηξίγσλν, ηεηξάπιεπξν, πεληάγσλν 

θαη εμάγσλν θαη λα βξείηε:  
α) ην πιήζνο ησλ δηαγσλίσλ κε κηα θνηλή θνξπθή, 
β) ην ζπλνιηθό πιήζνο ησλ δηαγσλίσλ. 
ii) Μπνξείηε λα «αλαθαιύςεηε» πνηνο ηύπνο δίλεη ην δ 

σο ζπλάξηεζε ηνπ λ; 
iii) Τπνζέζηε όηη ν ηύπνο ηζρύεη γηα πνιύγσλν κε λ 

πιεπξέο θαη λα απνδείμεηε όηη ηζρύεη γηα πνιύγσλν 

κε λ + 1 πιεπξέο. Τπόδεημε: Πξνζζέζηε κηα θνξπθή 
θαη βξείηε ην πιήζνο ησλ επηπιένλ δηαγσλίσλ. 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 
ην θεθάιαην απηό δώζακε ηηο πξσηαξρηθέο γεσκε-
ηξηθέο έλλνηεο: ζεκείν, επζεία, επίπεδν θαη νξίζακε ηα 
βαζηθά γεσκεηξηθά ζρήκαηα: επζύγξακκν ηκήκα, γσλία 
θαη θύθιν. Σέινο, δώζακε ηελ έλλνηα ηεο ηεζιαζκέλεο 
γξακκήο θαη ηνπ πνιπγώλνπ. 
Σν επζύγξακκν ηκήκα κε άθξα ηα ζεκεία Α, Β νξίζηεθε 
σο ην ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα ζεκεία Α, Β θαη ηα 
ζεκεία ηεο επζείαο ΑΒ πνπ είλαη κεηαμύ ησλ Α, Β. ηε 
ζπλέρεηα κηιήζακε γηα ζύγθξηζε ηκεκάησλ, γηα ην κέζν 
ελόο ηκήκαηνο θαη δερζήθακε ηε κνλαδηθόηεηά ηνπ. 
Καηόπηλ νξίζακε πξάμεηο κε ηκήκαηα, ηελ έλλνηα ηνπ 
κήθνπο ελόο ηκήκαηνο θαη ηελ απόζηαζε δύν ζεκείσλ. 
Ζ γσλία νξίζηεθε σο ην ζρήκα πνπ απνηειείηαη από ηα 
θνηλά ζεκεία δύν εκηεπηπέδσλ. ηε ζπλέρεηα κίιεζακε 
γηα ζύγθξηζε γσληώλ, γηα ηε δηρνηόκν κηαο γσλίαο θαη 
δερζήθακε ηε κνλαδηθόηεηά ηεο. Καηόπηλ νξίζακε ηελ 
έλλνηα ηεο νξζήο (θαζεκία από ηηο γσλίεο ζηηο νπνίεο 
ρσξίδεηαη ε επζεία γσλία από ηε δηρνηόκν ηεο), νμείαο, 
ακβιείαο γσλίαο θαη ηεο θαζεηόηεηαο δύν επζεηώλ. 
Δπίζεο, νξίζακε ηηο πξάμεηο κε γσλίεο θαη ηηο έλλνηεο 
ζπκπιεξσκαηηθέο, παξαπιεξσκαηηθέο θαη 
θαηαθνξπθήλ γσλίεο. Ο θύθινο (Ο,ξ) νξίζηεθε σο ην 
ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ επηπέδνπ πνπ απέρνπλ 
από ην ζεκείν Ο, απόζηαζε ξ. ηε ζπλέρεηα 
αζρνιεζήθακε κε ηόμα, ρνξδέο θαη ζύγθξηζε ηόμσλ. 
Απνδείμακε ηε κνλαδηθόηεηα ηνπ κέζνπ ελόο ηόμνπ 
ζηεξηδόκελνη ζηε κνλαδηθόηεηα ηεο δηρνηόκνπ κηαο 
γσλίαο θαη αμηνπνηώληαο ηε βαζηθή ζρέζε ηεο επί-
θεληξεο γσλίαο κε ην αληίζηνηρν ηόμν ηεο. Σέινο, νξίζα-
κε ην κέηξν ηόμνπ θαη γσλίαο (σο ην κέηξν ηνπ αληί-
ζηνηρνπ ηόμνπ ηεο, όηαλ απηή γίλεη επίθεληξε ζε θύθιν). 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΣΗΘΟ ΓΗΑΓΡΑΚΚΑ 
 

Σα βαζηθά Γεσκεηξηθά ρήκαηα 
 

• Πξσηαξρηθέο έλλνηεο:  
ζεκείν, επζεία, επίπεδν 

 

• Δπζύγξακκν ηκήκα 
• ύγθξηζε ηκεκάησλ 
• Κέζν ηκήκαηνο 
• Πξάμεηο κε ηκήκαηα 
• Κήθνο ηκήκαηνο - Απόζηαζε ζεκείσλ 

 

• Γσλίεο 
• ύγθξηζε γσληώλ  
• Γηρνηόκνο γσλίαο 
• Ομεία, νξζή, ακβιεία γσλία, θάζεηεο επζείεο  
• Πξάμεηο κε γσλίεο 
• πκπιεξσκαηηθέο, παξαπιεξσκαηηθέο,  

θαηαθνξπθήλ γσλίεο 
 

• Θύθινο 
• Γηάκεηξνο 
• Σόμα - ρνξδέο, ζύγθξηζε ηόμσλ, κέζν ηόμνπ  
• Δπίθεληξε γσλία θαη ζρέζε κε  

ην αληίζηνηρν ηόμν  
• Κέηξν ηόμνπ θαη γσλίαο 

 

• Δπζύγξακκα ζρήκαηα:  ηεζιαζκέλε γξακκή,   
πνιύγσλν, ζηνηρεία πνιπγώλνπ 
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Σξίγσλα 
 
ην θεθάιαην απηό αζρνινύκαζηε κε ην πιένλ 
ζεκειηώδεο ζρήκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, πνπ 
είλαη ην ηξίγσλν. Αξρηθά δίλνπκε ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο 
ησλ ηξηγώλσλ. Χο εθαξκνγή ησλ θξηηεξίσλ απηώλ 
παξνπζηάδνπκε ηδηόηεηεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ θύθινπ, 
ησλ ηζνζθειώλ ηξηγώλσλ, ηεο κεζνθαζέηνπ 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο θαη ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο. 
Ζ κεζνθάζεηνο θαη ε δηρνηόκνο εμεηάδνληαη θαη σο 
βαζηθνί γεσκεηξηθνί ηόπνη. ηε ζπλέρεηα αλαθέξνπκε 
ζπλνπηηθά ηελ έλλνηα ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο θέληξν 
θαη άμνλα θαη κειεηάκε αληζνηηθέο ζρέζεηο ζην ηξίγσλν 
θαη ηηο εθαξκνγέο ηνπο ζηε ζύγθξηζε θάζεησλ θαη 
πιάγησλ ηκεκάησλ. Δπίζεο, παξνπζηάδνπκε ηηο 
ζρεηηθέο ζέζεηο επζείαο θαη θύθινπ, θαζώο θαη ηηο 
ζρεηηθέο ζέζεηο δύν θύθισλ. Σν θεθάιαην θιείλεη κε 
θάπνηεο βαζηθέο γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο. 

 
 
 

33      ΘΔΦΑΙΑΗΟ 
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Ο Θεζασρός ηωλ Αζελαίωλ ζηοσς Δειθούς, 508 π.Χ. 

Αλαπαράζηαζε A. Tournaire
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3.1 ηνηρεία θαη είδε ηξηγώλσλ  
       
Έλα ηξίγσλν ΑΒΓ (ζρ.1) έρεη  
ηξεηο θνξπθέο Α, Β, Γ, ηξεηο  
πιεπξέο ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ θαη ηξεηο  
 

γσλίεο Β   Γ, Α   Γ θαη Β   Α.  
Γηα επθνιία νη πιεπξέο ΒΓ, ΓΑ, 
ΑΒ ζπκβνιίδνληαη κε α, β, γ  
 

αληίζηνηρα, θαη νη γσλίεο Β   Γ,  
 

Α   Γ θαη Β   Α κε    ,    θαη   . Οη  
πιεπξέο θαη νη γσλίεο ελόο ηξηγώ- 

λνπ ιέγνληαη θύξηα ζηνηρεία ηνπ  
ηξηγώλνπ. Σν άζξνηζκα α + β + γ  
ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ, δε- 
ιαδή ε πεξίκεηξόο ηνπ ζπκβνιίδε- 
ηαη ζπλήζσο κε 2η. πγθξίλνληαο  
ηηο πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ, κεηαμύ  
ηνπο, πξνθύπηνπλ ηξία είδε ηξη- 
γώλσλ: ην ζθαιελό, ην ηζνζθειέο  
θαη ην ηζόπιεπξν. Έηζη, έλα ηξί- 
γσλν ιέγεηαη: 

• ζθαιελό, όηαλ έρεη όιεο ηηο  
πιεπξέο ηνπ άληζεο (ζρ.2), 

• ηζνζθειέο, όηαλ έρεη δύν πιεπ- 
ξέο ηνπ ίζεο (ζρ.3). ε έλα ηζνζθε- 
ιέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ ε  

πιεπξά ΒΓ ιέγεηαη βάζε ηνπ θαη  

ην Α θνξπθή ηνπ, 

• ηζόπιεπξν, όηαλ έρεη όιεο ηηο  
πιεπξέο ηνπ ίζεο (ζρ.4). 
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Έλα ηξίγσλν, αλάινγα κε ην 
είδνο ησλ γσληώλ ηνπ, ιέγεηαη 

• νμπγώλην, όηαλ έρεη όιεο ηηο 
γσλίεο ηνπ νμείεο (ζρ.5), 

• νξζνγώλην, όηαλ έρεη κηα γσλία 
νξζή (ζρ.6). ε έλα νξζνγώλην 
ηξίγσλν ε πιεπξά πνπ βξίζθεηαη 
απέλαληη από ηελ νξζή γσλία 

ιέγεηαη ππνηείλνπζα θαη νη άιιεο 

δύν ιέγνληαη θάζεηεο πιεπξέο 
ηνπ ηξηγώλνπ, 

• ακβιπγώλην, όηαλ έρεη κηα 
γσλία ακβιεία (ζρ.7). 

 
• Γεπηεξεύνληα ζηνηρεία 

ηξηγώλνπ 
 

Γηάκεζνο ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη 
ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη 
κηα θνξπθή κε ην κέζν ηεο 
απέλαληη πιεπξάο. ην ζρ.8 ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΜ είλαη ε 
δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 
πιεπξά α ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε κα. Οη δηάκεζνη 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο πιεπξέο β 

θαη γ ζπκβνιίδνληαη κε κβ θαη κγ 

αληίζηνηρα. 

Γηρνηόκνο  κηαο γσλίαο ελόο 
ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην επζύγξακκν 
ηκήκα ηεο δηρνηόκνπ ηεο γσλίαο,  

από ηελ θνξπθή ηεο κέρξη ηελ απέλαληη πιεπξά. ην 
ζρ.9 ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΓ είλαη ε δηρνηόκνο ηεο 

γσλίαο    ηνπ  ηξηγώλνπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε δα. 
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Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ    θαη      
ηνπ ηξηγώλνπ ζπκβνιίδνληαη κε  

δβ θαη δγ αληίζηνηρα. 

 

Ύςνο ηξηγώλνπ ιέγεηαη ην θάζεην  
επζύγξακκν ηκήκα, πνπ θέξεηαη  
από κηα θνξπθή πξνο ηελ επζεία  
ηεο απέλαληη πιεπξάο. Σα ύςε πνπ  
θέξνληαη από ηηο θνξπθέο Α, Β θαη Γ  

ζπκβνιίδνληαη αληίζηνηρα κε πα ,  

πβ θαη πγ. 

ην ζρ.10 ην ΑΓ είλαη ην ύςνο  
από ηελ θνξπθή Α. Σν ζεκείν Γ  

ιέγεηαη πξνβνιή ηνπ Α πάλσ  

ζηελ επζεία ΒΓ ή θαη ίρλνο ηεο  
θαζέηνπ, πνπ θέξεηαη από ην Α  
ζηελ επζεία ΒΓ. 
Οη δηάκεζνη, νη δηρνηόκνη θαη ηα  
ύςε ελόο ηξηγώλνπ ιέγνληαη  

δεπηεξεύνληα ζηνηρεία ηνπ. 
 

 
Θξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 
Δίδακε όηη δύν επζύγξακκα ζρήκαηα, επνκέλσο θαη δύν 
ηξίγσλα, είλαη ίζα αλ κεηά από θαηάιιειε κεηαηόπηζε 
ηαπηίδνληαη. πλεπώο: 

• Γύν ίζα ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θαη ηηο 
γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

• ε δύν ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο πιεπξέο 
βξίζθνληαη ίζεο γσλίεο θαη αληίζηξνθα. 

Οη ίζεο πιεπξέο πνπ βξίζθνληαη απέλαληη από ίζεο 

γσλίεο ιέγνληαη αληίζηνηρεο ή νκόινγεο. 
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ηελ ελόηεηα απηή ζα δώζνπκε πξνηάζεηο, πνπ ζα καο 
εμαζθαιίδνπλ ηελ ηζόηεηα δύν ηξηγώλσλ από ηελ 
ηζόηεηα ηξηώλ κόλν θαηάιιεισλ ζηνηρείσλ ηνπο. 
Οη πξνηάζεηο απηέο απνηεινύλ ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο 
ηξηγώλσλ. 

 

3.2  1ν Θξηηήξην ηζόηεηαο ηξίγσλσλ 

 
Θεώξεκα Η (1ν Θξηηήξην - ΠΓΠ) .  
Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία 
θαη ηηο πεξηερόκελεο ζε απηέο γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη 
ίζα. 

 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΠΓΠ ζεκαίλεη πιεπξά, γσλία, πιεπξά. 

 

Απόδεημε 
Αο ππνζέζνπκε όηη ηα ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ ΑΒ = Α'Β',   
 

ΑΓ = Α'Γ'  θαη    =      (ζρ.11).  
Μεηαηνπίδνπκε ην ηξίγσλν  
Α'Β'Γ', ώζηε ην ζεκείν Α' λα  
ηαπηηζηεί κε ην Α θαη ε εκηεπ- 
ζεία Α'Β' λα ηαπηηζηεί κε ηελ  
 

ΑΒ. Δπεηδή     =     θαη ε εκηεπ- 
ζεία Α'Γ' ζα ηαπηηζζεί κε ηελ  
ΑΓ. Σόηε, αθνύ ΑΒ = Α'Β' θαη  
ΑΓ = Α'Γ', ην ζεκείν Β' ηαπηί-
δεηαη κε ην Β θαη ην Γ' κε ην Γ.  
Δπνκέλσο ηα δύν ηξίγσλα  
ζπκπίπηνπλ, άξα είλαη ίζα. 
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ΠΟΡΗΚΑ Η 

ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν: 
• Οη πξνζθείκελεο ζηε βάζε γσλίεο είλαη ίζεο. 
• Ζ δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ηεο θνξπθήο είλαη 

δηάκεζνο θαη ύςνο. 
 

 

Απόδεημε 
Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε  
ΑΒ = ΑΓ (ζρ.12). Φέξνπκε ηε δηρν- 
ηόκν ηνπ ΑΓ. Σα ηξίγσλα ΑΓΒ θαη  
 

ΑΓΓ έρνπλ ΑΒ = ΑΓ, ΑΓ θνηλή θαη 
 

       =      (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη ίζα, 
 

 νπόηε    =     . 
Από ηελ ίδηα ηζόηεηα ηξηγώλσλ  
πξνθύπηεη όηη ΒΓ = ΓΓ, νπόηε ε ΑΓ  
 

είλαη δηάκεζνο θαη      =      . Από ηελ  
 

ηειεπηαία ηζόηεηα θαη επεηδή      +      = 180° πξνθύπηεη  
 

όηη      =      = 90°, νπόηε ζπκπεξαίλνπκε όηη ην ΑΓ είλαη 

ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ. 
 
 

ΠΟΡΗΚΑ ΗΗ 

Οη γσλίεο ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ είλαη ίζεο. 
 

 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ ΗΗΗ 

Θάζε ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο ηζαπέρεη από ηα άθξα ηνπ. 
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Απόδεημε 
Έζησ ε ε κεζνθάζεηνο ελόο 
ηκήκαηνο ΑΒ (ζρ.13) θαη Μ έλα 
ζεκείν ηεο. Σα ηξίγσλα ΜΚΑ θαη 
ΜΚΒ έρνπλ ΚΑ = ΚΒ, ΜΚ θνηλή θαη 
       

     =      = 90° (ΠΓΠ), επνκέλσο 

είλαη ίζα, νπόηε ΜΑ = ΜΒ. 
 

 
 

 

ΠΟΡΗΚΑ ΗV 

Αλ δύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη 
ίζα, ηόηε θαη νη ρνξδέο ηνπο είλαη 
ίζεο. 

 

Απόδεημε 
 

Έζησ ΑΒ θαη ΓΓ δύν ίζα ηόμα ελόο 
θύθινπ (Ο,ξ) (ζρ.14). Σόηε είλαη  
 

Α   Β = Γ   Γ. Σα ηξίγσλα ΟΑΒ θαη 
ΟΓΓ έρνπλ ΟΑ = ΟΓ(= ξ),  
 

ΟΒ = ΟΓ(= ξ) θαη Α   Β = Γ   Γ. 
Δπνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε  
ΑΒ = ΓΓ. 

 
 

 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

Γίλεηαη επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ, ε κεζνθάζεηόο ηνπ ε 
θαη ζεκείν Κ ηεο ε (ζρ.15). ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΑΚ 
θαη ΒΚ πξνο ην Κ παίξλνπκε αληίζηνηρα ηα ζεκεία Γ, 
Γ, ώζηε ΚΓ = ΚΓ. Λα απνδείμεηε όηη: 
 

(i)  M   B = M   A, 
(ii)  ΑΓ = ΒΓ. 
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Ιύζε 
(i) Δπεηδή ην Μ είλαη ζεκείν ηεο  
κεζνθαζέηνπ ε ηνπ ΑΒ είλαη   
ΜΑ = ΜΒ, επνκέλσο ην ηξίγσλν  
ΜΑΒ είλαη ηζνζθειέο, νπόηε            
 

MAB = MBA. 
(ii) Σα ηξίγσλα ΜΑΓ θαη ΜΒΓ έρνπλ 
ΜΑ = ΜΒ, ΜΓ = ΜΓ (ππόζεζε) θαη  
 

M1 = M2 (θαηαθνξπθήλ), άξα  

(ΠΓΠ) είλαη ίζα, νπόηε ΑΓ = ΒΓ. 
 

 

ΥΟΙΗΟ  
H ηζόηεηα ηξηγώλσλ είλαη ε βαζηθή κέζνδνο γηα ηελ 
απόδεημε ηεο ηζόηεηαο ηκεκάησλ ή γσληώλ. 

 
 

ΑΘΖΔΗ ΓΗΑ ΙΤΖ 
Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ, ΓΑ ελόο 
ηξηγώλνπ ΑΒΓ ζεσξνύκε ηκήκαηα ΑΓ = ΑΒ θαη ΑΔ = ΑΓ 
αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη ΒΔ = ΓΓ.  

2. ε ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπ-
ξέο ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ θαη ζηηο πξνεθηάζεηο ηνπο ζεσξνύκε 
ηκήκαηα ΒΚ = ΓΑ = ΑΜ. Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν 
ΚΑΜ είλαη ηζόπιεπξν. 

3. Να απνδείμεηε όηη ζηηο νκόινγεο πιεπξέο δύν ίζσλ 
ηξηγώλσλ αληηζηνηρνύλ ίζεο δηάκεζνη. 

4. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο Α ζηελ 
νπνία  ζεσξνύκε ηκήκαηα ΑΔ = ΑΒ θαη  ΑΕ = ΑΓ. Να  
απνδείμεηε όηη ΑΓΔ = ΑΕΒ. 
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Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Κ ζεκείν εμσηεξηθό ηνπ 
ηξηγώλνπ. Αλ ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΑΚ, ΒΚ, ΓΚ 
ζεσξήζνπκε ηκήκαηα ΚΑ = ΑΚ, ΚΔ = ΒΚ, ΚΕ = ΓΚ, λα  
 

απνδείμεηε όηη ΔΓΕ = ΒΑΓ. 
 

2. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ ηηο πξνεθηάζεηο ησλ 
ίζσλ πιεπξώλ ηνπ ΒΑ, ΓΑ ζεσξνύκε ίζα ηκήκαηα ΑΓ, 
ΑΔ αληίζηνηρα. Αλ Μ ην κέζν ηεο βάζεο ΒΓ, λα 
απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΜΓΔ είλαη ηζνζθειέο. 
 

3. Γίλεηαη θύθινο θέληξνπ Ο θαη ρνξδή ηνπ ΑΒ. Πξνε-
θηείλνπκε ηελ ΑΒ θαη πξνο ηα δύν ηεο άθξα, θαηά ίζα 
ηκήκαηα ΑΓ θαη ΒΑ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη  
 

ΟΓΑ = ΟΑΒ. 
 

 
 

3.3  2ν Θξηηήξην ηζόηεηαο  ηξίγσλσλ 
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ 1νπ θξηηεξίνπ 
απνδεηθλύνπκε ην 2ν θαη 3ν

 
θξηηήξην 

ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
 

 

Θεώξεκα  (2ν Θξηηήξην - ΓΠΓ) .  
Αλ δπν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκε-
λεο ζε απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα ηξίγσλα 
είλαη ίζα. 

 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΓΠΓ ζεκαίλεη γσλία, πιεπξά, γσλία. 

˄ ˄ 
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Απόδεημε 
 

Έζησ όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
Α'Β'Γ' (ζρ.16) έρνπλ ΒΓ = Β'Γ',  
 

Β = Β' θαη Γ = Γ'. 
Θα απνδείμνπκε όηη έρνπλ θαη  
ΑΒ = Α'Β'. Έζησ όηη ΑΒ ≠ Α'Β',  
π.ρ. ΑΒ > Α'Β'. Σόηε ππάξρεη ζεκείν  
Γ ζηελ ΑΒ, ώζηε λα είλαη ΒΓ = Β'Α'.  
Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ    
 

ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Β'Α' θαη Β = Β',  
επνκέλσο (ΠΓΠ) είλαη ίζα, νπόηε  
 

ΒΓΓ = Γ. Αιιά Γ' = Γ, νπόηε ΒΓΓ = Γ  
πνπ είλαη άηνπν, γηαηί ην Γ είλαη  
 

εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο ΑΓΒ  
 

θαη επνκέλσο ΒΓΓ < Γ . Οδεγεζήθακε ζε άηνπν γηαηί 
ππνζέζακε όηη ΑΒ ≠ Α'Β', άξα ΑΒ = Α'Β'. Σα ηξίγσλα, 
ινηπόλ, ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΑΒ = Α'Β' θαη            
 

Β = Β', άξα (ΠΓΠ) είλαη ίζα. 
* εκείσζε: Σν παξαπάλσ ζεώξεκα κπνξεί λα 
απνδεηρζεί θαη κε ηε κέζνδν ηεο κεηαηόπηζεο, όπσο ην 
ζεώξεκα I (ζει. 66). 
 

3.4   3o Θξηηήξην ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 
 

Ζ ηζόηεηα δύν ηξηγώλσλ εμαζθαιίδεηαη θαη από ηελ 
ηζόηεηα ησλ ηξηώλ πιεπξώλ ηνπο, κία πξνο κία, όπσο 
καο βεβαηώλεη ην επόκελν ζεώξεκα. 
 

Θεώξεκα  (3ν Θξηηήξην - ΠΠΠ) .  
Αλ δπν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία, ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 
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Απόδεημε 
 

Θεσξνύκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' κε ΑΒ = Α'Β', ΒΓ = Β'Γ', ΓΑ 
= Γ'Α' (ζρ.17). Αξθεί λα απνδεί- 
 

μνπκε όηη Α = Α'. Τπνζέηνπκε όηη 
ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα. 
Θεσξνύκε ηελ εκηεπζεία Βx,  
 

ώζηε ΓΒx = Β' (ζρ.17) θαη ζεκείν 
ηεο Γ, ώζηε ΒΓ = Α'Β'. Σα 
ηξίγσλα ΓΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, 
γηαηί έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΒΓ = Α'Β'  
 

θαη ΓΒΓ = Β'. Από ηελ ηζόηεηα 
απηή πξνθύπηεη όηη ΓΓ = Γ'Α' θαη  
 

Γ = Α'. 
Δπεηδή ΒΓ = Α'Β' θαη Α'Β' = ΑΒ, 
ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο,  

νπόηε 
 

Α1 = Γ1    (1). 
 

Δπίζεο, αθνύ ΓΓ = Α'Γ' θαη Α'Γ' = ΑΓ, πξνθύπηεη όηη 
 

Α2 = Γ2    (2). 
 

Δπεηδή ηα ηξίγσλα είλαη νμπγώληα ην ηκήκα ΑΓ  
 

βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ησλ γσληώλ Α θαη  Γ, νπόηε κε  
 

πξόζζεζε ησλ (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη Α = Γ.  
 

Δπεηδή Γ = Α', έρνπκε Α = Α', πνπ είλαη ην δεηνύκελν. 

 
 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ ζπληνκνγξαθία ΠΠΠ ζεκαίλεη πιεπξά, πιεπξά, 
πιεπξά. 
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 Γξαζηεξηόηεηα.  
 

Δμεηάζηε ηηο άιιεο δύν πεξηπηώζεηο ηεο  
απόδεημεο ηνπ 3νπ Κξηηεξίνπ: 

i)  B > 90° θαη B' > 90°. 

ii)  B = 90° θαη B' = 90°. 
 

 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ θξηηεξίνπ ΠΠΠ απνδεηθλύνληαη ηα 
επόκελα πνξίζκαηα. 
 

Πόξηζκα I 

H δηάκεζνο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ, πνπ αληηζηνηρεί 
ζηε βάζε ηνπ, είλαη δηρνηόκνο θαη ύςνο. 
Απόδεημε 
Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε  
ΑΒ=ΑΓ θαη ΑΓ ε δηάκεζόο ηνπ (ζρ.18). Σα ηξίγσλα ΑΒΓ 
θαη ΑΓΓ έρνπλ ΑΒ=ΑΓ, ΑΓ θνηλή θαη  
ΒΓ=ΓΓ, άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα, νπόηε  
 

Α1 = Α2, θαη Γ1 = Γ2. Από ηηο ηζόηεηεο  

απηέο πξνθύπηεη αληίζηνηρα όηη ε ΑΓ  
είλαη δηρνηόκνο θαη ύςνο. 
 
 

Πόξηζκα II 

Θάζε ζεκείν πνύ ηζαπέρεη από ηα  
άθξα ελόο ηκήκαηνο αλήθεη ζηε  
κεζνθάζεηό ηνπ. 
 

Απόδεημε 
Έζησ επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ (ζρ.19), 
Μ έλα ζεκείν, ώζηε ΜΑ = ΜΒ θαη Κ  
ην κέζν ηνπ ΑΒ. Σόηε ην ηξίγσλν  
ΑΜΒ είλαη ηζνζθειέο θαη ε ΜΚ δηάκε- 
ζόο ηνπ, νπόηε ζύκθσλα κε ην  
πξνεγνύκελν πόξηζκα, ε ΜΚ ζα είλαη θαη ύςνο δειαδή 
ε ΜΚ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ. 
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Από ην παξαπάλσ πόξηζκα θαη ην πόξηζκα III ηνπ 

ζεσξήκαηνο I (§3.2) πξνθύπηεη όηη ε κεζνθάζεηνο ελόο 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 
ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ από ηα 
άθξα ηνπ ηκήκαηνο. 
 

 Γξαζηεξηόηεηα. 
 
Να βξεζεί ζεκείν πνπ ηζαπέρεη  
από ηηο θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ  
 
 

 

Πόξηζκα III 

Αλ νη ρνξδέο δύν ηόμσλ ελόο θύθινπ, κηθξόηεξσλ ηνπ 
εκηθπθιίνπ, είλαη ίζεο, ηόηε θαη ηα ηόμα είλαη ίζα. 
 

Απόδεημε 
Έζησ δύν ηόμα ΑΒ θαη ΓΓ ελόο 
θύθινπ (Ο,ξ) κηθξόηεξα ηνπ 
εκηθπθιίνπ, κε ΑΒ = ΓΓ. Σόηε ηα 
ηξίγσλα ΟΑΒ θαη ΟΓΓ (ζρ.20) 
έρνπλ: ΟΑ= ΟΓ (= ξ), ΟΒ = ΟΓ(= ξ) 
θαη ΑΒ = ΓΓ, άξα (ΠΠΠ) είλαη ίζα.  
 

Δπνκέλσο, Α   Β = Γ   Γ, νπόηε   
 

ΑΒ = ΓΓ. 
 

 

Πόξηζκα IV 

Αλ νη ρνξδέο δύν ηόμσλ ελόο θύθινπ κεγαιύηεξσλ 
ηνπ εκηθπθιίνπ είλαη ίζεο, ηόηε θαη ηα ηόμα είλαη ίζα. 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 
Όιεο νη παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 
δηαηππώλνληαη ζπλνπηηθά σο εμήο:  

Γύν ηξίγσλα είλαη ίζα όηαλ έρνπλ: 
• δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο πεξηερόκελεο 

ζε απηέο γσλίεο ίζεο (ΠΓΠ), 
• κηα πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκελεο ζε απηή γσλίεο 

ίζεο κία πξνο κία (ΓΠΓ), 
• θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία (ΠΠΠ). 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ  
Από ηα πνξίζκαηα III θαη IV πξνθύπηεη όηη γηα λα 
θαηαζθεπάζνπκε ίζα ηόμα πάλσ ζε έλαλ θύθιν ή ζε 
ίζνπο θύθινπο αξθεί λα πάξνπκε, κε ην δηαβήηε, 
ίζεο ρνξδέο. 
 

75 / 41 



 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ  1ε 
 

 

Θεσξνύκε γσλία xOy θαη  
δύν θύθινπο (Ο,ξ), (0,R)  
κε ξ < Θ (ζρ.21). Αλ ν πξώ- 
ηνο θύθινο ηέκλεη ηηο πιεπ- 
ξέο Ορ, Oy ζηα Α, Β, ν  
δεύηεξνο ζηα Γ, Γ θαη Κ  
είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ  
ΑΓ, ΒΓ, λα απνδεηρζεί όηη: 
(i)  ηα ηξίγσλα ΟΑΓ θαη  

ΟΒΓ είλαη ίζα, 
(ii)  ηα ηξίγσλα ΚΑΓ θαη ΚΒΓ είλαη ίζα, 
(iii) ηα ηξίγσλα ΟΑΚ θαη ΟΒΚ είλαη ίζα, 
 

(iv) ε OM είλαη ε δηρνηόκνο ηεο xOy. 
 
Απόδεημε  
(i) Σα ηξίγσλα ΟΑΓ θαη ΟΒΓ έρνπλ ΟΑ = ΟΒ (= ξ),  
 

ΟΓ = ΟΓ(= R) θαη O θνηλή (ΠΓΠ), επνκέλσο είλαη ίζα. 
(ii) Από ηελ πξνεγνύκελε ηζόηεηα πξνθύπηεη όηη  
 

Α1 = Β1 ή 180° - Α2 = 180° - B2 ή  Α2 = B2 θαη Γ1 = Γ1 

Δπνκέλσο, ηα ηξίγσλα ΜΑΓ θαη ΜΒΓ έρνπλ ΑΓ = ΒΓ,  
 

Α2 = B2 θαη Γ1 = Γ1 (ΓΠΓ), άξα είλαη ίζα. 

(iii) Από ην (ii) πξνθύπηεη όηη ΜΑ=ΜΒ, νπόηε ηα ηξίγσλα 
ΟΑΜ θαη ΟΒΜ έρνπλ ΟΑ = ΟΒ, ΜΑ = ΜΒ θαη ΟΜ θνηλή 
(ΠΠΠ), άξα είλαη ίζα. 
(iv) Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΟΑΜ θαη ΟΒΜ είλαη ίζα, έρνπκε  
 

όηη Ο1 = Ο2 , δειαδή ε ΟΜ είλαη ε δηρνηόκνο ηεο xOy. 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Γύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ  β = β', γ = γ' θαη 

κβ = κβ' . Λα απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα είλαη ίζα.  

 
 

 
 
 

Στήκα 22 
 

Απόδεημε 
Δμεηάδνπκε πξώηα ηα ηξίγσλα ΑΒΜ θαη Α'Β'Μ' (ζρ.22). 
Απηά έρνπλ  ΑΒ = Α'Β', ΒΜ = ΒΜ' (από ηελ ππόζεζε) θαη 
ΑΜ =Α'Μ', σο κηζά ησλ ίζσλ πιεπξώλ ΑΓ θαη Α'Γ'. Άξα, 
ηα ηξίγσλα ΑΒΜ θαη Α'Β'Μ είλαη ίζα (ΠΠΠ), νπόηε  
 

Α = Α'. Δπνκέλσο, ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ  
 

β = β', γ = γ' θαη  Α = Α', άξα (ΠΓΠ) είλαη ίζα. 
 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή ιάζνο (Λ) θαζεκία από 
ηηο επόκελεο πξνηάζεηο: 
i)  Έλα ηξίγσλν είλαη νμπγώλην όηαλ κία  

γσλία ηνπ είλαη νμεία.     Λ 
 

ii) Έλα ηξίγσλν είλαη ζθαιελό όηαλ  
δύν πιεπξέο ηνπ είλαη άληζεο.     Λ 

ΥΟΙΗΟ  
Ζ εθαξκνγή 1 δίλεη έλαλ ηξόπν θαηαζθεπήο ηεο 
δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο. 
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2. Γηαηππώζηε ηα ηξία θξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
3. πκπιεξώζηε ηα θελά: 
i) ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 
ηεο θνξπθήο είλαη …………………………………… 
ii) ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν ε δηάκεζνο πνπ 
αληηζηνηρεί ζηε βάζε ηνπ είλαη ……………………………  
iii) Έλα ζεκείν Μ βξίζθεηαη ζηε κεζνθάζεην ελόο 
ηκήκαηνο ΑΒ, όηαλ …………………………………… 
iv) Γύν ηόμα ελόο θύθινπ είλαη ίζα, όηαλ ……………… 
…………………………………… 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Γύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ β = β', γ = γ' θαη  
 

Α = Α'. Αλ I είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηόκσλ ΑΓ θαη 
ΒΔ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη I' ην ζεκείν ηνκήο ησλ 
δηρνηόκσλ Α'Γ' θαη ΒΈ' ηνπ Α'Β'Γ' λα απνδείμεηε όηη: 
i) ΑΓ = Α'Γ' θαη ΒΔ = Β'Δ' 
ii) ΑΗ = Α'Η' θαη ΒI = Β'Η'. 
 

2. Γύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' έρνπλ β = β', Α = Α' θαη  

δα = δα'. Να απνδείμεηε όηη: 
 

 

i) Γ = Γ', 
ii) α = α' θαη γ = γ'. 
3. ε ηξίγσλν ΑΒΓ πξνεθηείλνπκε ηε δηάκεζν ΑΜ θαηά 
ίζν ηκήκα ΜΓ. Να απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
ΒΓΓ είλαη ίζα. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Να απνδείμεηε όηη νη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηεο 
βάζεο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ είλαη ίζεο. 
2. Αλ ΑΑ', ΒΒ' θαη ΓΓ' είλαη ηξεηο δηάκεηξνη θύθινπ (βι. 
ζρήκα ζηελ επόκελε ζειίδα), λα απνδείμεηε όηη ηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα. 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

˄ ˄ 

78 / 43 



 
 
 
 
 
 
 
3. ε έλα θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη ΑΒ = ΓΓ θαη  
 

Β = Γ. Να απνδείμεηε όηη Α = Γ. 

 
ύλζεηα ζέκαηα 
1. Θεσξνύκε δύν ίζα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ'. Ζ 
δηάκεζνο ΑΜ θαη ε δηρνηόκνο ΒΓ ηνπ ΑΒΓ ηέκλνληαη 
ζην Θ, ελώ ε αληίζηνηρε δηάκεζνο Α 'Μ' θαη ε αληίζηνηρε 
δηρνηόκνο Β'Γ' ηνπ Α'Β'Γ' ηέκλνληαη ζην Θ'. Να 
απνδείμεηε όηη:  
i) ΒΓ = Β 'Γ',  
 

 

ii) ΒΑΜ = Β'Α'Μ',  
iii) Σα ηξίγσλα ΑΒΘ θαη Α'Β'Θ' είλαη ίζα,  
iv) ΑΘ = Α'Θ' θαη ΘΓ = Θ'Γ'. 
2. Γύν ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ έρνπλ ηελ ίδηα κεζνθάζεην ε. 
Αλ ε ε θαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ ηέκλνληαη, λα 
απνδείμεηε όηη από ην ζεκείν ηνκήο ηνπο δηέξρεηαη θαη ε 
κεζνθάζεηνο ηνπ ΒΓ. 
3. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). Ζ 
κεζνθάζεηνο ηεο πιεπξάο ΑΓ ηέκλεη ηελ  

πξνέθηαζε ηεο ΓΒ ζην Γ. Πξνεθηείλνπκε ηε  
ΓΑ θαηά ηκήκα ΑΔ = ΓΒ. Να απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΓΑΓ είλαη ηζνζθειέο, 
ii) ην ηξίγσλν ΓΓΔ είλαη  επίζεο ηζνζθειέο. 
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3.5 Ύπαξμε θαη κνλαδηθόηεηα θαζέηνπ 
 

ην 2o θεθάιαην αλαθεξζήθακε ζηελ θάζεηε πνπ θέ-
ξεηαη από ζεκείν ζε επζεία. ηελ παξνύζα παξάγξαθν 
ζα κειεηήζνπκε ηε κνλαδηθόηεηα θαη ηελ ύπαξμή ηεο. 

 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ επζεία x'x, ζεκείν Α  
εθηόο απηήο θαη ζεκείν Μ  
ηεο x'x (ζρ.23). Αλ ε ΑΜ 
είλαη θάζεηε ζηελ x'x, ηόηε 
ην ζεώξεκα ηζρύεη σο 
πξνο ηελ ύπαξμε ηεο 
θαζέηνπ. Έζησ όηη ε ΑΜ 
δελ είλαη θάζεηε ζηελ x'x. 
ην εκηεπίπεδν πνπ νξίδεη 
ε x'x θαη δελ πεξηέρεη ην Α 
ζεσξνύκε ηελ εκηεπζεία  

 

Μy ώζηε λα είλαη xMy = AMx θαη πάλσ ζε απηή ζεκείν 
Β, ώζηε ΜΑ = ΜΒ. Δπεηδή ηα ζεκεία Α,Β είλαη εθαηέξσ-
ζελ ηεο x'x, ε x'x ηέκλεη ηελ ΑΒ ζε έλα εζσηεξηθό  
 

ζεκείν, έζησ Κ. Αθνύ ΜΑ = ΜΒ θαη M1 = M2, ε ΜΚ είλαη 

δηρνηόκνο ζην ηζνζθειέο ηξίγσλν ΜΑΒ, άξα είλαη θαη  
 

ύςνο θαη επνκέλσο ΑΒ    x'x. 
Έζησ όηη ππάξρεη θαη άιιε επζεία ΑΛ θάζεηε ζηελ x'x . 
Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΜΛ θαη ΒΜΛ είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ ΜΛ  
 

θνηλή, ΜΑ = ΜΒ θαη M1 = M2, νπόηε ζα είλαη θαη Λ1 = Λ2.  
 

 

 Θεώξεκα .  
Από ζεκείν εθηόο επζείαο δηέξρεηαη κνλαδηθή 
θάζεηνο ζηελ επζεία. 
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Όκσο Λ1 = 90°, άξα θαη Λ2 = 90°, νπόηε Λ1 + Λ2 = 180° 

ην νπνίν ζεκαίλεη όηη ηα ζεκεία Α,Λ,Β είλαη ζπλεπζεηα-
θά, δειαδή ε ΑΛ ηαπηίδεηαη κε ηελ ΑΚ, πνπ είλαη άηνπν. 
 

3.6 Θξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ 

 
Δπεηδή δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ κηα γσλία ίζε, 
ηελ νξζή, από ην 1ν (ΠΓΠ) θαη 2ν (ΓΠΓ) θξηηήξην 
ηζόηεηαο ηπραίσλ ηξηγώλσλ πξνθύπηεη άκεζα όηη: 

• Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα, πνπ έρνπλ ηηο θάζεηεο 
πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, είλαη ίζα. (ζρ.24). 

• Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα, πνπ έρνπλ κηα θάζεηε 
πιεπξά θαη ηελ πξνζθείκελε ζε απηή νμεία γσλία 
ίζεο κία πξνο κία, είλαη ίζα (ζρ.25). 

 
 
 
 

 
 
 Στήκα 24  Στήκα 25 
 

Ζ ηζόηεηα νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ εμαζθαιίδεηαη αθόκε 
θαη από ηα επόκελα ζεσξήκαηα. 
 

 
 
 

 Θεώξεκα  Η.  
Αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ ηελ 
ππνηείλνπζα θαη κία νμεία γσλία αληίζηνηρα ίζεο 
κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. 
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Απόδεημε 
Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ  
 

θαη Α'Β'Γ' κε Α = Α' = 90°,  
 

ΒΓ = Β'Γ' θαη Β = Β' 
(ζρ.26). Θα απνδείμνπκε 
όηη είλαη θαη ΑΒ = Α'Β'. 
Έζησ όηη ΑΒ ≠ Α'Β' , π.ρ. 
ΑΒ > Α'Β'. Σόηε ζηελ 
πιεπξά ΒΑ ππάξρεη 
ζεκείν Γ, ώζηε ΒΓ = Α'Β'. 
Σα ηξίγσλα ΓΒΓ θαη  

Α'Β'Γ' έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', ΓΒ = Α'Β' θαη Β = Β', επνκέλσο 

είλαη ίζα, νπόηε ζα είλαη Γ = Α' = 90°, δειαδή ΓΓ      ΑΒ.  
 

Έηζη έρνπκε ΓΑ     ΑΒ θαη ΓΓ     ΑΒ πνπ είλαη άηνπν 
(κνλαδηθόηεηα θαζέηνπ). Οδεγεζήθακε ζε άηνπν γηαηί 
ππνζέζακε όηη ΑΒ ≠ Α'Β'. Άξα ΑΒ = Α'Β', νπόηε ηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ ΒΓ = Β'Γ', 
ΒΑ = Β'Α' θαη Β = Β' (ΠΓΠ). 

 
 
 
 
Απόδεημε 
Έζησ δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' (ζρ.27) κε  
 

Α = Α' = 90°, ΒΓ = Β'Γ' θαη ΑΒ = Α'Β'. Θα απνδείμνπκε 

όηη θαη Β = Β'. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ΒΑ θαη Β'Α' 
ζεσξνύκε αληίζηνηρα ηα ζεκεία Γ θαη Γ', ώζηε λα είλαη 
ΑΓ = ΑΒ θαη Α'Γ' = Α'Β'. Σόηε ε ΓΑ είλαη κεζνθάζεηνο 
ηνπ ΓΒ θαη ε Γ'Α' κεζνθάζεηνο ηνπ Γ'Β'. πκπεξαίλνπκε, 
ινηπόλ, όηη ΓΓ = ΓΒ θαη Γ'Γ' = Γ'Β'. Από ηηο ηειεπηαίεο 

 Θεώξεκα  ΗI.  
Αλ δπν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ ηελ ππνηείλνπ-
ζα θαη κία θάζεηε πιεπξά αληίζηνηρα ίζεο κία 
πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. 
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 ηζόηεηεο θαη ηελ ΒΓ = Β'Γ' πξν- 
θύπηεη όηη ΓΓ = Γ'Γ'. Έηζη ηα  
ηξίγσλα ΓΓΒ θαη Γ'Γ'Β' έρνπλ  
ΓΓ = Γ'Γ', ΒΓ = Β'Γ' θαη  
ΓΒ = Γ'Β' (σο δηπιάζηα ησλ  
ίζσλ ηκεκάησλ ΑΒ θαη Α'Β'),  
επνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε  
 

Β = Β'. Σόηε θαη ηα αξρηθά  
ηξίγσλα είλαη ίζα (ΠΓΠ). 
 
 

Πόξηζκα Η 

Σν ύςνο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ 
πνπ αληηζηνηρεί ζηε βάζε είλαη 
δηάκεζνο θαη δηρνηόκνο ηεο 
γσλίαο ηεο θνξπθήο. 
 

Πόξηζκα II 

Ζ θάζεηνο πνπ θέξεηαη από ην 
θέληξν ελόο θύθινπ πξνο κηα 
ρνξδή ηνπ δηρνηνκεί ηε ρνξδή 
θαη ην αληίζηνηρν ηόμν ηεο. 
 

Απόδεημε 
Αο ζεσξήζνπκε έλαλ θύθιν (Ο,ξ),  
κηα ρνξδή ηνπ ΑΒ θαη ηελ θάζεηε  
ΟΚ ηεο ΑΒ, πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν  
ζην ζεκείν Μ (ζρ.28). Δπεηδή ην  
ηκήκα ΟΚ είλαη ύςνο ζην ηζνζθειέο  
ηξίγσλν ΟΑΒ (ΟΑ= ΟΒ = ξ), ζύκθσλα  
κε ην πξνεγνύκελν πόξηζκα είλαη  
δηάκεζνο θαη δηρνηόκνο, δειαδή ην Κ είλαη κέζν ηνπ ΑΒ  
 

θαη Ο1 = Ο2. Αθνύ Ο1 = Ο2 πξνθύπηεη όηη ΑΜ = ΜΒ. 
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ΑΛΑΘΔΦΑΙΑΗΩΖ 
Όιεο νη παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ηζόηεηαο νξζνγώλησλ 
ηξηγώλσλ δηαηππώλνληαη ζπλνπηηθά σο εμήο:. 

Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ: 
• Γύν νκόινγεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 
• Κία πιεπξά θαη ηελ πξνζθείκελε ζε απηή νμεία 

γσλία αληίζηνηρα ίζεο κία πξνο κία. 
 

 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ νη ίζεο ρνξδέο ΑΒ θαη 
ΓΓ ελόο θύθινπ (Ο,ξ) θαη ΟΚ, 
ΟΛ ηα απνζηήκαηά ηνπο 
αληίζηνηρα (ζρ.29). Σα 
ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ, έρνπλ  
 

Κ = Λ = 90°, ΟΑ = ΟΓ (= ξ) θαη 

ΑΚ = ΓΛ (αθνύ ΑΒ = ΓΓ). 
Δπνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε 
ΟΚ = ΟΛ.  

Αληίζηξνθα. Έζησ όηη ηα απνζηήκαηα ΟΚ θαη ΟΛ είλαη  
 

ίζα. Σόηε ηα ηξίγσλα ΚΟΑ θαη ΛΟΓ έρνπλ Κ = Λ = 90°, 

ΟΑ = ΟΓ θαη  ΟΚ = ΟΛ, επνκέλσο είλαη ίζα, νπόηε ΑΚ = 
ΓΛ  ή  ΑΒ    ΓΓ  ή  ΑΒ = ΓΓ. 
 

 

 
 
 

 Θεώξεκα  ΗΗΗ.  
Γύν ρνξδέο ελόο θύθινπ είλαη ίζεο αλ θαη κόλν αλ 
ηα απνζηήκαηά ηνπο είλαη ίζα. 
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 Θεώξεκα  ΗV.  
Θάζε ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο ηζαπέρεη 
από ηηο πιεπξέο ηεο θαη αληίζηξνθα θάζε 
εζσηεξηθό ζεκείν ηεο γσλίαο πνπ ηζαπέρεη από ηηο 
πιεπξέο είλαη ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ. 
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Απόδεημε 
 

Έζησ κηα γσλία xOy θαη Μ έλα ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ  
 

ηεο Οδ (ζρ.30). Φέξνπκε MA     Ox θαη MB     Oy. Σόηε ηα 
νξζνγώληα ηξίγσλα ΑΟΜ θαη ΒΟΜ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ  
 

Α = Β = 90°, ΟΜ θνηλή θαη ΜΟΑ = ΜΟΒ, επνκέλσο           

ΜΑ = ΜΒ .  

Αληίζηξνθα. Έζησ Μ έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηεο 
γσλίαο. Φέξνπκε MA    Ox θαη MB    Oy θαη ππνζέηνπκε 
όηη ΜΑ = ΜΒ. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΟΜ θαη ΒΟΜ είλαη πάιη  
 

ίζα, αθνύ Α = Β = 90°, ΟΜ θνηλή θαη ΜΑ = ΜΒ θαη 

επνκέλσο ΜΟΑ = ΜΟΒ, νπόηε ην Μ είλαη ζεκείν ηεο 
δηρνηόκνπ Οδ. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Από ην παξαπάλσ ζεώξεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη:  

Ζ δηρνηόκνο κηαο γσλίαο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο 
ησλ ζεκείσλ πνπ ηζαπέρνπλ από ηηο πιεπξέο ηεο. 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ζπκπεξάζκαηνο απηνύ 
αληηκεησπίδεηαη ε επόκελε δξαζηεξηόηεηα. 
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Γξαζηεξηόηεηα 
 

Να βξεζεί ζεκείν πνπ ηζαπέρεη από  
ηηο πιεπξέο ελόο ηξηγώλνπ  

 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε 
 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. ηελ πξνέθηαζε ηεο πιεπξάο ΑΒ 
(ζρ.31) παίξλνπκε ζεκείν Δ, ώζηε ΒΔ=ΑΒ θαη ζηελ 
πξνέθηαζε ηεο ΑΓ παίξλνπκε ζεκείν Ε, ώζηε ΓΕ=ΑΓ. 
Αλ ΑΓ ην ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ θαη ΔΖ, ΕΘ ηα θάζεηα 
ηκήκαηα πξνο ηελ επζεία ΒΓ, ηόηε: 
(i) λα ζπγθξηζνύλ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΒΖ, θαζώο 

θαη ηα ΑΓΓ θαη ΕΓΘ, 
(ii) λα απνδεηρζεί όηη ΔΖ = ΕΘ. 

 
 
 
 
 
 

Στήκα 31 
 

Ιύζε 
(i) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΒΖ είλαη νξζνγώληα  
 

(Γ = Ζ = 90°) θαη έρνπλ ΑΒ = ΒΔ (από ππόζεζε) θαη  
 

Β1 = Β2 (θαηαθνξπθήλ). Άξα, είλαη ίζα. 

Όκνηα θαη ηα ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΕΓΘ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ  
 

Γ = Θ = 90°,  ΑΓ = ΓΕ θαη Γ1 = Γ2. 
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(ii) Από ηελ ηζόηεηα ησλ ηξηγώλσλ ΑΒΓ θαη ΔΒΖ 
πξνθύπηεη όηη ΔΖ = ΑΓ. Όκνηα από ηελ άιιε ηζόηεηα 
ησλ ηξηγώλσλ πξνθύπηεη ΕΘ = ΑΓ. Δπνκέλσο ΔΖ = ΕΘ. 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Θεσξνύκε δύν ίζνπο θύθινπο κε θέληξα Θ, Ι θαη από 
ην κέζν Κ ηνπ ΘΙ επζεία ε πνπ ηέκλεη ηνπο θύθινπο 
(ζρ.32) ζηα ζεκεία Α, Β θαη Γ, Γ αληίζηνηρα. Λα 
απνδεηρζεί όηη ΑΒ = ΓΓ.  

 
 
 
 
 

Στήκα 32 

Απόδεημε 
 

Δπεηδή ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΓΓ είλαη ρνξδέο ίζσλ 
θύθισλ, γηα λα είλαη ΑΒ = ΓΓ αξθεί ηα απνζηήκαηά ηνπο 
ΚΔ θαη ΛΕ, αληίζηνηρα, λα είλαη ίζα. Σα ηξίγσλα ΔΜΚ θαη  
 

ΕΜΛ είλαη νξζνγώληα (Δ = Ε= 90°) θαη έρνπλ ΚΜ = ΜΛ,  
 

γηαηί ην Μ είλαη κέζν ηνπ ΚΛ θαη M1 = M2 σο 

θαηαθνξπθήλ. Άξα είλαη ίζα, νπόηε ΚΔ = ΛΕ. 
 

 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Έζησ επζεία ε θαη ζεκείν Α εθηόο απηήο. Αλ ΑΒ     ε  
 

θαη ΑΓ     ε (Β, Γ ζεκεία ηεο ε) ηόηε: 
i)  Β = Γ     Α 
ii)  Β ≠ Γ     Α 
iii)  ΑΒ = ΑΓ     Α  
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Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

2. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), Γ ζεκείν 
ηεο βάζεο θαη νη πξνηάζεηο: 

π1: Σν ΑΓ είλαη ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ.  

π2: Σν ΑΓ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ.  

π3: Σν ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηνπ ηξηγώλνπ.  

Αλ γηα ην ΑΓ ηζρύεη κία από ηηο π1, π2, π3, ηόηε ηζρύνπλ 

νη άιιεο δύν πξνηάζεηο; 
 

 

3. Γηαηππώζηε ηηο δύν αλαθεθαιαησηηθέο πεξηπηώζεηο 
ηζόηεηαο νξζνγώλησλ ηξηγώλσλ. 
 

 

4. ην δηπιαλό ζρήκα  
έρνπκε ζρεδηάζεη νθηώ  
νξζνγώληα ηξίγσλα.  
Καζέλα από απηά είλαη  
ίζν κε έλα από ηα  
ππόινηπα. Να βξείηε  
ηα δεύγε ησλ ίζσλ  
ηξηγώλσλ θαη λα αλα- 
θέξεηε ην ιόγν γηα ηνλ  
νπνίν είλαη ίζα. 
 

5. πκπιεξώζηε ηα θελά ζηελ επόκελε πξόηαζε: 
Ο θνξέαο ηνπ απνζηήκαηνο κηαο ρνξδήο είλαη κεζν-
θάζεηνο ηεο ……………… θαη δηρνηνκεί ………………   
……………………… 
 

 

6. Αλ ΑΒ, ΓΓ είλαη ρνξδέο ελόο θύθινπ (Κ) θαη ΚΔ, ΚΕ 
είλαη αληίζηνηρα ηα απνζηήκαηά ηνπο ηόηε: 
 
 

α. ΑΒ = ΓΓ        ΚΔ =      ΚΕ,  
 

β. ΑΒ = ΓΓ    ΚΔ > ΚΕ,  
γ. ΑΒ = ΓΓ    ΚΔ = ΚΕ, 
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δ. ΑΒ = ΓΓ          ΚΔ =       ΚΕ, 
 

ε. ΑΒ = ΓΓ   ΚΔ < ΚΕ. 
 

Κπθιώζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο απάληεζεο θαη 
αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

 

7. Πνηα είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ησλ ζεκείσλ 
ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο; 
 

 

8. Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα πνπ έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο 
είλαη πάληνηε ίζα; Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή 
ζαο. 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Να απνδείμεηε όηη ηα ύςε ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ πνπ 
αληηζηνηρνύλ ζηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζα. 
 

 

2. Να απνδείμεηε όηη ηα κέζα ησλ ίζσλ πιεπξώλ ηζν-
ζθεινύο ηξηγώλνπ ηζαπέρνπλ: 
i)  από ηε βάζε, 
ii)  από ηηο ίζεο πιεπξέο. 
 

 

3. Να απνδείμεηε όηη ηα άθξα ελόο ηκήκαηνο ηζαπέρνπλ  
από θάζε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην κέζν ηνπ. 
 

 

4. Αλ δύν ηξίγσλα είλαη ίζα, λα απνδείμεηε όηη θαη ηα 
ύςε ηνπο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ίζεο πιεπξέο είλαη ίζα. 
 

 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
 

1. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) θαη Μ ην 
κέζν ηεο βάζεο ηνπ ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη: 
i)  ην Μ ηζαπέρεη από ηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ, 
ii)  ε ΑΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο πνπ ζρεκαηίδνπλ 
νη απνζηάζεηο ηνπ Μ από ηηο ίζεο πιεπξέο κεηαμύ ηνπο. 
 

 

2. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α' Β' Γ' 

είλαη α = α', πα = πα' θαη κα = κα', ηόηε ηα ηξίγσλα 

είλαη ίζα. 
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3. Να απνδείμεηε όηη αλ ζε δύν νμπγώληα ηξίγσλα ΑΒΓ 

θαη Α'Β'Γ' είλαη α = α', πβ=πβ' θαη πγ =πγ', ηόηε ηα ηξίγσλα 

είλαη ίζα. 
 

4. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α = 1L) θαη ε  
 

δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην Γ θέξνπκε ΓΔ     ΒΓ, πνπ 
ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Ε. Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΒΓΕ 
είλαη ηζνζθειέο. 
5. Γίλεηαη θύθινο (Ο, R), νη ίζεο ρνξδέο ηνπ ΑΒ, ΓΓ θαη 
ηα απνζηήκαηά ηνπο ΟΚ θαη ΟΑ αληίζηνηρα. Αλ νη πξν-
εθηάζεηο ησλ ΒΑ θαη ΓΓ ηέκλνληαη ζην Μ, λα απνδείμεηε 
όηη: 
i)  ηα ηξίγσλα ΜΟΚ θαη ΜΟΛ είλαη ίζα, 
ii)  ΜΑ = ΜΓ θαη ΜΒ = ΜΓ. 
 

 

ύλζεηα Θέκαηα 
1. Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ. Ζ δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α 
ηέκλεη ηε κεζνθάζεην ηεο ΒΓ ζην ζεκείν Γ. Έζησ Δ θαη 
Ε νη πξνβνιέο ηνπ Γ ζηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ 
αληίζηνηρα.  
i)  Να ζπγθξίλεηε ηα ηξίγσλα ΓΒΔ θαη ΓΓΕ. 
ii)  Να ιύζεηε ην ίδην πξόβιεκα ζεσξώληαο ηελ 
εμσηεξηθή δηρνηόκν ηεο Α, ε νπνία ηέκλεη ηε 
κεζνθάζεην ηεο ΒΓ ζην ζεκείν Γ', κε πξνβνιέο ηα 
ζεκεία Δ', Ε' ζηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 
iii) Να απνδείμεηε όηη ΔΔ' = ΑΓ θαη ΕΕ' = ΑΒ. 
 

 

2. Αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα ΑΒΓ, Α' Β' Γ' έρνπλ κία 
θάζεηε πιεπξά ίζε θαη ε πεξίκεηξνο ηνπ ελόο είλαη ίζε 
κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ άιινπ, ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 
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Βαζηθνί γεσκεηξηθνί ηόπνη 
 

  3.7 Θύθινο - Κεζνθάζεηνο  - Γηρνηόκνο 
 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, γεσκεηξηθόο  
ηόπνο ιέγεηαη ην ζύλνιν όισλ ησλ  
ζεκείσλ, πνπ έρνπλ κηα (θνηλή)  
ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα.  
Δπνκέλσο: 
  ν θύθινο (ζρ.33) είλαη έλαο γεσ- 
κεηξηθόο ηόπνο, αθνύ όια ηα ζε- 
κεία ηνπ θαη κόλνλ απηά έρνπλ ηελ  
ηδηόηεηα λα απέρνπλ κηα νξηζκέλε  
απόζηαζε από έλα ζηαζεξό ζεκείν. 
  ε κεζνθάζεηνο ελόο ηκήκαηνο  
(ζρ.34) είλαη επίζεο έλαο γεσκεηξη- 
θόο ηόπνο, αθνύ όια ηα ζεκεία ηεο 
θαη κόλνλ απηά έρνπλ ηελ ηδηόηεηα  
λα ηζαπέρνπλ από ηα άθξα ηνπ  
ηκήκαηνο. 
  ε δηρνηόκνο κηαο γσλίαο (ζρ.35)  
είλαη έλαο άιινο γεσκεηξηθόο  
ηόπνο, αθνύ όια ηα ζεκεία ηεο θαη  
κόλνλ απηά (από ηα ζεκεία ηεο  
γσλίαο) ηζαπέρνπλ από ηηο πιεπξέο  
ηεο γσλίαο. 
 
Ζ αληηκεηώπηζε ελόο πξνβιή- 
καηνο γεσκεηξηθνύ ηόπνπ  
απαηηεί κηα ηδηαίηεξε δηαδηθα- 
ζία ε νπνία παξνπζηάδεηαη  
ζην επόκελν παξάδεηγκα. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΚΑ 

Λα βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο  
ησλ θέληξσλ ησλ θύθισλ, πνπ  
δηέξρνληαη από δύν ζηαζεξά  
ζεκεία Α θαη Β. 

 

Ιύζε 
 

Έζησ Μ έλα ζεκείν ηνπ δεηνύκελνπ  
γεσκεηξηθνύ ηόπνπ, δειαδή ην  
θέληξν ελόο θύθινπ πνπ δηέξρεηαη  
από ηα Α,Β (ζρ.36). Σόηε ΜΑ = ΜΒ,  
σο αθηίλεο ηνπ ίδηνπ θύθινπ θαη  
επνκέλσο ην Μ αλήθεη ζηε  
κεζνθάζεην ε ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

 

Αληίζηξνθα. Έζησ Ν έλα ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ε 
ηνπ ΑΒ. Σόηε ζα είλαη ΝΑ=ΝΒ, νπόηε ν θύθινο (Ν,ΝΑ) 
δηέξρεηαη θαη από ην Β. Δπνκέλσο θάζε ζεκείν ηεο ε 
είλαη θέληξν θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από ηα Α,Β. 
Άξα ν δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο ηόπνο είλαη ε 
κεζνθάζεηνο ε ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΥΟΙΗΟ  
Από ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα γίλεηαη θαλεξό όηη 
ε ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο γεσκεηξηθνύ ηόπνπ 
αθνινπζεί ηα εμήο ζηάδηα: 
Θεσξνύκε έλα ηπραίν ζεκείν Μ ηνπ δεηνύκελνπ 
γεσκεηξηθνύ ηόπνπ θαη κε βάζε ηε ραξαθηεξηζηηθή 
ηδηόηεηα πνπ έρεη, πξνζδηνξίδνπκε ηε γξακκή Γ πάλσ 
ζηελ νπνία βξίζθεηαη. 
ηε ζπλέρεηα θαηαζθεπάδνπκε κε ηνλ θαλόλα θαη ην 
δηαβήηε ηε γξακκή απηή θαη εμεηάδνπκε αλ ην ηπραίν 
ζεκείν Ν ηεο γξακκήο απηήο ηθαλνπνηεί ηε  
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ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
 

πκπιεξώζηε ηα θελά ζηηο επόκελεο πξνηάζεηο. 
i) Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ θνξπθώλ ησλ ηζνζθειώλ 
ηξηγώλσλ κε γλσζηή βάζε είλαη …………………………… 
ii) Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ πνπ ηζαπέρνπλ 
δύν ηεκλόκελεο επζείεο είλαη ……………………………… 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ θνξπθώλ Α ησλ 
ηξηγώλσλ ΑΒΓ, πνπ έρνπλ ζηαζεξή ηελ πιεπξά ΒΓ = α 
θαη ηε δηάκεζν AM κε γλσζηό κήθνο. 
2. Γίλεηαη θύθινο (O,R). Αλ Ν ηπραίν ζεκείν ηνπ θύθινπ 
θαη Μ ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΟΝ, ώζηε ΟΝ = ΝΜ, 
λα βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ηνπ Μ, όηαλ ην Ν 
δηαγξάθεη ηνλ θύθιν. 
 

 
πκκεηξηθά ζρήκαηα 
 

 3.8  Θεληξηθή ζπκκεηξία 
 
ηελ §2.10 είδακε πόηε δύν  
ζεκεία Α, Α' ιέγνληαη ζπκκε- 
ηξηθά σο πξνο θέληξν έλα  
ζεκείν Ο (ζρ.37). 
 
 
 

ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ δεηνύκελνπ γεσκεηξηθνύ 
ηόπνπ. Αλ απηό ζπκβαίλεη, ηόηε ε γξακκή Γ είλαη ν 
δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο ηόπνο. 
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Γεληθόηεξα δύν ζρήκα ηα , ' ιέγνληαη ζπκκεηξηθά σο 
πξνο έλα ζεκείν Ο (ζρ.38), αλ θαη κόλν αλ θάζε ζεκείν 
ηνπ ' είλαη ζπκκεηξηθό ελόο ζεκείνπ ηνπ  σο πξνο ην 

Ο θαη αληίζηξνθα. Σν ζεκείν Ο ιέγεηαη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηνπ ζρήκαηνο, πνπ απνηειείηαη από ηα 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο ζρήκαηα  θαη '.  
Γειαδή έλα ζεκείν Ο ιέγεηαη θέληξν ζπκκεηξίαο ελόο 
ζρήκαηνο, όηαλ γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ ζρήκαηνο ην 
ζπκκεηξηθό ηνπ Α', σο πξνο ην Ο, είλαη επίζεο ζεκείν 
ηνπ ζρήκαηνο. Έλα ζρήκα κε θέληξν ζπκκεηξίαο ιέκε 

όηη παξνπζηάδεη θεληξηθή ζπκκεηξία.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αλ ζηξέςνπκε έλα ζρήκα , κε θέληξν ζπκκεηξίαο ην Ο 

(ζρ.39), θαηά 180
ν
 γύξσ από ην Ο, ζα πάξνπκε έλα 

ζρήκα πνπ ζα ζπκπίπηεη κε ην αξρηθό.  
 
 
 
 
 
 
 

Από ηα γλσζηά καο, κέρξη ηώξα ζρήκαηα: 
 Σν επζύγξακκν ηκήκα έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ην κέζν 
ηνπ (ζρ.40α). 
 Ζ επζεία έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο νπνηνδήπνηε ζεκείν 
ηεο (ζρ.40β). 
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 Ο θύθινο έρεη θέληξν  
ζπκκεηξίαο ην θέληξν ηνπ 
(ζρ.40γ). 

 
 
 
 

 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 

Σν ζπκκεηξηθό επζύγξακκνπ ηκήκαηνο σο πξνο 
ζεκείν πνπ δελ αλήθεη ζην θνξέα ηνπ, είλαη ηκήκα 
ίζν κε απηό.  
 

Απόδεημε 
 

Έζησ έλα ηκήκα ΑΒ (ζρ.41),  
ζεκείν Ο πνπ δελ αλήθεη ζηελ  
επζεία ΑΒ θαη Α', Β' ηα ζπκκε- 
ηξηθά ησλ Α,Β σο πξνο ην Ο  
αληίζηνηρα. Δπεηδή ΟΑ' = ΟΑ,  
 

OB' = OB θαη Α'ΟΒ' = ΑΟΒ, ηα  
ηξίγσλα ΑΟΒ θαη Α'ΟΒ' είλαη ίζα, νπόηε Α'Β' = ΑΒ. 
Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ηα ηκήκαηα ΑΒ θαη Α'Β' είλαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο. Έζησ ζεκείν Μ ηνπ ΑΒ θαη 
Μ' ε ηνκή ηεο ΜΟ κε ην Α'Β'. Από ηελ πξνεγνύκελε  
 

ηζόηεηα ηξηγώλσλ έρνπκε όηη Α = Α', νπόηε ηα ηξίγσλα  
 

ΑΟΜ θαη Α'ΟΜ' είλαη ίζα γηαηί έρνπλ ΟΑ' = ΟΑ, Α = Α' θαη  
 

Ο1 = Ο2. Δπνκέλσο ΟΜ' = ΟΜ, πνπ ζεκαίλεη όηη ην Μ' 

είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Μ. Όκνηα ην ζπκκεηξηθό θάζε 
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ζεκείνπ Μ' ηνπ Α'Β' είλαη ζεκείν ηνπ ΑΒ. Άξα ηα ΑΒ, 
Α'Β' είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο. 

 

 3.9 Αμνληθή ζπκκεηξία 
 

ηελ §2.14 είδακε πόηε δύν 
ζεκεία Α, Α' ιέγνληαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο 
(άμνλα) ηελ επζεία ε (ζρ.42). 
Γεληθόηεξα δύν ζρήκαηα  
, ' (ζρ.43) ιέγνληαη ζπκ-
κεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία 
ε, αλ θαη κόλνλ αλ θάζε ζε-
κείν ηνπ ' είλαη ζπκκεηξηθό 
ελόο ζεκείνπ ηνπ  σο 
πξνο ηελ ε θαη αληίζηξνθα. 

Ζ επζεία ε ιέγεηαη άμνλαο 
ζπκκεηξίαο ηνπ ζρήκαηνο 
πνπ απνηειείηαη από ηα 
ζρήκαηα  θαη '. Γειαδή 
κηα επζεία ε ιέγεηαη άμνλαο  

ζπκκεηξίαο ελόο ζρήκαηνο, όηαλ 
γηα θάζε ζεκείν Α ηνπ ζρήκαηνο 
ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α', σο πξνο 
ηελ ε, είλαη επίζεο ζεκείν ηνπ 
ζρήκαηνο. Έλα ζρήκα κε άμνλα 
ζπκκεηξίαο ιέκε όηη παξνπζηάδεη 

αμνληθή ζπκκεηξία. Αλ έλα ζρή-
κα έρεη σο άμνλα ζπκκεηξίαο κηα 
επζεία ε, ηόηε ε ε ρσξίδεη ην ζρή-
κα (ζρ.44) ζε δύν κέξε κε ηέηνην 
ηξόπν, ώζηε, αλ δηπιώζνπκε ην 
θύιιν ζρεδίαζεο θαηά κήθνο 
ηεο ε, ηα κέξε απηά ζα 
ηαπηηζηνύλ. 
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Από ηα γλσζηά καο ζρήκαηα 
 Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηε 
κεζνθάζεηό ηνπ κ θαη ηνλ θνξέα ηνπ ε (ζρ.45α). 
 Ζ επζεία x'x έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο θάζε επζεία ε    x'x 
θαη ηελ ίδηα ηε x'x (ζρ.45β). 
 Ο θύθινο έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ην θνξέα δ θάζε 
δηακέηξνπ ηνπ ΑΒ (ζρ.45γ). 
 Σν ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) έρεη άμνλα ζπκκε-
ηξίαο ην θνξέα κ ηνπ ύςνπο ΑΓ (ζρ.45δ). 
 Σν ηζόπιεπξν ηξίγσλν έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπο 
θνξείο ησλ ηξηώλ πςώλ ηνπ (ζρ.45ε). 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 

Έζησ κηα επζεία ε θαη έλα ηκήκα ΑΒ ηνπ νπνίνπ ην 
έλα άθξν Α είλαη ζεκείν ηεο ε. Λα απνδεηρζεί όηη ην 
ζπκκεηξηθό ηνπ ΑΒ σο πξνο ηελ ε είλαη ην ηκήκα ΑΒ' 
ίζν κε ην ΑΒ, όπνπ Β' ην ζπκκεηξηθό ηνπ Β σο πξνο 
ηελ ε. 
 
 
 
 
 
 
 

 
Απόδεημε 
 

Σν ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ ε είλαη ην ίδην ην Α, 
αθνύ ην Α είλαη ζεκείν ηεο ε. Δπεηδή ε ε είλαη 
κεζνθάζεηνο ηνπ ΒΒ', είλαη ΑΒ' = ΑΒ. ην ηζνζθειέο 
ηξίγσλν ΑΒΒ' ε ΑΓ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο, άξα είλαη  
 

θαη δηρνηόκνο, δειαδή Α1 = Α2 . 'Δζησ ζεκείν Μ ηνπ 

ΑΒ. Φέξνπκε ΜΚ      ε ε νπνία όηαλ πξνεθηαζεί ηέκλεη 
ην ΑΒ' ζην Μ'. ην ηξίγσλν ΑΜΜ' ε ΑΚ είλαη ύςνο  
 

θαη δηρνηόκνο (αθνύ Α1 = Α2), άξα είλαη θαη δηάκεζνο, 

δειαδή  ΚΜ' = ΚΜ, νπόηε ην Μ' είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Μ. 
Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη ην ζπκκεηξηθό θάζε ζεκείνπ 
ηνπ ΑΒ' είλαη ζεκείν ηνπ ΑΒ. Άξα ηα ΑΒ, ΑΒ' είλαη 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ ε. 
 

 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Να ζρεδηάζεηε ηνπο άμνλεο ζπκκεηξίαο ησλ γξακκά-
ησλ: Α, Β, Γ, Ζ, Θ, Σ, Υ, Φ. 
2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν Ο. Αλ Α', Β', Γ' είλαη 
ηα ζπκκεηξηθά ησλ Α, Β, Γ σο πξνο ην θέληξν Ο 
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αληίζηνηρα, λα απνδεηρζεί όηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' 
είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ην Ο θαη ίζα. 
 

 

3. Αλ x'Α'y' είλαη ε ζπκκεηξηθή ηεο γσλίαο xΑy, σο πξνο  
 

θέληξν ζπκκεηξίαο έλα ζεκείν Ο, εμσηεξηθό ηεο xΑy,  
 

ηόηε λα απνδεηρζεί όηη x'Α'x' = xΑy. 
 

4. Να απνδείμεηε όηη ην ζπκκεηξηθό ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
σο πξνο ηελ επζεία ΒΓ είλαη ηξίγσλν ίζν κε ην ΑΒΓ. 
5. Να απνδείμεηε όηη ε δηρνηόκνο κηαο γσλίαο είλαη 
άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο. 
6. Έζησ ε, ε' δύν θάζεηνη πνπ ηέκλνληαη ζην Ο θαη έλα 
ηπραίν ζεκείν Μ. Αλ Μ' είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Μ σο 
πξνο ε θαη Μ" ην ζπκκεηξηθό ηνπ Μ' σο πξνο ε', ηόηε λα 
απνδείμεηε όηη: 
i)  ΟΜ = ΟΜ", 
ii) ηα ζεκεία Μ, Ο, Μ" είλαη ζπλεπζεηαθά. 
 

 
Αληζνηηθέο ζρέζεηο 
 

ηελ ελόηεηα απηή απνδεηθλύνπκε ηελ αληζν- 
ηηθή ζρέζε πνπ ηζρύεη κεηαμύ κηαο εμσηεξηθήο γσλίαο 
ελόο ηξηγώλνπ θαη ησλ απέλαληη γσληώλ ηνπ θαη ηελ 
αληζνηηθή ζρέζε πιεπξώλ θαη γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ. 
Δπίζεο, παξνπζηάδνπκε ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα. 
 
 

3.10 ρέζε εμσηεξηθήο θαη απέλαληη γσλίαο 

 
 
 
 

 Θεώξεκα .  
Θάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη 
κεγαιύηεξε από θαζεκία από ηηο απέλαληη γσλίεο 
ηνπ ηξηγώλνπ. 
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Απόδεημε 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε ηε δηάκεζν ΒΓ (ζρ.47) θαη 
ζηελ πξνέθηαζή ηεο, πξνο ην Γ, ζεσξνύκε ζεκείν Δ, 
ώζηε ΓΔ = ΒΓ. Δπεηδή ην Δ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό  
 

ηεο γσλίαο ΓΑx έρνπκε ΓΑΔ < ΓΑx = Αεμ. Όκσο ηα 

ηξίγσλα ΒΓΓ θαη ΔΓΑ είλαη ίζα γηαηί έρνπλ: ΒΓ = ΓΔ,  
 

ΑΓ = ΓΓ θαη Γ1 = Γ2 , νπόηε Γ = ΓΑΔ. Από ηελ ηειεπηαία  
 

ηζόηεηα θαη ηελ ΓΑΔ < Αεμ πξνθύπηεη όηη Αεμ > Γ. Όκνηα  
 

απνδεηθλύεηαη όηη θαη Αεμ > Β. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Πνξίζκαηα 

(i)  Θάζε ηξίγσλν έρεη ην πνιύ κηα γσλία νξζή ή 
ακβιεία. 

(ii)  Σν άζξνηζκα δύν γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη 

κηθξόηεξν ησλ 180°. 
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3.11 Αληζνηηθέο ζρέζεηο πιεπξώλ θαη γσληώλ 

 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε  
β > γ (ζρ.48). Σόηε ππάξ- 
ρεη κνλαδηθό εζσηεξηθό  
ζεκείν Γ ηεο ΑΓ, ώζηε  
ΑΓ = ΑΒ. Σν ηξίγσλν  
ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε  
βάζε ΒΓ θαη επνκέλσο  
 

Β1 = Γ1 = σ. Δπεηδή ε ΒΓ  

είλαη εζσηεξηθή εκηεπζεία  
 

ηεο γσλίαο Β, είλαη Β > Β1 ελώ ε Γ1 σο εμσηεξηθή γσλία  
 

ηνπ ηξηγώλνπ ΒΓΓ είλαη κεγαιύηεξε από ηε Γ, δειαδή  
 

Γ1 > Γ. Έηζη έρνπκε Β > σ θαη σ > Γ, επνκέλσο Β > Γ. 
 

Αληίζηξνθα. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β > Γ. Σόηε ζα  
είλαη θαη β > γ, γηαηί αλ ήηαλ β = γ  ή  β < γ ζα είρακε       
 

Β = Γ  ή  Β < Γ αληίζηνηρα, πνπ είλαη άηνπν. 
 

Πνξίζκαηα 

(i) Αλ κηα γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη νξζή ή ακβιεία, 
ηόηε ε απέλαληη πιεπξά ηεο είλαη ε κεγαιύηεξε 
πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ. 

(ii) Αλ έλα ηξίγσλν έρεη δύν γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη 
ηζνζθειέο. 

(iii) Αλ έλα ηξίγσλν έρεη θαη ηηο ηξεηο γσλίεο ηνπ ίζεο, 
ηόηε είλαη ηζόπιεπξν. 

 Θεώξεκα .  
ε θάζε ηξίγσλν απέλαληη από άληζεο πιεπξέο 
βξίζθνληαη όκνηα άληζεο γσλίεο θαη αληίζηξνθα. 
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3.12 Σξηγσληθή αληζόηεηα 
 
Γλσξίδνπκε όηη ν ζπληνκόηεξνο δξόκνο κεηαμύ δύν 
ζεκείσλ είλαη ε επζεία πνπ ηα ζπλδέεη. Απηό εθθξά-
δεηαη από ην επόκελν ζεώξεκα. 

 
 
 
 
 

Απόδεημε 
 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Θα απνδείμνπκε 
αξρηθά όηη α < β + γ (ζρ.49). Γη’ απηό 
πξνεθηείλνπκε ηελ πιεπξά ΒΑ, πξνο 

ην Α, θαηά ηκήκα ΑΓ = ΑΓ. Σόηε ην 
ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη ηζνζθειέο θαη ε ΓΑ 
 

εζσηεξηθή εκηεπζεία ηεο ΒΓΓ, νπόηε  
 

έρνπκε αληίζηνηρα Γ = Γ1 θαη  
 

Γ1 < ΒΓΓ. Από ηηο ζρέζεηο απηέο  
 

πξνθύπηεη όηη Γ < ΒΓΓ, από ηελ νπνία ζύκθσλα κε ην 
πξνεγνύκελν ζεώξεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη ΒΓ < ΒΓ ή  
α < β + γ. Όκνηα πξνθύπηεη όηη β < γ + α θαη γ < α + β. Από 
ηηο αληζόηεηεο απηέο, αληίζηνηρα πξνθύπηεη όηη α > β - γ, 

ΥΟΙΗΟ  
Σν παξαπάλσ πόξηζκα (ii) είλαη ην αληίζηξνθν ηνπ 
πνξίζκαηνο I ηεο § 3.2. Σα δύν απηά πνξίζκαηα 
ζπλνςίδνληαη ζην εμήο: έλα ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο 
αλ θαη κόλν αλ έρεη δύν γσλίεο ίζεο. 
 

 Θεώξεκα .  
Θάζε πιεπξά ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξε από ην 
άζξνηζκα ησλ δύν άιισλ θαη κεγαιύηεξε από ηε 
δηαθνξά ηνπο. 
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αλ β ≥ γ ή α > γ - β, αλ γ ≥ β, δειαδή θαη ζηηο δύν 
πεξηπηώζεηο ηζρύεη ην δεηνύκελν. Δπνκέλσο: 
 
 

β - γ < α < β + γ, β ≥ γ 
 

Πνξίζκα 

Θάζε ρνξδή θύθινπ είλαη κηθξόηεξε ή ίζε ηεο 
δηακέηξνπ. 

 
 
 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 1ε 

Αλ Κ είλαη έλα εζσηεξηθό  
ζεκείν ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ,  
λα απνδεηρζεί όηη: 
 

 

(i) ΒΚΓ > Α 
(ii) ΚΒ + ΚΓ < ΑΒ +ΑΓ.  
 
 

                                        Στήκα 50 

Απόδεημε 
 

(i) Έζησ Γ (ζρ.50) ην ζεκείν ηνκήο ηεο πξνέθηαζεο ηνπ  
 

ΒΜ κε ηελ ΑΓ. Ζ γσλία ΒΜΓ είλαη εμσηεξηθή ζην  
 

ηξίγσλν ΜΓΓ θαη επνκέλσο ΒΜΓ > Γ1 .Αιιά ε Γ1 είλαη  
 

εμσηεξηθή ζην ηξίγσλν ΑΒΓ, νπόηε ζα είλαη Γ1 > Α. Άξα  
 

ζα είλαη θαη ΒΜΓ > Α. 

ΥΟΙΗΟ  
Γεληθόηεξα ηζρύεη: Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ είλαη 
κηθξόηεξν από θάζε ηεζιαζκέλε γξακκή πνπ έρεη 
άθξα ηα Α θαη Β. 
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(ii) Με εθαξκνγή ηεο ηξηγσληθήο αληζόηεηαο ζηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΜΓΓ πξνθύπηνπλ αληίζηνηρα νη 
αληζόηεηεο 
 

ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ + ΑΓ θαη ΜΓ < ΜΓ + ΓΓ.  
 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε βξίζθνπκε: 
ΜΒ + ΜΓ + ΜΓ < ΑΒ + (ΑΓ + ΓΓ) + ΜΓ ή 

ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ + ΑΓ. 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 2ε 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν Γ ηεο  
πιεπξάο ΒΓ. Αλ ηζρύνπλ δύν από ηηο  
επόκελεο πξνηάζεηο: 
(i)   ην ηκήκα ΑΓ είλαη δηάκεζνο, 
(ii)  ην ηκήκα ΑΓ είλαη δηρνηόκνο, 
(iii) ην ηκήκα ΑΓ είλαη ύςνο, 
ηόηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο  
κε βάζε ΒΓ. 
 
 
 
 
 Στήκα 51 

Ιύζε 
Έζησ ΑΓ δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
(ζρ.51). Πξνεθηείλνπκε ην ΑΓ θαηά ίζν ηκήκα ΓΔ. Σόηε 
ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΓΔ είλαη ίζα (ΒΓ = ΓΓ, ΑΓ = ΓΔ,  
 

Γ1=Γ2 σο θαηαθνξπθήλ). Άξα ΑΒ = ΓΔ (1) θαη Α1 = Δ.  
 

Από ηελ Α1 = Δ πξνθύπηεη ΑΓ = ΓΔ (2), αθνύ ΑΓ  
 

δηρνηόκνο, νπόηε Α1 = Α2 = Δ. Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) 

πξνθύπηεη όηη ΑΒ = ΑΓ. Αλ ΑΓ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο 
ή ύςνο θαη δηρνηόκνο ηόηε εύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ηα 
ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη ίζα, νπόηε ΑΒ = ΑΓ. 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 3ε 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο θαη ηηο 
πεξηερόκελεο γσλίεο άληζεο, ηόηε θαη νη ηξίηεο 
πιεπξέο ζα είλαη όκνηα άληζεο θαη αληίζηξνθα.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Στήκα 52 
 

 

Απόδεημε 
Αο ζεσξήζνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α'Β'Γ' κε ΑΒ = Α'Β',  
 

ΑΓ = Α'Γ' θαη Α > Α' (ζρ.52). Θα απνδείμνπκε όηη  
 

 

ΒΓ > Β'Γ'. Αθνύ Α > Α', ππάξρεη εζσηεξηθή εκηεπζεία Ax  
 

ηεο Α ηέηνηα, ώζηε ΒΑx = A'. Πάλσ ζηελ Αx ζεσξνύκε 
ζεκείν Γ, ώζηε ΑΓ = Α'Γ'. Σόηε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' είλαη ίζα (ΠΓΠ). Άξα, ΒΓ = Β'Γ'. Φέξνπκε θαηόπηλ  
 

ηε δηρνηόκν ΑΔ ηεο γσλίαο ΓΑΓ, νπόηε ζρεκαηίδνληαη 
δύν ίζα ηξίγσλα ηα ΑΓΔ θαη ΑΓΔ, άξα ΔΓ = ΔΓ. ην 
ηξίγσλν ΒΓΔ, έρνπκε από ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα όηη  
 

ΒΓ < ΒΔ + ΔΓ ή ΒΓ < ΒΔ + ΔΓ   ή   Β'Γ' < ΒΓ. 
 

 

Αληίζηξνθα. Αο ζεσξήζνπκε όηη ζηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη 
Α'Β'Γ' είλαη ΑΒ = Α'Γ', ΑΓ = Α'Γ' θαη ΒΓ > Β'Γ'.  
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Αλ ήηαλ Α = Α', ηόηε ζα είρακε όηη  ΒΓ = Β'Γ', ελώ αλ  
 

ήηαλ Α < Α', ζα είρακε όηη Β'Γ' < ΒΓ, πνπ είλαη άηνπν.  
 

Δπνκέλσο, Α > Α'. 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 4ε 

Γίλεηαη κηα επζεία ε, δύν  
ζεκεία Α,Β πξνο ην ίδην  
κέξνο ηεο θαη ην ζπκκε- 
ηξηθό Α' ηνπ Α σο πξνο  
ηελ ε (ρ.53α). 
(i) Γηα νπνηνδήπνηε  
ζεκείν Κ ηεο ε, λα από- 
δεηρζεί όηη ΚΑ + ΚΒ =  
=ΚΑ' + ΚΒ ≥ Α'Β. Πόηε ην  
άζξνηζκα ΚΑ + ΚΒ  
παίξλεη ηε κηθξόηεξή  
ηνπ ηηκή; 
(ii) ηα ζεκεία Α, Β, Γ 
 (ζρ.53β) βξίζθνληαη ηξεηο  
θσκνπόιεηο. Θνληά ζε  
απηέο δηέξρεηαη ζηδεξν- 
δξνκηθή γξακκή, πάλσ  
ζηελ νπνία πξόθεηηαη λα  
θαηαζθεπαζηεί ζηαζκόο . ε πνην ζεκείν πξέπεη λα 
θαηαζθεπαζζεί ν ζηαζκόο, ώζηε ν δξόκνο ΑΓΒ λα 
είλαη ν ειάρηζηνο δπλαηόο;      
 

Ιύζε 
(i) Δπεηδή ην Α' είλαη ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ ε, ε 
ε είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΑ', νπόηε ΜΑ =  = ΜΑ' θαη 
επνκέλσο ΜΑ + ΜΒ = ΜΑ' + ΜΒ (1). Αλ ην Μ δελ είλαη 
ζεκείν ηνπ ηκήκαηνο Α'Β από ην ηξίγσλν ΜΑ'Β, έρνπκε  
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ΜΑ' + ΜΒ > Α'Β (2), ελώ αλ ην Μ είλαη ζεκείν ηνπ Α'Β' 
έρνπκε  ΜΑ' + ΜΒ = Α'Β (3). Από (1), (2) θαη (3) 
πξνθύπηεη όηη ΜΑ + ΜΒ =  ΜΑ' + ΜΒ ≥ Α'Β θαη όηη ην  

ΜΑ + ΜΒ παίξλεη ηε κηθξόηεξή ηνπ ηηκή Α'Β, όηαλ  

Μ = Μ0, όπνπ Μ0 ην ζεκείν ηνκήο ηεο ε κε ην Α'Β. 

(ii) Όκνηα κε ην (i). 
 

 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 

1. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή ιάζνο (Λ) θαζεκία 
από ηηο επόκελεο πξνηάζεηο: 
 

i) Ζ εμσηεξηθή γσλία Αεμ ηξηγώλνπ  
 

ΑΒΓ είλαη κεγαιύηεξε από ηε Γ.        Λ 

 

ii) Ζ εμσηεξηθή γσλία Βεμ ηξηγώλνπ  
 

 

ΑΒΓ είλαη κηθξόηεξε από ηε Γ.        Λ  
iii) Σν άζξνηζκα δύν γσληώλ ελόο 

ηξηγώλνπ είλαη 180°.       Λ 

iv) Αλ β > γ (ζε ηξίγσλν ΑΒΓ), 
 

 

ηόηε Β = Γ θαη αληίζηξνθα.        Λ  
λ) Αλ β = γ (ζε ηξίγσλν ΑΒΓ), 
 

 

ηόηε Β = Γ θαη αληίζηξνθα.        Λ 
  

2. Γηα ην ηξίγσλν ηνπ δηπιαλνύ  
ζρήκαηνο ηζρύεη: 
α. α = 7     β. α = 1      
γ. 1 < α < 7     δ. α > 7      
ε. 0 < α < 1  
Κπθιώζηε ην γξάκκα ηεο ζσζηήο απάληεζεο θαη 
αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
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3. Τπάξρεη ηξίγσλν ΑΒΓ κε            θαη                ;   
 

Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
 

1. ην δηπιαλό ζρήκα είλαη Β1 > Γ1 .  
 

Να απνδείμεηε όηη Β1 > 90°. 

 

 

 
2. Αλ ζε θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΑ ηζρύνπλ ΑΒ = ΒΓ  
 

θαη A = Γ, λα απνδείμεηε όηη ΑΓ = ΓΑ. Ση ζπκπεξαίλεηε 
γηα ηε ΒΑ; 
 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β = Γ.  
 

i) Ση είδνπο γσλία είλαη ε Β;  
ii) Να απνδείμεηε όηη ην ύςνο από ηελ θνξπθή Α ηέκλεη 
ηελ επζεία ΒΓ, ζε εζσηεξηθό ζεκείν ηεο πιεπξάο ΒΓ. 
 

4. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζεκείν Γ ηεο εκηεπζείαο Bx  
 

πνπ πεξηέρεη ην Α. Να απνδείμεηε όηη ε γσλία ΒΓΓ είλαη  
 

κεγαιύηεξε, ίζε ή κηθξόηεξε ηεο γσλίαο ΒΑΓ, αλ ην 
ζεκείν Α βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ Β θαη Α, ηαπηίδεηαη κε ην 
Α ή βξίζθεηαη κεηά ην Α, αληίζηνηρα. 

5. Αλ Μ ζεκείν ηεο βάζεο ΒΓ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ 
ΑΒΓ, λα απνδείμεηε όηη ΑΜ < ΑΒ. 
 

 

6. ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α = 90°), ε δηρνηόκνο  
 

ηεο γσλίαο Γ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΒ ζην Α. Να 
απνδείμεηε όηη ΑΓ < ΑΒ. 
 

7. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Ο ζεκείν ζην εζσηεξηθό ηνπ 
ηξηγώλνπ. Οη ΒΟ θαη ΓΟ ηέκλνπλ ηηο ΑΓ θαη ΑΒ ζηα 
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ζεκεία Λ θαη Μ αληίζηνηρα. Αλ ηζρύεη όηη ΒΟ = ΓΟ θαη 
ΟΛ = ΟΜ λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
ηζνζθειέο. 
 

8. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) θαη Κ, Λ ηα 
κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη αλ νη  
 

εμσηεξηθέο δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ηνπ Β θαη Γ ηέκλνληαη 
ζην ζεκείν Γ, ηόηε ην ηξίγσλν ΓΚΛ είλαη ηζνζθειέο. 
 

9. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) θαη I ην  
 

ζεκείν ηνκήο ησλ δηρνηόκσλ ησλ γσληώλ Β, Γ. Να 
απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΒΗΓ είλαη ηζνζθειέο, 
 

ii) ε ΑΗ είλαη δηρνηόκνο ηεο Α. 

10. Οη θσκνπόιεηο Κ1, Κ2, Κ3 απέρνπλ από ηε πόιε Π 

(παξαθάησ ζρήκα), απνζηάζεηο 7, 6 θαη 10 km αληίζηνη-

ρα. Έλα απηνθίλεην μεθηλάεη από ηελ θσκόπνιε Κ1 θαη 

αθνινπζώληαο ηε δηαδξνκή Κ1 Κ2 Κ3 Κ1 επηζηξέθεη 

ζηελ Κ1. Ο ρηιηνκεηξεηήο ηνπ γξάθεη όηη γηα απηή ηε 

δηαδξνκή δηήλπζε απόζηαζε 48 km. Δίλαη απηό 
δπλαηόλ; Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
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Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο. 
 

1. Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη                 λα απνδείμεηε όηη 
 

Α > Β + Γ. Ση ηζρύεη όηαλ                 ή                 ; 
 

2. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ θαη Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. 
Να απνδείμεηε όηη ΑΜΓ > ΑΜΒ. 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ < ΑΓ θαη ε δηάκεζνο ΑΜ. 
Να απνδείμεηε όηη: 
 

 

i) ΜΑΒ > ΜΑΓ, 
 
 
 

iii) κα+ κβ + κγ < 2η 
 

4. Έζησ θύθινο (O,R) δηακέηξνπ ΑΒ θαη ζεκείν  ηεο 
εκηεπζείαο ΟΑ. Γηα θάζε ζεκείν Μ ηνπ θύθινπ λα 
απνδεηρζεί όηη Α ≤ Μ ≤ Β. (Σν ηκήκα Α ιέγεηαη 
απόζηαζε ηνπ  από ηνλ θύθιν). 
 

5. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. Αλ ε δηρνηόκνο δα ηέκλεη θάζεηα 

ηε δηάκεζν κβ, λα απνδείμεηε όηη: 

i) ΑΓ = 2AB, 
ii) ΑΒ < ΒΓ. 
 

6.Έζησ θύθινο (O,R) θαη δύν ηόμα ΑΒ, ΓΓ. Αλ ΑΒ = 2ΓΓ 
λα απνδείμεηε όηη ΑΒ < 2ΓΓ. 
 

7. Να απνδείμεηε όηη ζε δύν άληζα ηόμα ελόο θύθινπ 
αληηζηνηρνύλ ρνξδέο όκνηα άληζεο θαη αληίζηξνθα. 
 

ύλζεηα Θέκαηα 
1. Έζησ θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη Ο εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ. 
i) Να απνδείμεηε όηη  
ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΓ > 
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ΑΒ + ΒΓ + ΓΓ + ΓΑ

2

˄ ˄ 

˄ ˄ 

͡ 

  

 

͡ 

  

 

͡ 
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ii) Γηα πνηα ζέζε ηνπ Ο ην άζξνηζκα ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΓ 
γίλεηαη ειάρηζην; 
 

2. ε ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο 
ΒΑ θαη ΓΑ πξνο ην κέξνο ηνπ Α θαηά ηκήκαηα ΑΑ = ΑΓ 
θαη ΑΔ = ΑΒ αληίζηνηρα. Ζ επζεία ΑΔ ηέκλεη ηελ επζεία 
ΒΓ ζην ζεκείν Μ. Να απνδείμεηε όηη: 
i) ην ηξίγσλν ΜΒΔ είλαη ηζνζθειέο, 
 

 

ii) ε δηρνηόκνο ηεο ΒΜΔ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α. 
 

3. Έζησ Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ελόο θπξηνύ 
ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΓΓ. Να απνδείμεηε όηη: 
i) θάζε δηαγώληνο είλαη κηθξόηεξε ηεο εκηπεξηκέηξνπ 
ηνπ ηεηξαπιεύξνπ, 
ii) ΑΓ + ΒΓ > ΑΒ +ΓΓ θαη ΑΓ + ΒΓ > ΑΓ + ΒΓ, 
iii) ην άζξνηζκα ησλ δηαγσλίσλ είλαη κεγαιύηεξν ηεο 
εκηπεξηκέηξνπ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ θαη κηθξόηεξν ηεο 
πεξηκέηξνπ ηνπ ηεηξαπιεύξνπ. 
 

4. ην εζσηεξηθό νξζήο γσλίαο xOy ζεσξνύκε ζεκείν Γ 
θαη ζηηο πιεπξέο ηεο Οx, Oy ηα ζεκεία Α, Β αληίζηνηρα. 
Να απνδείμεηε όηη ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  
είλαη κεγαιύηεξε από 2ΟΓ. 

˄ 

˄ 
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3.13 Θάζεηεο θαη πιάγηεο 
 

Έζησ κηα επζεία ε (ζρ.54) 
θαη έλα ζεκείν Α εθηόο 
απηήο. Από ην Α θέξνπκε 
πξνο ηελ ε ηελ θάζεην δ θαη 
κηα πιάγηα δ. Οη επζείεο δ 
θαη δ ηέκλνπλ ηελ ε ζηα Κ 
θαη Β αληίζηνηρα. Σν Κ, 
όπσο είλαη γλσζηό, ιέγεηαη 
πξνβνιή ηνπ Α πάλσ ζηελ 
ε ή ίρλνο ηεο θαζέηνπ δ  

πάλσ ζηελ ε. Σν Β ιέγεηαη ίρλνο ηεο επζείαο δ ή ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ πάλσ ζηελ ε. 
 

 
 
 
 

Απόδεημε 
Έζησ ΑΒ θαη ΑΓ δύν ίζα 
πιάγηα ηκήκαηα θαη ΑΚ ην 
θάζεην ηκήκα (ζρ.55). To 
ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο 
θαη ην ΑΚ ύςνο ηνπ, επνκέλσο 
ζα είλαη θαη δηάκεζνο, δειαδή 
ΚΒ = ΚΓ.  

Αληίζηξνθα. Έζησ όηη  
ΚΒ = ΚΓ. ην ηξίγσλν ΑΒΓ ην  

ΑΚ είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο, άξα (εθαξκνγή §3.12) ην 
ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο δειαδή ΑΒ = ΑΓ. 

  Θεώξεκα Η .  
Av δπν πιάγηα ηκήκαηα είλαη ίζα, ηόηε ηα ίρλε 
ηνπο ηζαπέρνπλ από ην ίρλνο ηεο θαζέηνπ, θαη 
αληίζηξνθα. 

 

Α 

  

 
Κ 

  

 δ 

  

 

Β 

  

 

ε 

  

 δ 

  

 Στήκα 54 

 

Στήκα 55 
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Κ 

  

 

Γ 

  

 

112 / 58 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απόδεημε 
(i) ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΚΒ  
 

(ζρ.56), ε γσλία Κ είλαη ε κεγαιύ- 
ηεξε σο νξζή. Δπνκέλσο ε πιεπ- 
ξά ΑΒ είλαη ε κεγαιύηεξε πιεπξά  
ηνπ ηξηγώλνπ θαη, άξα, ΑΒ > ΑΚ. 
(ii)  Έζησ επζεία ε θαη ζεκείν Α  
εθηόο απηήο. Θεσξνύκε ηελ θάζε- 
ην ΑΚ ζηελ ε θαη δύν πιάγηα  
ηκήκαηα ΑΒ, ΑΓ, όπνπ Β, Γ  
ζεκεία ηεο ε (ζρ.57). 

 
 
 
 
 
 

Στήκα 57 

 Θεώξεκα ΗΗ .  
Αλ από έλα ζεκείν εθηόο επζείαο θέξνπκε ην 
θάζεην θαη δύν πιάγηα επζύγξακκα ηκήκαηα ηόηε: 

(i) Σν θάζεην ηκήκα είλαη κηθξόηεξν από θάζε 
πιάγην. 

(ii) Αλ δύν πιάγηα ηκήκαηα είλαη άληζα, ηόηε θαη 
νη απνζηάζεηο ησλ ηρλώλ ηνπο από ην ίρλνο 
ηεο θαζέηνπ είλαη νκνηνηξόπσο άληζεο θαη 
αληίζηξνθα. 

 

Α 

  

 

Γ 

  

 

Β 

  

 

Κ 

  

 

ε 

  

 

˄ 

Α 

  

 

Β 

  

 

Κ 

  

 Στήκα 56 
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Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, κπνξνύκε λα ππνζέζνπ-
κε όηη θαη ηα δύν ίρλε Β, Γ ησλ πιάγησλ ηκεκάησλ 
αλήθνπλ ζηελ ίδηα εκηεπζεία πνπ νξίδεη ην ζεκείν Κ. Αο 
ππνζέζνπκε όηη ΚΓ > ΚΒ (ζρ.57). Θα απνδείμνπκε όηη  
 

ΑΓ > ΑΒ. Αθνύ ην Β είλαη κεηαμύ ησλ Κ, Γ, ε ΑΒΓ είλαη 
εμσηεξηθή ηνπ νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ΚΑΒ, επνκέλσο  
 

ΑΒΓ > Κ= 1L, δειαδή ε ΑΒΓ είλαη ακβιεία. ην ηξίγσλν  
 

ΑΒΓ ε πιεπξά ΑΓ βξίζθεηαη απέλαληη από ηελ ΑΒΓ, 
ζπλεπώο είλαη ε κεγαιύηεξε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ, 
δειαδή ΑΓ>ΑΒ.  

Αληίζηξνθα. Αο ππνζέζνπκε όηη ΑΓ > ΑΒ. Αλ ήηαλ  
ΚΓ = ΚΒ, ηόηε ζα είρακε ΑΓ = ΑΒ, πνπ είλαη άηνπν. Αλ 
ΚΓ < ΚΒ, ηόηε ζύκθσλα κε ην πξνεγνύκελν ζα είρακε 
όηη ΑΓ < ΑΒ, πνπ είλαη επίζεο άηνπν. Δπνκέλσο  
ΚΓ > ΚΒ. 
 

 
 
 
 
 
 

ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
Αλ ΑΒ, ΑΓ πιάγηα ηκήκαηα σο πξνο κηα επζεία ε θαη ΑΚ 
ην θάζεην ηκήκα, ηόηε: 

1. πκπιεξώζηε ηηο παξαθάησ ηζνδπλακίεο 
i) ΑΒ = ΑΓ     ………………… 
ii) ΑΒ > ΑΓ           ………………… 
 

˄ 

ΥΟΙΗΟ  
Σελ ηδηόηεηα (i) ηνπ Θεσξήκαηνο II, πνπ έρεη ην 
θάζεην ηκήκα ζπλήζσο εθθξάδνπκε θαη σο: ε 
απόζηαζε ελόο ζεκείνπ Α από κία επζεία ε είλαη 
κηθξόηεξε από ηελ απόζηαζε ηνπ Α από ηπρόλ 
ζεκείν ηεο επζείαο. 
 

˄ ˄ 

˄ 
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2. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή () ή ιάζνο (Λ) θαζεκία 
από ηηο παξαθάησ ζρέζεηο θαη αηηηνινγήζηε ηελ 
απάληεζή ζαο. 
i) ΑΒ > ΑΚ       Λ 
ii) ΑΒ = ΑΚ       Λ 
iii) ΑΒ < ΑΚ       Λ 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. ηηο θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ 
ΑΒΓ ζεσξνύκε ηα ζεκεία Α, Δ αληίζηνηρα. Να 
απνδείμεηε όηη:  
i) ΓΔ < ΔΒ,  
ii)  ΓΔ < ΒΓ. 
 

2. ην δηπιαλό ζρήκα ην ΑΖ  
είλαη ύςνο θαη δηάκεζνο ηνπ  
ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Να ζπγθξίλεηε  
ηα ηκήκαηα ΑΒ, ΑΓ θαη ΑΓ. 
 
 

 
3. Γίλεηαη ηκήκα ΑΒ, ζεκείν Ρ ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ θαη 
κία επζεία ε πνπ δηέξρεηαη από ην Α. 
i) Να ζπγθξίλεηε ηηο απνζηάζεηο ηνπ Ρ από ηελ επζεία ε 
θαη ην ζεκείν Β. 
ii) Πνηα πξέπεη λα είλαη ε ζέζε ηεο επζείαο ε, ώζηε νη 
απνζηάζεηο απηέο λα είλαη ίζεο; 
 

Δπζεία θαη θύθινο 
 

3.14 ρεηηθέο ζέζεηο επζείαο θαη θύθινπ 
 

Θεσξνύκε έλαλ θύθιν (Ο,R) κηα επζεία x'x θαη ηελ 
απόζηαζε δ = ΟΑ ηνπ θέληξνπ Ο από ηελ x'x (ζρ.58). 
Μεηαμύ ησλ δ θαη R ηζρύεη κία από ηηο ζρέζεηο: δ > R,  

Α 

  

 

Β 

  

 

Ζ 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

115 / 60 



δ = R θαη δ < R. Θα εμε-
ηάζνπκε ηε γεσκεηξηθή 
εξκελεία θαζεκίαο από 
ηηο ζρέζεηο απηέο. 
 Έζησ δ > R (ζρ.58α). 
Σόηε ην Α είλαη εμσηεξη-
θό ζεκείν ηνπ θύθινπ, 
νπόηε θαη θάζε άιιν 
ζεκείν Μ ηεο επζείαο 
είλαη εμσηεξηθό, αθνύ 
OM > OA > R. 
Δπνκέλσο, ε x'x δελ 
έρεη θαλέλα θνηλό 
ζεκείν κε ηνλ θύθιν 

θαη ιέγεηαη εμσηεξηθή 
επζεία ηνπ θύθινπ. 
 Έζησ δ = R (ζρ.58β). 
Σόηε ην Α είλαη θνηλό 
ζεκείν ηεο επζείαο κε 
ηνλ θύθιν, ελώ θάζε 
άιιν ζεκείν Μ ηεο x'x 
είλαη εμσηεξηθό ζεκείν 
ηνπ (Ο,R), αθνύ  
ΟΜ > ΟΑ = R. 
Δπνκέλσο, ε x'x έρεη 
έλα κόλν θνηλό ζεκείν 
κε ηνλ θύθιν θαη  

ιέγεηαη εθαπηόκελε ηνπ θύθινπ ζην ζεκείν Α. Σν 

ζεκείν Α ιέγεηαη ζεκείν επαθήο ηεο επζείαο κε ηνλ 
θύθιν. Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε επζεία 
x'x εθάπηεηαη ηνπ θύθινπ (Ο,R) ζην ζεκείν Α. Δίλαη 
θαλεξό όηη: 

Ζ αθηίλα πνπ θαηαιήγεη ζην ζεκείν επαθήο είλαη 
θάζεηε ζηελ εθαπηνκέλε. 

α 
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 β 
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Ζ εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ζε θάζε ζεκείν ηνπ είλαη 
κνλαδηθή. 
 

 Έζησ δ < R (ζρ.58γ). Σόηε ην Α είλαη εζσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ θύθινπ. Πάλσ ζηελ εκηεπζεία Αρ ζεσξνύκε 
έλα ζεκείν Μ, ώζηε ΑΜ = R. Σόηε ην Μ είλαη εμσηεξηθό 
ζεκείν ηνπ θύθινπ, αθνύ ΟΜ > ΑΜ = R. Έηζη ε εκηεπ-
ζεία Αx, αθνύ δηέξρεηαη από έλα εζσηεξηθό ζεκείν, ην 
Α, θαη έλα εμσηεξηθό, ην Μ, είλαη θαλεξό όηη έρεη έλα 
κνλαδηθό θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν, ην Β. Όκνηα θαη ε 
εκηεπζεία Αx' έρεη έλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν, ην Β'. 
Δπνκέλσο, ε x'x έρεη δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ θύθιν. 

ηελ πεξίπησζε απηή ε επζεία x'x, ιέγεηαη ηέκλνπζα 
ηνπ θύθινπ θαη ηα θνηλά ηεο ζεκεία κε ην θύθιν 

ιέγνληαη ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηνλ θύθιν. Δπίζεο ιέκε 

όηη ε επζεία ηέκλεη ηνλ θύθιν. 
Αλαθεθαιαηώλνληαο έρνπκε: 

• Αλ δ > R, ε επζεία δελ έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ 
θύθιν. 

• Αλ δ = R, ε επζεία έρεη έλα κόλν θνηλό ζεκείν κε 
ηνλ θύθιν. 

• Αλ δ < R, ε επζεία έρεη δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ 
θύθιν. 

Με ηελ κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε άηνπν απνδεηθλύνληαη 
θαη ηα αληίζηξνθα ησλ παξαπάλσ ζπκπεξαζκάησλ. Με 
ηελ ίδηα επίζεο κέζνδν απνδεηθλύεηαη θαη ην επόκελν 
ζεώξεκα. 

 
 
 
 
 

  Θεώξεκα Η .  
Κηα επζεία θαη έλαο θύθινο έρνπλ ην πνιύ δύν 
θνηλά ζεκεία. 
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Απόδεημε 
Αο ππνζέζνπκε όηη κηα επζεία ε θαη έλαο θύθινο (Ο,ξ) 
έρνπλ ηξία θνηλά ζεκεία, ηα Α, Β, Γ (ζρ. 59). Δπεηδή  
ΟΑ = ΟΒ (= ξ) θαη ΟΒ = ΟΓ (= ξ), νη κεζνθάζεηνη μ, δ ησλ 
ΑΒ, ΒΓ αληίζηνηρα, δηέξρνληαη από ην Ο. Έηζη από ην 
ζεκείν Ο έρνπκε δύν δηαθνξεηηθέο θάζεηεο ζηελ ε ηηο μ, 
δ, πνπ είλαη άηνπν. 
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ΥΟΙΗΟ  
Από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα πξνθύπηεη όηη ηξία 
νπνηαδήπνηε ζεκεία ελόο θύθινπ δελ είλαη 
ζπλεπζεηαθά. ηελ § 4.5 ζα δνύκε όηη από ηξία κε 
ζπλεπζεηαθά ζεκεία δηέξρεηαη έλαο θύθινο, πνπ 
είλαη θαη κνλαδηθόο. 
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3.15   Δθαπηόκελα ηκήκαηα 
 
Έζησ έλαο θύθινο (Ο, ξ) θαη έλα εμσηεξηθό ηνπ ζεκείν 
Ρ. ηελ § 6.7 ζα δνύκε όηη από ην Ρ θέξνληαη δύν 
εθαπηόκελεο ηνπ θύθινπ. Αλ Α, Β είλαη ηα ζεκεία 
επαθήο απηώλ κε ηνλ θύθιν (ζρ.60), ηόηε ηα ηκήκαηα 

ΡΑ θαη ΡΒ ιέγνληαη εθαπηόκελα ηκήκαηα ηνπ θύθινπ 

από ην ζεκείν Ρ θαη ε επζεία ΡΟ δηαθεληξηθή επζεία 
ηνπ ζεκείνπ Ρ. Ηζρύεη ην εμήο ζεώξεκα: 
 
 

 
 
 

Απόδεημε 

Σα ηξίγσλα ΑΟΡ θαη ΒΟΡ (ζρ.60) έρνπλ Α = Β = 90°, ΟΡ 

θνηλή θαη ΟΑ = ΟΒ (= ξ), άξα είλαη ίζα, νπόηε ΡΑ = ΡΒ. 
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  Θεώξεκα ΗΗ .  
Σα εθαπηόκελα ηκήκαηα θύθινπ, πνπ άγνληαη από 
ζεκείν εθηόο απηνύ είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο. 

 

˄ 
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Πόξηζκα 

Αλ Ρ είλαη έλα εμσηεξηθό ζεκείν ελόο θύθινπ, ηόηε ε 
δηαθεληξηθή επζεία ηνπ: 
(i) είλαη κεζνθάζεηνο ηεο ρνξδήο ηνπ θύθινπ κε άθξα 

ηα ζεκεία επαθήο, 
(ii) δηρνηνκεί ηε γσλία ησλ εθαπηόκελσλ ηκεκάησλ 

θαη ηε γσλία ησλ αθηίλσλ πνπ θαηαιήγνπλ ζηα 
ζεκεία επαθήο. 

 
ΑΚΖΔΗ ΓΗΑ ΛΤΖ 

Δξσηήζεηο Θαηαλόεζεο 
1. Πόηε κηα επζεία έρεη δύν, έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν 
κε έλαλ θύθιν; 
 

2. Δίλαη δπλαηόλ ζην παξαθάησ ζρήκα λα είλαη  
ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ; Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
 
 
 
 
 
 

3. ην δηπιαλό ζρήκα ηα ΡΑ,  
ΡΒ είλαη εθαπηόκελα ηκήκαηα, 
ε ΡΚ δηρνηόκνο ηεο ΑΡΒ,  
ηα Λ, Ν κέζα ησλ ηόμσλ  
ΑΛΒ, ΑΝΒ αληίζηνηρα 
 θαη ην Μ κέζν ηεο ρνξδήο 
ΑΒ. Υαξαθηεξίζηε σο ζσζηή  
() ή ιάζνο (Λ) θαζεκία από  
ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 
 
i) ΡΑ = ΡΒ.              Λ 
ii) Ζ ΡΚ δηέξρεηαη από ην Ο.          Λ 
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iii) Ζ ΟΜ δηέξρεηαη από ηα Ρ, Λ, Ν.        Λ 
 
iv) Ζ πξνέθηαζε ηνπ ΛΜ δηρνηνκεί ηηο  
 

γσλίεο ΑΡΒ, ΑΟΒ θαη ην ηόμν ΑΝΒ.        Λ 
 

Αζθήζεηο Δκπέδσζεο 
1. Αλ έρνπκε δύν νκόθεληξνπο θύθινπο, λα εμεγήζεηε 
γηαηί όιεο νη ρνξδέο ηνπ κεγάινπ θύθινπ πνπ εθάπην-
ληαη ζην κηθξό θύθιν είλαη ίζεο. 
 

2. Γίλεηαη θύθινο (Ο,ξ), κία δηάκεηξόο ηνπ ΑΒ θαη νη 

εθαπηόκελεο ε1, ε2 ηνπ θύθινπ ζηα Α,Β. Αλ κηα ηξίηε 

εθαπηνκέλε ε ηέκλεη ηηο ε1, ε2 ζηα Γ, Α, λα  
 

απνδείμεηε όηη ΓΟΑ = 90°. 
 

3. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ θύθινπ (Ο,R) θέξνπκε ηα 
εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Μία ηξίηε εθαπηνκέλε 
ζην ζεκείν Δ ηνπ θύθινπ ηέκλεη ηα ΡΑ θαη ΡΒ ζηα 
ζεκεία Γ,Γ αληίζηνηρα. Να βξεζεί ε πεξίκεηξνο ηνπ 
ηξηγώλνπ ΡΓΓ σο ζπλάξηεζε ησλ εθαπηόκελσλ 
ηκεκάησλ ΡΑ θαη ΓΓ. 
 

Απνδεηθηηθέο Αζθήζεηο 
1. Να απνδείμεηε όηη δύν ζεκεία κίαο εθαπηνκέλεο 
θύθινπ, ηα νπνία ηζαπέρνπλ από ην ζεκείν επαθήο, 
απέρνπλ ίζε απόζηαζε από ηνλ θύθιν. 
 

2. Από ζεκείν Μ εμσηεξηθό ηνπ θύθινπ (Ο,R) θέξνπκε 
ηηο εθαπηόκελεο ΜΑ,ΜΒ ηνπ θύθινπ. Πξνεθηείλνπκε ην  
 

ΟΒ θαηά ίζν ηκήκα ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη ε γσλία ΑΜΓ  
 

είλαη ηξηπιάζηα ηεο ΒΜΓ. 

3. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ ελόο θύθινπ θέληξνπ Ο, 
θέξνπκε ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Αλ Μ είλαη  
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έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ επζύγξακκνπ ηηκή, ΟΡ λα  
 

απνδείμεηε όηη ΜΑΡ= ΜΒΡ. 
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Με απόθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο ηα δηδαθηηθά 
βηβιία ηνπ Γεκνηηθνύ, ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ 
ηππώλνληαη από ηνλ Οξγαληζκό Δθδόζεσο Γηδαθηηθώλ 
Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα Γεκόζηα ρνιεία. 
Σα βηβιία κπνξεί λα δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ 
θέξνπλ βηβιηόζεκν πξνο απόδεημε ηεο γλεζηόηεηάο 
ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη πξνο πώιεζε θαη 
δε θέξεη βηβιηόζεκν, ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν 
παξαβάηεο δηώθεηαη ζύκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νόκνπ 1129 ηεο 15/21 Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 
1946, 108, A΄). 
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