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Μαζεκαηηθά  
 

Α΄ ΣΑΞΖ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 
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ΤΓΓΡΑΦΔΗ 
Αλδξεαδάθεο ηπιηαλφο 
Καηζαξγχξεο Βαζίιεηνο 
Παπαζηαπξίδεο ηαχξνο  
Πνιχδνο Γεψξγηνο  
βέξθνο Αλδξέαο 

 
ΟΜΑΓΑ ΑΝΑΜΟΡΦΩΖ 

Αλδξεαδάθεο ηπιηαλφο  
Ομόηιμος Καθηγηηής 

Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 
Καηζαξγχξεο Βαζίιεηνο  

Καθηγηηής Βαρβακείοσ 
Πειραμαηικού Λσκείοσ 

Παπαζηαπξίδεο ηαχξνο  
Καθηγηηής Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 

Πνιχδνο Γεψξγηνο  
Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 

βέξθνο Αλδξέαο  
Καθηγηηής 2οσ Πειραμαηικού 

Λσκείοσ Αθηνών 
 



ΔΠΟΠΣΔΗΑ ΣΖ ΑΝΑΜΟΡΦΩΖ 
ΣΟ ΠΛΑΗΗΟ ΣΟΤ Π.Η. 

θνχξαο Αζαλάζηνο  
Σύμβοσλος ηοσ Π.Ι. 

Πνιχδνο Γεψξγηνο  
Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 

 
ΔΠΗΜΔΛΔΗΑ ΣΖ 

ΑΝΑΜΟΡΦΩΜΔΝΖ ΔΚΓΟΖ 
Διεπζεξφπνπινο Ησάλλεο  

Καθηγηηής Μαθημαηικών, 
Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 

Εψηνο Ησάλλεο Καθηγηηής 
Μαθ/κών, Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 
Καιιηπνιίηνπ Δπξπδίθε Καθηγήηρια 
Μαθ/κών, Αποζπαζμένη ζηο Π.Ι.  
 

ΠΡΟΑΡΜΟΓΖ ΣΟΤ ΒΗΒΛΗΟΤ ΓΗΑ 
ΜΑΘΖΣΔ ΜΔ ΜΔΗΩΜΔΝΖ ΟΡΑΖ 

Ομάδα Δργαζίας Υποσργείοσ 
Παιδείας, Για Βίοσ Μάθηζης  

και Θρηζκεσμάηων 



ΤΠΟΤΡΓΔΗΟ ΠΑΗΓΔΗΑ ΓΗΑ ΒΗΟΤ 
ΜΑΘΖΖ ΚΑΗ ΘΡΖΚΔΤΜΑΣΩΝ 

ΠΑIΓΑΓΩΓΗΚΟ IΝΣΗΣΟΤΣΟ 
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Γ. ΠΟΛΤΕΟ 
Α. ΒΔΡΚΟ 

 

 

Μαζεκαηηθά  
 

Α΄ ΣΑΞΖ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 
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Α΄ ΔΚΓΟΖ: 1991 
ΔΠΑΝΔΚΓΟΔΗ ΜΔ ΒΔΛΣΗΩΔΗ: 
1992, 1993, 1994, 1995, 1996, 1997, 
1998  
Ζ πξνζαξκνγή ηνπ βηβιίνπ ζην λέν 
αλαιπηηθφ πξφγξακκα έγηλε απφ  
ην Παηδαγσγηθφ Ηλζηηηνχην. 
 
 



 

 

 

ΠΡΟΛΟΓΟ 
 

Σν βηβιίν πνπ θξαηάηε ζηα ρέξηα 
ζαο απεπζχλεηαη ζηνπο καζεηέο ηεο 
Β΄ Λπθείνπ θαη είλαη ε ζπλέρεηα ηεο 
λέαο ζπγγξαθηθήο πξνζπάζεηαο γηα 
ηα καζεκαηηθά ηνπ Λπθείνπ, πνπ 
άξρηζε ην Παηδαγσγηθφ Ηλζηηηνχην 
ην έηνο 1989-90. Ζ πξνζπάζεηα 
απηή έρεη σο ζθνπφ ηνλ εθζπγρξν-
ληζκφ ησλ καζεκαηηθψλ βηβιίσλ 
ησλ Λπθείσλ ηεο ρψξαο καο κε 
βάζε ηηο αληηιήςεηο πνπ αλαπηχ-
ρζεθαλ ζην δηεζλή επηζηεκνληθφ 
ρψξν γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζε-
καηηθψλ θαηά ηε δεθαεηία  
1980-1990. Σν πεξηερφκελν ηνπ 
παξφληνο ηεχρνπο έρεη ζε γεληθέο 
γξακκέο σο εμήο: 

Σν πξψην θεθάιαην αλαθέξεηαη 
ζηελ Σξηγσλνκεηξία θαη είλαη ε 
ζπλέρεηα ηεο αληίζηνηρεο ελφηεηαο 



ηνπ βηβιίνπ ηεο Α΄ Λπθείνπ. Δδψ 
γίλεηαη ζαθέζηεξε ε ζχλδεζε ησλ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ κεγεζψλ κε θαη-
λφκελα πνπ εκθαλίδνπλ πεξηνδηθφ-
ηεηα, θαζψο θαη ε δπλαηφηεηα 
ζπζηεκαηηθήο ρξεζηκνπνίεζεο 
γσληψλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ κεθψλ. 

ην δεχηεξν θεθάιαην ηίζεληαη  
νη βάζεηο γηα κηα πην ζπζηεκαηηθή 
κειέηε ησλ πνιπσλχκσλ θαη αλα-
πηχζζνληαη δηάθνξεο κέζνδνη 
επίιπζεο πνιπσλπκηθψλ 
εμηζψζεσλ. 

Σν ηξίην θεθάιαην απνηειεί ηελ 
εηζαγσγή ζε κηα θαηλνχξηα γηα ηνπο 
καζεηέο θαη πνιχ ζεκαληηθή καζε-
καηηθή έλλνηα, ηελ έλλνηα ηεο αθν-
ινπζίαο. Δμεηάδνληαη ε αξηζκεηηθή 
θαη ε γεσκεηξηθή πξφνδνο θαζψο 
θαη πξνβιήκαηα αλαηνθηζκνχ θαη 
εηζάγνληαη ηα πξψηα ςήγκαηα ηεο 
έλλνηαο ηνπ νξίνπ κε ην άζξνηζκα 



ησλ άπεηξσλ φξσλ κηαο 
γεσκεηξηθήο πξνφδνπ κε |ι| < 1. 

ην ηέηαξην θεθάιαην, εηζάγν-
ληαη δπν θαηλνχξηεο θαη πνιχ ζεκα-
ληηθέο ζπλαξηήζεηο, ε Δθζεηηθή θαη 
ε Λνγαξηζκηθή, θαη έηζη νινθιεξψ-
λεηαη ν θαηάινγνο ησλ βαζηθψλ 
ζπλαξηήζεσλ πνπ παξνπζηάδνληαη 
ζηα καζεκαηηθά ηνπ Λπθείνπ. 

ην πέκπην θαη ηειεπηαίν θεθά-
ιαην ηνπ βηβιίνπ, εηζάγεηαη κηα απφ 
ηηο ηξεηο ζεκαληηθφηεξεο ζπιιήςεηο 
ησλ καζεκαηηθψλ ηεο Αλαγέλλε-
ζεο, ε έλλνηα ηεο Παξαγψγνπ. (Οη 
άιιεο δχν είλαη ην Οινθιήξσκα θαη 
ε Αλαιπηηθή Γεσκεηξία, πνπ ζα κε-
ιεηεζνχλ εθηελψο ζηε Γ' Λπθείνπ). 
ην θεθάιαην απηφ ηνλίδεηαη ε 
ρξεζηκφηεηα ηεο παξαγψγνπ ζηε 
κειέηε κηαο ζπλάξηεζεο σο πξνο 
ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα, 
θαζψο θαη ζηελ εχξεζε ηεο 



εθαπηνκέλεο κηαο θακπχιεο ζε έλα 
ζεκείν ηεο. 
Οη ζπγγξαθείο αηζζάλνληαη ηελ 
ππνρξέσζε λα επραξηζηήζνπλ: 

α) Σελ νκάδα ησλ θξηηψλ, ε 
νπνία βνήζεζε κε ηηο παξαηεξή-
ζεηο ηεο ηελ παξνχζα ζπγγξαθηθή 
πξνζπάζεηα. Σελ νκάδα ησλ θξη-
ηψλ απνηεινχζαλ νη: 
Αλαγλσζηφπνπινο Παλαγηψηεο, 
θαζεγεηήο καζεκαηηθψλ Β/ζκηαο 
Δθπαίδεπζεο.  
Αρηζαισηίδεο Υξηζηφθνξνο, 
θαζεγεηήο καζεκαηηθψλ Β/ζκηαο 
Δθπαίδεπζεο.  
Γηθαηάθνπ–Μαπξνπδέα Καιιηφπε, 
ζρνιηθή ζχκβνπινο καζεκαηηθψλ. 
Καββαδίαο Κσλ/λνο, θαζεγεηήο 
καζεκαηηθψλ Β/ζκηαο Δθπαίδεπζεο. 
Κνπδέιεο Αλδξέαο, δηεπζπληήο 
Λπθείνπ.  



Σδηαθέηαο Γεψξγηνο, θαζεγεηήο 
Δ.Μ. Πνιπηερλείνπ. 

β) Σν ζχκβνπιν ηνπ Π.Η. θ. Β. 
Θενδσξαθφπνπιν γηα ηηο γισζζη-
θέο παξαηεξήζεηο ηνπ ζηα δνθίκηα. 

γ) Σνλ δηεπζχλνληα ζχκβνπιν 
ηνπ Ο.Δ.Γ.Β. θ. Κ. Σζακαδηά γηα ηε 
βνήζεηα πνπ πξνζέθεξε ζηελ 
εθηχπσζε-δηαθίλεζε ηνπ βηβιίνπ 
θαη ηελ ππάιιειν ηνπ Ο.Δ.Γ.Β. θ. 
Αηθ. Γξαγψλα πνπ είρε ηελ 
θαιιηηερληθή επηκέιεηα ηνπ βηβιίνπ. 

Όπνηνο καζεηήο, ζπλάδειθνο 
θαζεγεηήο ή νπνηνζδήπνηε ελδηα-
θέξεηαη γηα ηελ Παηδεία ζηνλ ηφπν 
καο, ζέιεη λα θάλεη ζρφιηα, παξαηε-
ξήζεηο ή θξίζεηο γηα ην βηβιίν απηφ, 
παξαθαιείηαη λα απεπζχλεηαη ζην 
Παηδαγσγηθφ Ηλζηηηνχην, Μεζνγεί-
σλ 396, 153 10 Αγ. Παξαζθεπή. 

 

Ηαλνπάξηνο 1992 
Οη πγγξαθείο 





 

 
 
ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1ν                                 
 

 
 

Σξηγσλνκεηξία 
 
 

1.1 Οη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηή-
ζεηο  
 

Πεξηνδηθέο ζπλαξηήζεηο 
 

– Έζησ φηη έλα θέξη-κπνη πε-
γαηλνέξρεηαη κεηαμχ δχν ιηκαληψλ Α 
θαη Β θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
απφζηαζήο ηνπ απφ ην ιηκάλη Α σο 
ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ θαίλεηαη 
ζην παξαθάησ ζρήκα. 
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Παξαηεξνχκε φηη θάζε 1    ψξα  
 

ην θέξη-κπφη επαλαιακβάλεη ηελ 
ίδηα αθξηβψο θίλεζε. Απηφ ζεκαίλεη 
φηη ζε φπνηα απφζηαζε βξίζθεηαη 
απφ ην ιηκάλη Α ζε θάπνηα ρξνληθή 
ζηηγκή t, ζηελ ίδηα απφζηαζε ζα 
βξίζθεηαη θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή  
 

t + 1     ψξεο θαη ζηελ ίδηα απφζηα- 
 

ζε βξηζθφηαλ θαη ηε ρξνληθή 
 

Α 

Β 

 2.00 2.30 3.00 3.30 4.00 4.30 5.00 

απφζηαζε 

ρξφλνο ζε ψξεο 
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 ζηηγκή t - 1    ψξεο. 
 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε πνπ 
εθθξάδεη ηελ απφζηαζε ηνπ θέξη-
κπφη απφ ην ιηκάλη Α, κε ηε βνήζεηα 
ηνπ ρξφλνπ t, έρεη ηηο ίδηεο ηηκέο ηηο  
 

ρξνληθέο ζηηγκέο t, t + 1     , t - 1     .  
 

Λέκε φηη ε ζπλάξηεζε απηή είλαη 
 

πεξηνδηθή κε πεξίνδν 1-     ψξεο. 
 

– ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ χςνπο 
κηαο θνχληαο σο ζπλάξηεζε ηνπ 
ρξφλνπ t.  
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Παξαηεξνχκε φηη, φπνην χςνο έρεη 
ε θνχληα ζε θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή 
t, ην ίδην χςνο ζα έρεη θαη ηε ρξνλη-
θή ζηηγκή t + 2 sec θαη ην ίδην χςνο 
είρε θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή t - 2 sec. 
Λέκε πάιη φηη ε ζπλάξηεζε (πνπ 
εθθξάδεη ην χςνο ηεο θνχληαο κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ρξφλνπ t) είλαη πεξην-
δηθή κε πεξίνδν 2 sec. 
Γεληθφηεξα: 
 

Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ 

ην Α ιέγεηαη πεξηνδηθή, φηαλ 
ππάξρεη πξαγκαηηθφο αξηζκφο Σ > 0 
ηέηνηνο, ψζηε γηα θάζε x     Α λα 
ηζρχεη: 
 

і) x + Σ     Α, x - Σ     Α 
θαη  
іі) f(x + Σ) = f(x - Σ) = f(x)  
 

Ο πξαγκαηηθφο αξηζκφο Σ ιέγεηαη 

πεξίνδνο ηεο ζπλάξηεζεο f. 
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Σξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 
 

Όπσο γλσξίδνπκε, γηα θάζε 
γσλία σ ππάξρεη κία κφλν ηηκή ηνπ 
εκσ, κε -1 < εκσ < 1. Έηζη νξίδεηαη 
κηα ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία θάζε 
γσλία σ αληηζηνηρίδεηαη ζην εκίην-
λφ ηεο. Οκνίσο νξίδνληαη θαη  
νη άιιεο ηξηγσλνκεηξηθέο 
ζπλαξηήζεηο γσληψλ. 

Πνιιέο εθαξκνγέο φκσο ησλ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ δελ 
πεξηέρνπλ γσλίεο, αιιά πξαγκαηη-
θνχο αξηζκνχο, φπσο, π.ρ, ν ηχπνο 
ηεο αξκνληθήο ηαιάλησζεο  
f(t) = α  εκσt, ζηνλ νπνίν ηα α θαη 
σ είλαη ζηαζεξέο θαη t είλαη έλαο 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο πνπ παξηζηά-
λεη ην ρξφλν. 
Γηα ην ιφγν απηφ νξίδνπκε ζηε 
ζπλέρεηα ηξηγσλνκεηξηθέο 
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ζπλαξηήζεηο πξαγκαηηθήο κεηαβιε-
ηήο.  
πγθεθξηκέλα: 
– Ζ ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία θάζε 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο x αληηζηνηρί-

δεηαη ζην εκ (x rad) ιέγεηαη ζπλάξ-
ηεζε εκίηνλν θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

εκ.  
Οξίδνπκε δειαδή φηη 

 

εκx = εκ (x rad). 
 

Δπεηδή εκ (σ + 360
o
) = εκ (σ - 360°) 

= εκσ, γηα θάζε x    R ζα ηζρχεη: 
 

εκ (x + 2π) = εκ (x - 2π) = εκx. 
 

Άξα ε ζπλάξηεζε εκίηνλν είλαη 

πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π. 
– Οκνίσο νξίδνπκε θαη ηε ζπλάξ-
ηεζε ζπλεκίηνλν πνπ ζπκβνιίδε-

ηαη κε ζπλ. Οξίδνπκε δειαδή φηη 
 

ζπλx = ζπλ (x rad). 
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Καη ε ζπλάξηεζε ζπλεκίηνλν 

είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π. 
– Η ζπλάξηεζε εθαπηνκέλε πνπ 

ζπκβνιίδεηαη κε εθ, νξίδεηαη σο 
εμήο: 

 

εθx =  
 
 

Δίλαη θαλεξφ φηη ην πεδίν νξηζκνχ 
ηεο ζπλάξηεζεο εθ είλαη ην 
ζχλνιν: 
  

R1 = {x| ζπλx ≠ 0} 
 

Δπεηδή γηα θάζε x     R1 ηζρχεη 
 

εθ (x + π) = εθ (x - π) = εθx, 
 

ε ζπλάξηεζε εθαπηνκέλε είλαη 
πεξηνδηθή κε πεξίνδν π. 
– Η ζπλάξηεζε ζπλεθαπηνκέλε, 

πνπ ζπκβνιίδεηαη κε ζθ, νξίδεηαη 
σο εμήο: 
 

ζθx = 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ημx

συνx

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

συνx

ημx

19 / 11 



Δίλαη θαλεξφ φηη ην πεδίν νξηζκνχ 
ηεο ζπλάξηεζεο ζθ είλαη ην 
ζχλνιν: 
 

R2 = {x| εκx ≠ 0}  
 

Καη ε ζπλάξηεζε ζπλεθαπηνκέλε 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν π. 
 

Μειέηε ηεο ζπλάξηεζεο  
f(x) = εκx 
 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π, 
αξθεί λα ηε κειεηήζνπκε ζε έλα 
δηάζηεκα πιάηνπο 2π, π.ρ. ην 
[0,2π]. Έρνπκε αλαθέξεη φκσο φηη 
ην εκx είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ 
ζεκείνπ Μ ζην νπνίν ε ηειηθή 
πιεπξά ηεο γσλίαο xrad ηέκλεη ηνλ 
ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν. Δπνκέλσο 
αξθεί λα εμεηάζνπκε πψο κεηαβάι-
ιεηαη ε ηεηαγκέλε ηνπ Μ, φηαλ απηφ 
πεξηθέξεηαη ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ 
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θχθιν θαηά ηε ζεηηθή θνξά, 
μεθηλψληαο απφ ην Α. Παξαηεξνχκε 
φηη: 
  Όηαλ ην x κεηαβάιιεηαη απφ ην 0  
 

κέρξη ην      , ην Μ θηλείηαη απφ ην Α  
 

κέρξη ην Β. Άξα ε ηεηαγκέλε ηνπ 
απμάλεη, πνπ ζεκαίλεη φηη ε ζπλάξ-
ηεζε f(x) = εκx είλαη γλεζίσο  
 

αχμνπζα ζην δηάζηεκα   
 

 
 
 
 
 
 
 

Οκνίσο βξίζθνπκε φηη ε ζπλάξηεζε 
f(x) = εκx είλαη: 
– γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  
 
            , 
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Μ΄ 

x 

y B 
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– γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  
 
                  , 
 
– γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα  
 
 
 
 Ζ ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη 
 

– κέγηζην γηα x =    , ην εκ    = 1 θαη 

 
– ειάρηζην γηα x =      , ην εκ      = -1. 
 
Σα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλνςίδν-
ληαη σο εμήο: 
 

x 0  π  2π 

εκx 
0 1 

κεγ. 
0 -1 

ειαρ. 
0 
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Γηα λα θάλνπκε ηε γξαθηθή παξά-
ζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ρξεηαδφκα-
ζηε έλαλ πίλαθα ηηκψλ ηεο. Καηά ηα 
γλσζηά έρνπκε: 
 

x 0 
 
 

  
π 

   
2π 

εκx 0 
 
   0,71 

1 
0,
71 

0 -0,71 -1 -0,71 0 
 

Παξηζηάλνπκε κε ζεκεία ηνπ επηπέ-
δνπ ηα δεχγε απηά ησλ αληίζηνηρσλ 
ηηκψλ θαη ηα ελψλνπκε κε κηα 
ζπλερή γξακκή. 
Έηζη πξνθχπηεη ε παξαθάησ γξα-
θηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 
εκίηνλν ζην δηάζηεκα [0, 2π]: 
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y = εκx 0 ≤ x ≤ 2π y 

1 
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Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx είλαη 
πεξηνδηθή, κε πεξίνδν 2π, ε γξαθη-
θή ηεο παξάζηαζε έρεη ηελ ίδηα 
κνξθή ζηα δηαζηήκαηα [2π, 4π], 
[4π, 6π] θηι. θαζψο θαη ζηα δηαζηή-
καηα [-2π, 0], [-4π, -2π] θηι. 
Έηζη έρνπκε ηελ αθφινπζε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο εκί-

ηνλν, ε νπνία ιέγεηαη εκηηνλνεηδήο 

θακπύιε. 
 

 
 
 
 
 
 

Σέινο γλσξίδνπκε φηη νη αληίζεηεο 
γσλίεο έρνπλ αληίζεηα εκίηνλα. Άξα 
γηα θάζε x Δ R ηζρχεη εκ(-x) = -εκx. 
Απηφ ζεκαίλεη φηη ε ζπλάξηεζε  
f(x) = εκx είλαη πεξηηηή θαη επνκέ-
λσο ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη 
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θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή O(0,0) 
ησλ αμφλσλ. 
 
Μειέηε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = ζπλx 
 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f(x) = ζπλx 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π, 
αξθεί λα ηε κειεηήζνπκε ζε έλα δηά-
ζηεκα πιάηνπο 2π, π.ρ. ην [0, 2π]. 
Απφ ηε κειέηε απηή πξνθχπηνπλ ηα 
ζπκπεξάζκαηα ηνπ επφκελνπ 
πίλαθα: 
 

x 0  π  2π 

ζπλx 
1 

κεγ.  
0 
 

-1 
ειαρ. 

0 
 

1 
κεγ. 

 

πληάζζνπκε ηψξα θαηά ηα γλσζηά 
θαη ηνλ αθφινπζν πίλαθα ηηκψλ  
ηεο ζπλάξηεζεο ζπλεκίηνλν: 
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x 0 
 
 

   
π 

   
2π 

ζπλx 0 
 
 

0,71 0 -0,71 -1 -0,71 0 0,71 1 
 

Έηζη κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο y = ζπλx 
γηα 0 ≤ x ≤ 2π. 
 
 
 

 
 
 
 
 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f(x) = ζπλx 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π,  
ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην R 
είλαη ε αθφινπζε: 
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y = ζπλx 
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Σέινο γλσξίδνπκε φηη νη αληίζεηεο 
γσλίεο έρνπλ ίδην ζπλεκίηνλν. Άξα 
γηα θάζε x    R ηζρχεη  
ζπλ (-x) = ζπλx. Απηφ ζεκαίλεη φηη  
ε ζπλάξηεζε f(x) = ζπλx είλαη άξηηα 
θαη επνκέλσο ε γξαθηθή ηεο παξά-
ζηαζε έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο  
ηνλ άμνλα y΄y. 
 

Μειέηε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = εθx 
 

Δπεηδή ε ζπλάξηεζε f(x) = εθx 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν π, αξθεί 
λα ηε κειεηήζνπκε ζε έλα δηάζηεκα 
 

πιάηνπο π, π.ρ. ην               , 
 

(Σν δηάζηεκα είλαη αλνηθηφ, αθνχ  
ε ζπλάξηεζε εθ δελ νξίδεηαη  
 

ζηα        ,    ). 
 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε ηειηθή 
πιεπξά ηεο γσλίαο x rad ηέκλεη  
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ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν ζην Μ 
θαη ηελ επζεία ησλ εθαπηφκελσλ 
ζην ζεκείν Δ. 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη ε εθx 
ηζνχηαη κε ηελ ηεηαγκέλε ηνπ ζε-
κείνπ Δ. Δπνκέλσο: 
 Όηαλ ν x παίξλεη ηηκέο απφ       
 

πξνο ην       ην Μ θηλείηαη ζηνλ  
 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαηά ηε 
ζεηηθή θνξά απφ ην Β΄ πξνο ην Β, 
νπφηε ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Δ 
απμάλεη. Απηφ ζεκαίλεη φηη  
ε f(x) = εθx είλαη γλεζίσο αχμνπζα  
 

ζην δηάζηεκα  
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 Όηαλ ν x «ηείλεη» ζην        απφ  
 

κεγαιχηεξεο ηηκέο ε εθx «ηείλεη» 

ζην -∞. Γη’ απηφ ιέκε φηη ε επζεία 
 

 ρ =       είλαη θαηαθόξπθε  
 

αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξά-
ζηαζεο ηεο Γ. Δπίζεο φηαλ ν x  
 

«ηείλεη» ζην       απφ κηθξφηεξεο  
 

ηηκέο ε εθx ηείλεη ζην +∞. Γη’ απηφ 
 

 ιέκε φηη θαη ε επζεία x =      είλαη  
 

ε 

x 

E 

E΄ 
Μ΄ 

Μ 
Β΄ 

Β 

Α΄ 

y 
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θαηαθφξπθε αζχκπησηε ηεο γξαθη-
θήο παξάζηαζεο ηεο f. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γηα λα θάλνπκε ηε γξαθηθή πα-
ξάζηαζε ηεο f(x) = εθx ζπληάζ-
ζνπκε, κε ηε βνήζεηα ησλ ηξηγσλν-
κεηξηθψλ πηλάθσλ ή κε επηζηεκν-
ληθφ θνκπηνπηεξάθη, έλαλ πίλαθα 
ηηκψλ ηεο: 

Μ 

Α x 

E 
Β΄ 

΄ 

Β 

Α΄ 

΄ 

y 

Β΄ 

΄ 

Α 
x 

Β 

Α΄ 

΄ 

y 

Μ 
E 

Ο 

30 / 15 



 

x 
 

 
 

 
 

 
 

 0 
 
 

 
 

 
 

 
 

εθx 
Γελ  

νξίδεηαη 

 
 

  -1,7 

-1 
 

 
 

  -0,6 

0 
 

 
 
   -0,6 

1 
 

 
 

  1,7 

Γελ  
νξίδεηαη 

 
ηε ζπλέρεηα παξηζηάλνπκε κε ζεκεία ηνπ επηπέδνπ 
ηα δεχγε απηά ησλ αληίζηνηρσλ ηηκψλ θαη ηα ελψλνπκε 
κε κηα ζπλερή γξακκή. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε  
ηεο f(x) = εθx θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
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[ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δίλαη θαλεξφ φηη ε γξαθηθή παξά-
ζηαζε ηεο f(x) = εθx έρεη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ην Ο, αθνχ  
(§ 5  3 : εθ(- x) = - εθx) είλαη 
πεξηηηή ζπλάξηεζε. 

y = εθρ 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 
 

1. Να παξαζηαζεί γξαθηθά ε ζπ-
λάξηεζε   f(x) = 3εκx  
 
ΛΤΖ 
 

Οη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 3εκx 
είλαη πξνθαλψο ηξηπιάζηεο απφ ηηο 
αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 
θ(x) = εκx. Δμάιινπ θαη ε ζπλάξηε-
ζε απηή είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 
2π, αθνχ ηζρχεη: 
 

f(x+2π) = 3  εκ(x+2π) =  
= 3  εκx = f(x), γηα θάζε x    R.  
θαη f(x-2π) = 3  εκ(x-2π)=  
= 3  εκx = f(x), γηα θάζε x    R 
 

Έρνληαο ππφςηλ ηα ζηνηρεία απηά 
θαη κε ηε βνήζεηα ελφο πίλαθα 
ηηκψλ ζρεδηάδνπκε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο f(x) = 3εκx. 
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x 0 
 
 π 

 
2π 

εκx 0 1 0 -1 0 

3εκx 0 3 0 -3 0 
 

 
 
 
 
 
 
 

2. Να παξαζηαζεί γξαθηθά ε ζπ-
λάξηεζε   f(x) = εκ2x  
 

ΛΤΖ 
 

Κάζε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  
f(x) = εκ2x επαλαιακβάλεηαη, φηαλ 
ην 2x απμεζεί θαηά 2π, πνπ ζεκαί-
λεη φηη ε ηηκή απηή επαλαιακβάλε-
ηαη, φηαλ ην x απμεζεί θαηά π. 
Δπνκέλσο,  
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y = εκx 
y = 3εκx 

-2π 

2 
1 
0 

-1 
-2 

π 2π 3π 

y 

x 
4π 



ε ζπλάξηεζε f(x) = εκ2x είλαη 
πεξηνδηθή κε πεξίνδν π. Πξάγκαηη: 
 

f(x + π) = εκ2(x + π) = εκ(2x + 2π)=  
= εκ2x = f(x), γηα θάζε x    R 
 

θαη f(x - π) = εκ2(x - π) =  
=εκ(2x - 2π) = εκ2x = f(x) γηα θάζε  
x    R  
 

Έρνληαο ππφςε ην ζηνηρείν απηφ 
θαη κε ηε βνήζεηα ελφο πίλαθα 
ηηκψλ, ζρεδηάδνπκε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο f(x) = εκ2x. 
 

      
x 0    π 

      

εκ2x 0 1 0 -1 0 
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y = 2εκx 

y = εκx 
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3. Να παξαζηαζεί γξαθηθά ε 
ζπλάξηεζε   f(x) = 3εκ2x 
 
ΛΤΖ 
 

χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα 
παξαδείγκαηα ε ζπλάξηεζε απηή 
έρεη κέγηζην 3, ειάρηζην -3 θαη είλαη 
πεξηνδηθή κε πεξίνδν π. 

Έλαο πίλαθαο ηηκψλ ηεο ζπλάξ-
ηεζεο f(x) = 3εκ2x είλαη ν εμήο: 
 

  
0 

    
x    π 
      

3εκ2x 0 3 0 -3 0 
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα απηνχ 
ζρεδηάδνπκε ηε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

ρόιην     Απφ ηα πξνεγνχκελα 
παξαδείγκαηα γίλεηαη θαλεξφ φηη, 
ζε κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο  
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 f(x) = ξ εκσx, φπνπ ξ, σ > 0: 
(і) Σν ξ θαζνξίδεη ηε κέγηζηε ηηκή 
ηεο, πνπ είλαη ίζε κε ξ θαη ηελ ειά-
ρηζηε ηηκή ηεο πνπ είλαη ίζε κε - ξ. 
 

(іі) Σν σ θαζνξίδεη ηελ πεξίνδν  
ηεο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη ίζε  
 

κε 
 
Σα ίδηα ζπκπεξάζκαηα ηζρχνπλ θαη 
γηα κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 

f(x) = ξ ζπλσx, φπνπ ξ, σ > 0 
[ 
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ΑΚΖΔΗ  
 

Α’  ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να ζρεδηάζεηε ηηο γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ, 
θάζε θνξά ζην ίδην ζχζηεκα 
αμφλσλ 
 

і) f(x) = 2εκx ,       g(x) = 0,5εκx ,  
   h(x) = -2εκx,      0 ≤ x ≤ 2π. 
іі) f(x) = 2ζπλx,     g(x) = 0,5ζπλx ,  
    h(x) = -2ζπλx,   0 ≤ x ≤ 2π. 
 

2. ε έλα ζχζηεκα αμφλσλ λα 
ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = εκx θαη ζηε 
ζπλέρεηα ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 
ησλ ζπλαξηήζεσλ 
g(x)=1+εκx       θαη       h(x) = -1+εκx 
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[ 

3. Να ζρεδηάζεηε ζην ίδην ζχζηεκα 
αμφλσλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 
ησλ ζπλαξηήζεσλ 
f(x) = εκx       θαη      g(x) = εκ3x,  
0 ≤ x ≤ 2π. 

 
4. Οκνίσο ησλ ζπλαξηήζεσλ 
f(x) = ζπλx      θαη      g(x) = ζπλ3x, 
0 ≤ x ≤ 2π. 

 
5. Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = 2εκ     . 
Πνηα είλαη ε κέγηζηε θαη πνηα  
ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 
απηήο; Πνηα είλαη ε πεξίνδνο ηεο ελ 
ιφγσ ζπλάξηεζεο; Να ζρεδηάζεηε 
ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ζε 
δηάζηεκα πιάηνπο κηαο πεξηφδνπ. 
 

6. Οκνίσο γηα ηε ζπλάξηεζε 
  

f(x) = 2 ζπλ      
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[ 

7. Να ζρεδηάζεηε ηηο γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 
і) f(x) = εθx , іі) g(x) = 1+εθx θαη  
ііі) h(x) = -1+εθx ζην ίδην ζχζηεκα 
αμφλσλ 

 
8. Να κειεηήζεηε θαη λα παξαζηή-
ζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε    
f(x) = εθ2x. 

 
9. Να κειεηήζεηε θαη λα παξαζηή-
ζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε  
f(x) = ζθx. 
 

Β' ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να βξείηε ηηο εμηζψζεηο ησλ εκη-
ηνλνεηδψλ θακπχισλ: 
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і) 
 
 
 
 
 
іі) 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. Ζ παιίξξνηα ζε κηα ζαιάζζηα 
πεξηνρή πεξηγξάθεηαη θαηά 
πξνζέγγηζε κε ηε ζπλάξηεζε 
  

y = 3εκ           , φπνπ y ην χςνο  
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ηεο ζηάζκεο ησλ πδάησλ ζε κέηξα 
θαη t ν ρξφλνο ζε ψξεο. 
і) Να βξείηε ηελ πςνκεηξηθή δηαθν-
ξά αλάκεζα ζηελ ςειφηεξε πιεκ-
κπξίδα θαη ηε ρακειφηεξε άκπσηε. 
іі) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ζπλάξηεζεο γηα 0 ≤ t ≤ 12. 
 

3. Έλα παηγλίδη θξέκεηαη κε έλα 
ειαηήξην απφ ην ηαβάλη θαη απέρεη 
απφ ην πάησκα 1m. Όηαλ ην 
παηγλίδη αλεβνθαηεβαίλεη, ην χςνο 
ηνπ απφ ην πάησκα ζε κέηξα είλαη  
 

h = 1 +    ζπλ3t, φπνπ t ν ρξφλνο ζε  
 
δεπηεξφιεπηα. 
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і) Να ππνινγίζεηε ηε δηαθνξά αλά-
κεζα ζην κέγηζην θαη ζην ειάρηζην 
χςνο. 
іі) Να βξείηε ηελ πεξίνδν  
ηεο ηαιάλησζεο 
ііі) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ζπλάξηεζεο γηα 0 ≤ t ≤ 2π. 
 

4. H απφζηαζε x ηνπ πηζηνληνχ ζε 
κέηξα απφ ην έλα άθξν ηνπ θπιίλ-
δξνπ πεξηγξάθεηαη κε ηε ζπλάξηε-
ζε x(t) = 0,1 + 0,1  εκ3t, φπνπ t ν 
ρξφλνο ζε δεπηεξφιεπηα,  
 
 
і) Να ππνινγίζεηε ην πιάηνο  
ηεο θίλεζεο ηνπ πηζηνληνχ,  
іі) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ζπλάξηεζεο γηα 0 ≤ t ≤ 2π . 
Πνηεο ζηηγκέο ηνπ ρξνληθνχ απηνχ 
δηαζηήκαηνο ε απφζηαζε είλαη  
0,15m; 
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1.2 Βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο 
εμηζψζεηο 
 

Ζ εμίζσζε εκx = α 
 

Έζησ φηη ζέινπκε λα ιχζνπκε   
 

ηελ εμίζσζε εκx =    . Δίλαη θαλεξφ  
 

φηη δεηάκε λα βξνχκε ηηο ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο θακπχιεο  
 

y = εκx θαη ηεο επζείαο y =     . 
 

 
 
 
 
 
 
 
Εεηάκε δειαδή εθείλα ηα x    R, γηα 
ηα νπνία ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx 
παίξλεη  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

0 

y 

-π 2π 
π M at h Com poser  1. 1. 5

ht t p: / / www. m at hcom poser . com

π

6

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

5π

6

x 

y = εκx 

y = 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

44 / 19 



ηελ ηηκή     . Δπεηδή ε ζπλάξηεζε  
 

απηή είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 
2π, γηα λα βξνχκε ηα δεηνχκελα x, 
πνπ είλαη άπεηξα ζε πιήζνο (βι. 
ζρήκα), αξθεί λα βξνχκε φζα απφ 
απηά ππάξρνπλ ζε έλα δηάζηεκα 
πιάηνπο 2π θαη ζε θάζε έλα λα 
πξνζζέζνπκε ην θ  2π, φπνπ θ 
αθέξαηνο. 
Με ηε βνήζεηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ 
θχθινπ βξίζθνπκε φηη νη ιχζεηο   
 

ηεο εμίζσζεο εκx =     ζην δηάζηεκα 
 

 [0, 2π], είλαη νη       θαη π -     =        ,   
 
γηαηί εκ     = εκ       =  
 
Δπνκέλσο ην ζχλνιν ησλ ιχζεσλ 
 
ηεο εμίζσζεο εκx =      δίλεηαη απφ 
ηνπο ηχπνπο 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

π

6

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

π

6

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

5π

6
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

π

6

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

5π

6

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

1

2

45 / 19-20 



 

 
 
                                                                                         , θ    Ε 

                                 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Γεληθφηεξα, αλ ζ είλαη κία ιχζε  
ηεο εμίζσζεο εκx = α, αλ δειαδή 
ηζρχεη εκζ = α, ηφηε νη ιχζεηο ηεο 
εμίζσζεο δίλνληαη απφ ηνπο 
ηχπνπο: 
 
 
 

x = 2θπ + ζ 
 

         ή                ,       θ     Ε 
 

x = 2θπ + (π - ζ) 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 
 

1. Να ιπζεί ε εμίζωζε  εκx =   
 
ΛΤΖ 
 
Δπεηδή εκ      =       , ηζρχεη  
 
 

εκ         =         .  
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε γξάθεηαη  
 

εκx = εκ        ,  
 

νπφηε νη ιχζεηο ηεο δίλνληαη απφ 
ηνπο ηχπνπο: 
 
 
                                     , θ    Ε 
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2. Να ιπζεί ε εμίζωζε   
 

εκ               =     
 
 

ΛΤΖ 
      

Δπεηδή εκ     =     , έρνπκε  
 

   

                   = εκx     , νπφηε 
 
 
 
                                             θ    Ε 
 
 
 
 
Ηζρχεη φκσο 
 

2x +      = 2θπ +            
 
     2x = 2θπ +     -           x = θπ -     
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θαη 
 

2x +      = 2θπ +                   
 
     2x = 2θπ + π -     -          x = θπ+          
 
Άξα νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο δίλν-
ληαη απφ ηνπο ηχπνπο 
 
 
                                             , θ   Z 
 
 
 

Ζ εμίζσζε ζπλx = α 
 

Με αλάινγεο ζθέςεηο φπσο 
πξνεγνπκέλσο, εξγαδφκαζηε γηα 
λα ιχζνπκε π.ρ. ηελ εμίζσζε  
 

ζπλx =   . 
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ 
θχθινπ βξίζθνπκε φηη νη ιχζεηο  
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ηεο εμίζσζεο ζπλx =     ζην δηάζηε- 
 

κα [-π, π] είλαη νη      θαη        γηαηί  
 

ζπλ     = ζπλ          =      
 
Δπνκέλσο ην ζχλνιν ησλ ιχζεσλ  
 

ηεο εμίζσζεο ζπλx =      δίλεηαη απφ  
 

ηνπο ηχπνπο  
 
 
 
                                        , θ    Ε 
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Γεληθφηεξα, αλ ζ είλαη κία ιχζε  
ηεο εμίζσζε ζπλx = α, αλ δειαδή 
ηζρχεη ζπλζ = α, ηφηε νη ιχζεηο  
ηεο εμίζσζεο απηήο δίλνληαη απφ 
ηνπο ηχπνπο 

 

x = 2θπ + ζ 
 

         ή                ,  θ     Ε 
 

x = 2θπ - ζ 
 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 
 

1. Να ιπζεί ε εμίζωζε ζπλx =  
 
ΛΤΖ 
Δπεηδή ζπλ     =       , έρνπκε  
 
ζπλx = ζπλ     , νπφηε νη ιχζεηο  
 

ηεο εμίζσζεο απηήο δίλνληαη απφ 
ηνπο ηχπνπο: 
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                                    ,        θ    Ε 
 
 
 

2. Να ιπζεί ε εμίζωζε  
 

ζπλ2x =          
 

 
ΛΤΖ 
Δπεηδή ζπλ      =       , ηζρχεη  

 
ζπλ             =         δειαδή  

 
ζπλ       =         . Έρνπκε επνκέλσο  
 
ζπλ2x = ζπλ       , νπφηε 
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              , θ    Ε 

 
 
 
                 ή ηζνδχλακα 
 
 
 
                               , θ    Ε 
 
 
 
 

Ζ εμίζσζε εθx = α 
 

Έζησ ε εμίζσζε εθx =     . Όπσο 
γλσξίδνπκε ε ζπλάξηεζε εθ είλαη 
πεξηνδηθή κε πεξίνδν π. Δπνκέ-
λσο, γηα λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε, 
αξθεί λα βξνχκε  
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ηηο ιχζεηο ηεο ζε έλα δηάζηεκα  
 

πιάηνπο π, π.ρ. ην                  
 

θαη λα πξνζζέζνπκε ζε απηέο ην 
θπ, θ    Ε. Όπσο θαίλεηαη φκσο θαη 
ζην ζρήκα, κηα κφλν ιχζε ηεο 
εμίζσζεο εθx =       ππάξρεη 
ζην δηάζηεκα απηφ. Ζ ιχζε απηή  
 

είλαη ε      , γηαηί εθ      =      . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δπνκέλσο νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο  
 

εθx =      είλαη: x = θπ +      , θ    Ε. 
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Γεληθφηεξα, αλ ζ είλαη κηα ιχζε  
ηεο εμίζσζεο εθx = α, αλ δειαδή 
ηζρχεη εθx = εθζ, ηφηε νη ιχζεηο  
ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη: 
 

x = θπ + ζ, θ    Ε 
 

Ο ίδηνο ηχπνο ιχζεσλ ηζρχεη θαη γηα 
ηελ εμίζσζε ζθx = α 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 
 

1. Να ιπζεί ε εμίζωζε εθx = -1      
 

ΛΤΖ 
Δπεηδή εθ      = 1, ηζρχεη εθ        = -1.  

 
Έρνπκε επνκέλσο εθx = εθ         ,  
 

νπφηε  
x = θπ -       ,   θ    Ε 
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[ 

2. Να ιπζεί ε εμίζωζε ζθx =        
 
ΛΤΖ 
Δπεηδή ζθ      =      , έρνπκε  
 

ζθx = ζθ     , νπφηε νη ιχζεηο  
 

ηεο εμίζσζεο είλαη  
 

x = θπ +     ,   θ     Ε 
 
 

ΑΚΖΔΗ 
 

Α’ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εκx = 0       іі) εκx =         
 
ііі) ζπλx = 0   іλ) ζπλx =        
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2. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εκx =                     іі) εκx = -1 
 
ііі) ζπλx =                іλ) ζπλx = -1 
 

3. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εθx = 0                  іі) εθx =             
 
ііі) ζθx = 1              іλ) ζθx =          
 

4. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εθx =                     іі) ζθx =         
  

5. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) (1-εκx)(2εκx -     ) = 0  
 

іі) (2εκx +     )(1 - ζπλx) = 0 
 

6. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) (     + εθx) (1 - εθx) = 0  
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іі) (2ζπλx + 1)(εθ
2
x - 3)ζθx = 0 

 

7. Υξεζηκνπνηψληαο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο πίλαθεο ή επηζηεκνληθφ 
θνκπηνπηεξάθη λα ιχζεηε  
ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εκx = 0,951          іі) ζπλx = -0,809  
ііі) εθx = 28,636 
 

8. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

ί) 2εκ3x =                іі) ζπλ     + 1 = 0  
 

ііі) 3εθ        -       = 0 
 

9. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εκ               = -1  

 
іі) 2ζπλ                = 1 
 
ііі) εθ                =          
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10. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

ί) 2εκ
2
σ + εκσ -1 = 0         

іі) 2ζπλ
2
x + 3ζπλx - 2 = 0  

ііі) 3εθ
2
t = 3 + 2      εθt 

 
11. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 

і) εκ
2
x + 5 ζπλ

2
x = 4  

іі) εθx  ζθ2x = 1 
 
12. Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x, 
θαζεκηά απφ ηηο επφκελεο ζπλαξηή-
ζεηο έρεη ηε κέγηζηε θαη γηα πνηεο 
ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο: 
 

і) f(x) = 3 εκ             , 0 ≤ x ≤ 2π,  

 
іі) g(x) = 7 ζπλ              , 0 ≤ x ≤ 2π, 
 
13. Οη κεληαίεο πσιήζεηο ελφο 
επνρηαθνχ πξντφληνο (ζε ρηιηάδεο  
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θνκκάηηα) δίλνληαη θαηά πξνζέγγη-
ζε απφ ηνλ ηχπν  
 

S = 75 + 50·εκ        φπνπ t ν ρξφλνο  
 
ζε κήλεο θαη κε t = 1 λα αληηζηνηρεί 
ζηνλ Ηαλνπάξην. 
і) Να βξείηε πνηνπο κήλεο νη 
πσιήζεηο θηάλνπλ ηηο 100000 
θνκκάηηα,  
іі) Να βξείηε πνην κήλα έρνπκε ην 
κεγαιχηεξν αξηζκφ πσιήζεσλ θαη 
πφζεο είλαη απηέο. 
 

Β’ ΟΜΑΓΑ 
 
1. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 
і) εκx + ζπλ             = 0  
 
ίί) εθ2x - ζθ                 = 0 
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2. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο 
 

і) εθx  εκx + 1 = εκx + εθx 
 
іі)             - 2εθx = 4 
 
 

3. Να βξείηε ηηο ιχζεηο ηεο 
εμίζσζεο εθx = 1 ζην δηάζηεκα 
(3π, 4π). 

 
* 4. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε    
1+ζπλx = εκx ζην δηάζηεκα [0,2π). 
 

5. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε:  
 

εθx = ζθ               ζην δηάζηεκα  
 
[0, 2π). 
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1.3 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί 
αζξνίζκαηνο γσληψλ  
πλεκίηνλν αζξνίζκαηνο  
θαη δηαθνξάο γσληψλ 
 

Αο ζεσξήζνπκε δπν γσλίεο α, β 
πνπ νη ηειηθέο ηνπο πιεπξέο 
ηέκλνπλ ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν 

ζηα ζεκεία Μ1, Μ2 αληηζηνίρσο  

(ρ. 1). 
Έζησ επηπιένλ θαη ε γσλία α-β, 

πνπ ε ηειηθή ηεο πιεπξά ηέκλεη  
ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν  
ζην ζεκείν Μ. (ρ. 2). 
 
 
 
 
 
 
 

 

ρ.(1) 

Μ1(ζπλα, εκα) Μ2(ζπλβ, εκβ) 

Α(1,0) 

α - β 
α  β  

y  
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Όπσο είλαη γλσζηφ, ηα ζεκεία Μ1, 

Μ2, Α θαη Μ έρνπλ ζπληεηαγκέλεο: 
 

ην Μ1 : ηεηκεκέλε     ζπλα           θαη  

            ηεηαγκέλε      εκα  
 

ην Μ2 : ηεηκεκέλε     ζπλβ           θαη     

             ηεηαγκέλε     εκβ 
 

ην Α   : ηεηκεκέλε        1              θαη     
            ηεηαγκέλε         0 
 

ην Μ  : ηεηκεκέλε   ζπλ(α - β)    θαη     
            ηεηαγκέλε    εκ(α - β) 

Μ(ζπλ(α-β), 
εκ(α-β) 

Α(1,0) 

α - β 

y  

ρ.2 
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Δπεηδή Μ2ΟΜ1 = ΑΟΜ = α - β, ζα 

είλαη θαη (Μ2Μ1) = (ΑΜ).  

Άξα: 

(Μ2Μ1)
2
 = (ΑΜ)

2
 

 

Αλ ηψξα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 
γλσζηφ καο ηχπν: 

 
              

 
πνπ δίλεη ηελ απφζηαζε δπν 

ζεκείσλ Ρ1(x1,y1) θαη Ρ2(x2,y2), 

έρνπκε: 

 (Μ2Μ1)
2
 = (ζπλα - ζπλβ)

2
 + 

+(εκα - εκβ)
2
  

= ζπλ
2
α + ζπλ

2
β - 2ζπλαζπλβ + 

+εκ
2
α + εκ

2
β - 2εκαεκβ  

= 2 - 2(ζπλαζπλβ + εκαεκβ)     θαη 
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 (ΑΜ)
2
 = [ζπλ(α - β) -1]

2
 + 

+ [εκ(α-β)-0]
2
 

= ζπλ
2
(α - β) + 1 - 2ζπλ(α - β) + 

+εκ
2
(α - β)  

= 2 - 2ζπλ(α - β).  

Έηζη ε ζρέζε   (Μ2Μ1)
2
   = (ΑΜ)

2
   

γξάθεηαη 
2 - 2(ζπλαζπλβ + εκαεκβ) =  
= 2 -2ζπλ(α - β) 
ή ζπλαζπλβ + εκαεκβ = ζπλ (α - β) 
Δπνκέλσο: 
 
 

ζπλ(α - β) = ζπλαζπλβ + εκα εκβ 
(1) 

 

Ζ ηζφηεηα απηή, πνπ απνδείμακε 

γηα γσλίεο α, β κε 0 ≤ β < α < 360
o
, 

ηζρχεη θαη γηα νπνηεζδήπνηε γσλίεο 
α, β. 

Αλ ζηελ παξαπάλσ ηζφηεηα 
αληηθαηαζηήζνπκε ην β κε ην -β, 
έρνπκε: 
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ζπλ (α -(-β)) =  
= ζπλαζπλ(-β) + εκαεκ(-β) =  
= ζπλαζπλβ - εκαεκβ 
Δπνκέλσο: 
 

ζπλ(α + β) = ζπλαζπλβ - εκαεκβ 
(2) 

 

Με ηε βνήζεηα ησλ ηχπσλ (1) θαη (2) 
κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην 
ζπλεκίηνλν νξηζκέλσλ γσληψλ, 
ρσξίο λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηξηγσ-
λνκεηξηθνχο πίλαθεο ή ππνινγη-
ζηηθέο κεραλέο. Γηα παξάδεηγκα, 
έρνπκε: 
 

 ζπλ 15
o
  = ζπλ (45

o
 - 30

o
)  

= ζπλ 45
o
 ζπλ30

o
 + εκ45

o
εκ30

o
 

 
=         +       =  
 
 

 ζπλ75
o
  = ζπλ (45

o 
+ 30

o
) = 

= ζπλ 45
o
 ζπλ30

o
 - εκ45

o
εκ30

o 
= 
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=                                                    
   
 

Ζκίηνλν αζξνίζκαηνο θαη 
δηαθνξάο γσληψλ 
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ (1), πνπ 
βξήθακε πξνεγνπκέλσο, ζα ππνιν-
γίζνπκε ηψξα ην εκίηνλν ηνπ αζξνί-
ζκαηνο δπν γσληψλ. 
 
Δπεηδή ζπλ            = εκx  
 
θαη εκ            = ζπλx, έρνπκε: 
 
εκ(α+β) = ζπλ                     = 
 
= ζπλ                      =        
 
= ζπλ            ζπλβ + εκ            εκβ =  
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= εκαζπλβ + ζπλα εκβ 
 
Δπνκέλσο: 
 

εκ(α+β) = εκαζπλβ + ζπλαεκβ     (3) 
 

Αλ ζηελ παξαπάλσ ηζφηεηα αληηθα-
ηαζηήζνπκε ην β κε -β βξίζθνπκε 
φηη: 
 

εκ(α - β) = εκαζπλβ - ζπλαεκβ     (4) 
 

χκθσλα κε ηνπο ηχπνπο απηνχο 
γηα παξάδεηγκα, έρνπκε: 

εκ15
ν
 = εκ (45

ν
-30

ν
)  

= εκ 45
ν
 ζπλ30

ν
 - ζπλ45

ν
εκ30

ν
 

 
=              -            =                       
  

 εκ75° = εκ (45
ν
+30°) = 

= εκ45° ζπλ30° + ζπλ45°εκ30° = 
 

=              +            =                           
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Δθαπηνκέλε αζξνίζκαηνο θαη 
δηαθνξάο γσληψλ 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνχκε-
λσλ ηχπσλ ζα ππνινγίζνπκε ηελ 
εθαπηνκέλε ηνπ αζξνίζκαηνο α + β 
δπν γσληψλ α, β, αλ γλσξίδνπκε 
ηελ εθαπηνκέλε θαζεκηάο. 

Όπσο μέξνπκε, γηα λα νξίδνληαη 
νη: εθ(α+β), εθα θαη εθβ, πξέπεη 
ζπλ(α+β) ≠ 0, ζπλα ≠ 0 θαη ζπλβ ≠ 0. 
Με ηελ πξνυπφζεζε απηή έρνπκε: 
 
εθ(α+β) =                    
 
=                                      = 
 
 
 
=  = 
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 + 
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=                                 
 
Δπνκέλσο έρνπκε: 
 

 

εθ(α + β) =                           (5) 
 

 

Αλ ηψξα ζηελ παξαπάλσ ηζφηεηα 
αληηθαηαζηήζνπκε ην β κε ην -β, 
βξίζθνπκε φηη: 
 

 

εθ(α - β) =                           (6) 
 
 

Σέινο κε αλάινγν ηξφπν 
απνδεηθλχεηαη φηη: 

 
ζθ(α + β) =                          
 
 

 
ζθ(α - β) =                          
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σφβ + σφα
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(8) 
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χκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ 
ηχπνπο γηα παξάδεηγκα, έρνπκε: 

 εθ 15
o
 = εθ(45

o
-30

o
) = 

= εθ45
o
 - εθ30

o
= 

 
=  =  = 
 
 

 
=                =      = 
 
 
=              =            
 

 εθ75
ν
 = εθ(45

ν
 + 30

ν
) = 

 

 
=                            =                           = 
 
 
                               =                 = 2 +         
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ – ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ν  Αλ  εκα = -     , κε      < α < 2π   
 
θαη  ζπλβ =       ,   κε π < β <        ,  
 
λα ππνινγηζηνύλ νη ηξηγωλνκεηξη-
θνί αξηζκνί ηνπ α+β.  
 
ΛΤΖ 
Δπεηδή εκ(α+β) =  
= εκαζπλβ + ζπλαεκβ θαη  
ζπλ(α+β) = ζπλαζπλβ - εκαεκβ 
αξθεί λα ππνινγίζνπκε ην ζπλα θαη 
ην εκβ. ΄Δρνπκε ινηπφλ: 
 

ζπλ
2
α = 1 - εκ

2
α =            =       ,  

 
νπφηε  ζπλα =         =     , 
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αθνχ       < α < 2π θαη  
 

εκ
2
 β = 1 - ζπλ

2
 β = 1 -         =        ,  

 
νπφηε   εκβ =           =        ,  

 
αθνχ π < β <   
 
Δπνκέλσο  
 
εκ(α+β) =                            =  
 
 
ζπλ(α+β) =              -                  =  , 
 
νπφηε: 
εθ(α+β) =        θαη  ζθ(α+β) =  
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2ν  Να απνδεηρζεί όηη:    

εκ(α + β)  εκ(α - β) =  

= εκ
2
α -  εκ

2
β  

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
εκ(α + β)εκ(α - β) =  
= (εκαζπλβ + ζπλαεκβ) 
(εκαζπλβ - ζπλαεκβ) 

= εκ
2
αζπλ

2
β - ζπλ

2
αεκ

2
β  

= εκ
2
α(1 - εκ

2
β) - (1 - εκ

2
α)εκ

2
β  

= εκ
2
α - εκ

2
αεκ

2
β - εκ

2
β + 

+εκ
2
αεκ

2
β = εκ

2
α - εκ

2
β 

 

3ν Να ιπζεί ε εμίζωζε: 

   
2 ζπλx = εκ(x+   ) 
 

ΛΤΖ 
2ζπλx = εκ(x+    )   
 
      2ζπλx = εκxζπλ     + ζπλxεκ       
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      2ζπλx =       εκx +     ζπλx  
 
      4ζπλx =      εκx + ζπλx 3  
 
      3ζπλx =      εκx  
 
      εθx =                  [αθνχ ζπλx ≠ 0] 
 
      εθx = εθ        
       
       x = θπ +           θ     Ε 
 

 

4ν  Να απνδεηρζεί όηη ζε θάζε κε 
νξζνγώλην ηξίγωλν ΑΒΓ ηζρύεη: 
εθ Α + εθΒ + εθΓ = εθΑεθΒεθΓ 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Αθνχ ην ηξίγσλν δελ είλαη νξζνγψ-
λην, νξίδνληαη νη εθΑ, εθΒ, εθΓ. 
Δπεηδή επηπιένλ Α+Β = π - Γ ≠     ,  
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νξίδεηαη ε   εθ(Α+Β)   θαη έρνπκε 
δηαδνρηθά: 
εθ(Α+Β) = εθ (π - Γ)  
 
                       = -εθΓ 
 
εθΑ+εθΒ = - εθΓ+εθΑεθΒεθΓ 
εθΑ+εθΒ+εθΓ = εθΑεθΒεθΓ 
 

5ν Θεωξνύκε έλαλ αγωγό από ηνλ 

νπνίν δηέξρνληαη ηξία ελαιιαζζό-
κελα ξεύκαηα ηεο ίδηαο θπθιηθήο 
ζπρλόηεηαο ω κε ζηηγκηαίεο εληά- 
 

ζεηο I1 = εκωt, I2 = εκ(ωt +       )  
 

θαη I3 = εκ(ωt+       ). Να απνδεη- 
 

ρζεί όηη ε νιηθή έληαζε  

I = Ι1 + I2 + Ι3 ηνπ ξεύκαηνο πνπ 

δηέξρεηαη ζπό ηνλ αγωγό είλαη 
κεδέλ. 
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Δίλαη I =  
=εκσt +εκ(σt +      ) + εκ (σt +     ) = 
 
= εκσt +εκσtζπλ       +ζπλσtεκ     + 
 
+ εκσtζπλ        + ζπλσtεκ         
 
= εκσt + εκσt       + ζπλσt         +  
 
+ εκσt        + ζπλσt            
 
= εκσt       εκσt       εκσt = 0 
 

ΑΚΖΔΗ 
 

A΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ππνινγίζεηε, ρσξίο ηε ρξήζε 
ππνινγηζηψλ ηζέπεο, ηελ ηηκή ησλ 
παξαζηάζεσλ: 
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і) ζπλ      ζπλ      - εκ      εκ      
 

іі) ζπλ 170
o
ζπλ50

o
 + εκ170

o
εκ 50

o
 

ііі) εκ110
o
εκ70

o
 - ζπλ110

o
ζπλ70

o
  

 
іλ) ζπλ       ζπλ      + εκ       εκ       
 

2. Να γξάςεηε ζε απινχζηεξε 
κνξθή ηηο παξαζηάζεηο: 
 

і) ζπλ 3xζπλ(-2x) -εκ3xεκ(-2x)  
 
іі)                    +         +                   
 

3. Να απνδείμεηε φηη: 
 

і) 
 

іі)  
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4. Να ππνινγίζεηε, ρσξίο ηε ρξήζε 
ππνινγηζηψλ ηζέπεο, ηελ ηηκή ησλ 
παξαζηάζεσλ: 
 
і)   
 

іі) εκ70ζπλ20
o
 + ζπλ70

o
εκ20

o
 

 
 
ііі)   
 
 
 
іv)  
 
 

5. Να γξάςεηε ζε απινχζηεξε 
κνξθή ηηο παξαζηάζεηο: 
і) εκ2xζπλx + ζπλ2xεκx  
 
іі)  
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ііі)  

 

 

іv) 
 
 
 

6. Να απνδείμεηε φηη: 
 
і)  
 
іі) (εκα+ζπλα)(εκβ+ζπλβ) =  
= εκ(α+β) + ζπλ(α - β) 

 
7. Να ππνινγίζεηε, ρσξίο ηε ρξήζε 
ππνινγηζηψλ ηζέπεο, ηνπο ηξηγσ-

λνκεηξηθνχο αξηζκνχο ησλ 105
ν
 θαη 

195
ν
. 
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8. Να απνδείμεηε φηη: 
 
і)  
 
іі)  
 

9. Να απνδείμεηε φηη γηα ηηο γσλίεο 
α, β ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο ηζρχεη: 
 
і) εκ(α+β) =  
 
іі) ζπλ(α+β) =  
 
 
 
 
 

10. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλν-
κεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο 
α+β, αλ: 
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[ 

 
і)                   ,                        ,       
 
0<α<         θαη         <β<π 
 
 
іі)                      ,                    ,    
 
π<α<        θαη           <β<2π 
 

11. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
 
і) 
 
іі)  
 
ііі)                       ,       αλ εθα  = -3 
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[ 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να απνδείμεηε φηη 
 

 
 + 
 
 
 

2. Αλ ζπλ(α+β) = 0, λα απνδείμεηε 
φηη: εκ(α+2β) = εκα 
 

3. Αλ εθα = - 3, λα ιχζεηε ζην 
[0,2π]   ηελ εμίζσζε:  
εκ(x - α) = - 2 εκ(x+α) 
 

4. Αλ α+β =       , λα απνδείμεηε φηη:      
 

(1+εθα)(1+εθβ) = 2 
 

5. Αλ ζην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ΑΓ = 3  ΑΓ, λα απνδείμεηε φηη: 
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ημ(α - β)

 συνασυνβ 
 + 

ημ(β - γ)

 συνβσυνγ 
 

+ 
ημ(γ - α)

 συνγσυνα
  = 0
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і)                                 , φπνπ Β = ΑΒΓ 
 
 
φπνπ Β = ΑΒΓ  
 

іі) Ζ ΒΓ είλαη δηρνηφκνο ηεο γσλίαο 

Β, αλ Β = 60
ν
 

 
 
 
 
 
 
 

6. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη  
                                                
                                            , 
 
λα απνδείμεηε φηη Α = 
θαη αληηζηξφθσο. 
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* 7. Να απνδείμεηε φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη: 
і) ζθΑζθΒ+ζθΒζθΓ+ζθΓζθΑ= 1,  
 

іі)  = 
 
 

8. Να ιπζεί ζην δηάζηεκα   [0,π]    
ε εμίζσζε:    
 
 
 

* 9. Αλ 0<x, y, z <        κε εθx =     ,  
 
εθy =     θαη εθz =    , λα απνδείμεηε 
 
φηη:  x + y + z =  
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συνΑ

 ημΒημΓ
  + 

συνΒ

ημΓημΑ
 + 

συνΓ

ημΑημΒ
 

= 2
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1.4 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί  
ηεο γσλίαο 2α 
 

Οη ηχπνη πνπ εθθξάδνπλ ηνπο 
ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο 
γσλίαο 2α, σο ζπλάξηεζε ησλ 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ηεο 
γσλίαο α, είλαη εηδηθέο πεξηπηψζεηο 
ησλ ηχπσλ ηεο πξνεγνχκελεο 
παξαγξάθνπ. πγθεθξηκέλα, αλ 
ζηνπο ηχπνπο ηνπ εκ(α+β),  
ηνπ ζπλ(α+β) θαη ηεο εθ(α+β) 
αληηθαηαζηήζνπκε ην β κε ην α, 
έρνπκε: 

 εκ2α = εκ(α+α) = εκαζπλα + 

ζπλαεκα = 2εκαζπλα  
 
Δπνκέλσο: 
 

 

εκ2α = 2εκαζπλα 
 

(1) 
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 ζπλ2α = ζπλ(α+α) = ζπλαζπλα -  

-εκαεκα = ζπλ
2
α - εκ

2
α 

= ζπλ
2
α - (1 - ζπλ

2
α) = 2ζπλ

2
α - 1  

 

Δπίζεο ζπλ2α = ζπλ
2
α - εκ

2
α   

= (1 - εκ
2
α) - εκ

2
α    = 1 - 2εκ

2
α 

 
Δπνκέλσο: 

ζπλ2α = ζπλ
2
α - εκ

2
α 

            = 2ζπλ
2
α - 1 

            = 1 - 2εκ
2
α 

 
  
 
 
Δπνκέλσο: 
 

 
 
 

(2) 
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2εφα

1 - εφ
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Απφ ηνπο ηχπνπο (2) κπνξνχκε 
λα ππνινγίζνπκε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο α,  
αλ γλσξίδνπκε ην ζπλ 2α. 
Πξάγκαηη, έρνπκε: 

 ζπλ2α = 2ζπλ
2
α - 1       

      1+ζπλ2α = 2ζπλ
2
α       

 

        
 

 ζπλ2α = 1 - 2εκ
2
α       

     2εκ
2
α = 1 - ζπλ2α 
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 ημ
2
α 

συν
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α 

 = 

 1 - συν2α 
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 1 + συν2α 

2

= 
 1 - συν2α 

 1 - συν2α 
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Δπνκέλσο: 

 
                                               
 

 

 
                                              
 

 

 
                                               
 

 
Με ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ 

ηχπσλ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε 
ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηνπ κηζνχ κηαο γσλίαο, αλ γλσξί-
δνπκε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο ηεο γσλίαο απηήο. Γηα 
παξάδεηγκα νη ηξηγσλνκεηξηθνί  
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αξηζκνί ηεο γσλίαο 22,5
ν
 =  

ππνινγίδνληαη σο εμήο: 
 
 
 
   
 
                                 ,  
 
 

νπφηε  
 
 
 
 
 
                                                  
                                       , 
 
 

νπφηε   
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22,5

o
 = 

 1 - συν45
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 2 
 

= 

1 - 
2

2
 

2
 = 

 2 - 2 

4
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2
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o
 = 

 1 + συν45
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 2 
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1 + 
2

2
 

2
 = 

 2 + 2 
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Δπνκέλσο      
 
 θαη 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ν  Να απνδεηρζεί όηη: 

і) εκ3α = 3εκα - 4εκ
3
α  

іі) ζπλ3α = 4ζπλ
3
α - 3ζπλα 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Έρνπκε: 

і) εκ3α = εκ(2α+α) = 
= εκ2αζπλα+ζπλ2αεκα =  

= 2εκαζπλ
2
α + (1 - 2εκ

2
α)εκα = 
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 2 - 2  

 2 + 2 
 = 2 - 1
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= 2εκα(1 - εκ
2
α) + (1 - 2εκ

2
α)εκα = 

= 2εκα - 2εκ
3
α + εκα - 2εκ

3
α = 

= 3εκα - 4εκ
3
α 

 

іі) ζπλ3α = ζπλ(2α+α)  

= ζπλ2αζπλα -  εκ2αεκα 

= (2ζπλ
2
α - 1)ζπλα - 2εκ

2
αζπλα 

= (2ζπλ
2
α - 1)ζπλα - 2(1 - ζπλ

2
α)ζπλα 

= 2ζπλ
3
α - ζπλα - 2ζπλα + 2ζπλ

3
α  

= 4ζπλ
3
α - 3ζπλα 

 

2ν Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε 

γωλία α κε  ζπλα ≠ 0  ηζρύεη: 
 

і)  
 

 
іі)  
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Αλ ζπλα ≠ 0, έρνπκε: 
 

і) εκ2α = 2εκαζπλα 
 
 
 =                                                       = 
 
 
 
 
 
 

іі) ζπλ2α = ζπλ
2
α - εκ

2
α  

 
 
=                                                       = 
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 = 
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 + 
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2
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συν
2
α

 

= 
2εφα

1 + εφ
2
α
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α - ημ
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α

 συν
2
α + ημ

2
α

 = 

συν
2
α

συν
2
α

 - 
ημ

2
α

συν
2
α

συν
2
α 

συν
2
α

 + 
ημ

2
α

συν
2
α

 

= 
1 - εφ

2
α

1 + εφ
2
α

93 / 36 



 

3ν  Αλ  εθ2α =     θαη     < α < π, 
λα βξεζεί ε εθα. 
 
ΛΤΖ 
Απφ ηνλ ηχπν (3) έρνπκε:  
 

       =                    8εθα = 3 - 3εθ
2
α  

 

     3 εθ
2
α +8εθα - 3 = 0 

 
      εθα =  
 
      εθα =       ή εθ = -3 
 
Απφ ηηο ηηκέο ηεο εθα πνπ βξήθακε 
δεθηή είλαη κφλν ε - 3,  
 

αθνχ        < α < π. 
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[αθνχ Γ = 100] 
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4ν Να απνδεηρζεί φηη  
 
 
 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 
Δπεηδή                                 ,  έρνπκε: 
 
 
 

 = 
 
 
                      , 
 
αθνχ 
 

5ν  Να ιπζεί ε εμίζωζε:  
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εφ
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π

4
 - x  = 

1 - ημ2x 

1 + ημ2x 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

εφ
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1 - συν2α

1 + συν2α
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π

2
 - 2x

 1 + συν
π

2
 - 2x  
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ΛΤΖ 
χκθσλα κε ηνλ ηχπν (5) έρνπκε: 
 
                                   

      2 - εκ
2
x = 1+ζπλx 

      2 - (1 - ζπλ
2
x) = 1 +ζπλx 

      ζπλ
2
x - ζπλx = 0 

      ζπλx(ζπλx - 1) = 0 
      ζπλx=0      ή   ζπλx=1 
      x = 2θπ ±      ή   x=2θπ,   θ    Ε 
 

 

6ν Να εθθξαζζεί ην  8ζπλ
4
α   ωο 

ζπλάξηεζε ηνπ   ζπλ2α   θαη ηνπ   
ζπλ4α 
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
χκθσλα κε ηνλ ηχπν (5) έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 
 

= 2 + 4ζπλ2α + 2ζπλ
2
2α  

= 2 + 4ζπλ2α + 1 + ζπλ4α  
= 3+4ζπλ2α+ζπλ4α 
 

ΑΚΖΔΗ 
Α΄ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή  
ησλ παξαζηάζεσλ: 
 
і)                               іі) 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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α = 8 συν
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α
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= 8 
1 + συν2α
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2

 

= 8   
1 + 2συν2α + συν

2
α

4
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1 - 2ημ
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π
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ііі)  
 
іv) 
 
 

2. Να γξάςεηε ζε απινχζηεξε 
κνξθή ηηο παξαζηάζεηο: 
і) 2εκ2αζπλ2α  
 
іі)  
 
 
ііі)  
 
 

3. Να απνδείμεηε φηη: 
 

і) εκ
2
α+ζπλ2α = ζπλ

2
α  

 
іі)  
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[[ 

 
ііі) ζθα - εθα = 2ζθ2α  
 
іλ)  
 

4. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε-
ηξηθνχο αξηζκνχο ηνπ 2α, αλ: 
 
і)                               θαη  π < α <   
 
іі)                              θαη       < α < π 
 
 

5. Να ππνινγίζεηε ηελ  εθ(α + 2β),  
 
αλ                θαη   
 
 

6. Να απνδείμεηε φηη: 
 

і) εκ
3
αζπλα + ζπλ

3
αεκα =    εκ2α 
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іі) εκ2αεθα + 2ζπλ
2
α = 2 

 
ііі)     
 
 
іv)  
 
 

7. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
і) ζπλ2x - εκx - 1 = 0 
іі) εκ2x - 2ζπλx + εκx - 1 = 0 
 

8. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε- 
 

ηξηθνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο 
 

9. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκε- 
 

ηξηθνχο αξηζκνχο ηνπ     , αλ: 
 
і) ζπλα =      θαη 0 < α <  
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 1 + συνα 
 = εφα
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ζπλα =          θαη        < α < 2π 
 

10. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
 
і)  
 
іі)  
 
ііі)  
 
іv)  
 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Αλ  0 ≤ α <     , λα απνδείμεηε φηη:    
 
ζπλα - εκα =                . 
 

2. Να απνδείμεηε φηη  
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3

5
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3π

2
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συν2x+2συν
2
 
x

2
 = 0
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2 - συν
2
x = 4ημ

2
 
x

2
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συνx - 2ημ
2
 
x

2
 = 0 
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συν
2
x - 1 = 2συν

2
 
x

2
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π

4
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1- ημ2α
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  ημ
2
α + 1 - συν

2
α

 ημα( )1 + συνα  
 = 2εφ 

α

2
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3. Να απνδείμεηε φηη:   
 
 
 

4. Να απνδείμεηε φηη: 
 
і)  
 
 
іі)  
 

5. Να απνδείμεηε φηη:  
 
 
 
 
 
θαη κε ηε βνήζεηα απηνχ ηνπ ηχπνπ 

λα ππνινγίζεηε ηελ εθ15
ν
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ημ
2
 
π

8
 - συν

4
 
3π

8
 = 

1

8
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1+εφαεφ2α

εφα+σφα 
 = 

2εφα

2
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 3 - 4συν2α + συν4α

 3 + 4συν2α + συν4α
 = εφ

4
α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

εφ(45
ο
 - α) 

 συν2α 

 1 + ημ2α
 

= 
1

συν2α
 -  εφ2α
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6. Να ιπζνχλ νη εμηζψζεηο: 
 

і) εθ2x = 2ζπλx        іі) εθxεθ2x = - 3 
 

7. Να απνδείμεηε φηη:    

ζπλ4α = 8ζπλ
4
α - 8ζπλ

2
α+1 

 

8. Να απνδείμεηε φηη:  
 
і)  
 
іі)  
 

ііі) 8εκ
2
αζπλ

2
α = 1 - ζπλ4α 

 

9. Αλ                         , 
 
θαη                            , λα απνδείμεηε 
 
φηη:  
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 ημ
4 
π

8
 + ημ4 

3π

8
 = 

3

4
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 συν
4 
π

8
 + συν4 

3π

8
 = 

3

4
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 συνx =  
α

 β+γ 
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 συν y =  
β

 γ + α 
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 συνz =  
γ

 α + β 
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εφ
2
 
x

2
 + εφ

2
 
y

2
  +, εφ

2
 
z

8
 = 1
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* 1.5 Μεηαζρεκαηηζκνί  
ηξηγσλνκεηξηθψλ παξαζηάζεσλ 
 

ε αξθεηέο εθαξκνγέο ηεο Σξηγσ-
λνκεηξίαο ρξεηάδεηαη ην γηλφκελν 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ λα 
κεηαζρεκαηηζζεί ζε άζξνηζκα ή 
αληηζηξφθσο ην άζξνηζκα ζε 
γηλφκελν. 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα 
αλαδεηήζνπκε ηχπνπο, κε ηνπο 
νπνίνπο γίλνληαη νη παξαπάλσ 
κεηαζρεκαηηζκνί. 
 

Μεηαζρεκαηηζκφο γηλνκέλνπ  
ζε άζξνηζκα  
 

Απφ ηηο γλσζηέο καο ηζφηεηεο: 
εκ(α + β) = εκαζπλβ + ζπλαεκβ 
εκ(α - β) = εκαζπλβ - ζπλαεκβ 

κε πξφζζεζε θαηά κέιε βξίζθνπκε 
φηη: 
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εκ(α + β) + εκ(α - β) = 2εκαζπλβ 
δειαδή:  

 

2εκαζπλβ = εκ(α+β)+εκ(α-β) 
(1) 

 

 

ελψ απφ ηηο: 
ζπλ(α - β) = ζπλαζπλβ + εκαεκβ 
ζπλ(α + β) = ζπλαζπλβ - εκαεκβ 

κε πξφζζεζε θαη αθαίξεζε θαηά 
κέιε βξίζθνπκε φηη: 
 

2ζπλαζπλβ = ζπλ(α - β) + ζπλ(α + β) 
(2)  

 

  
 

2εκαεκβ = ζπλ(α - β) - ζπλ(α + β)  
(3)  

 

Μεηαζρεκαηηζκφο αζξνίζκαηνο  
ζε γηλφκελν 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνχκε-
λσλ ηξηψλ ηχπσλ κπνξνχκε λα 
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κεηαζρεκαηίζνπκε ην άζξνηζκα 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ζε 
γηλφκελν. Πξάγκαηη, αλ ζέζνπκε 

 

α + β = Α        θαη        α - β = Β, 
 

ηφηε έρνπκε 
 

Α + Β = α + β + α - β = 2α,   
 

νπφηε   
 

Α - Β = α + β - α + β = 2β,    
 

νπφηε    
 

Έηζη ν παξαπάλσ ηχπνο (1)  
 

γξάθεηαη    
 
 
Γειαδή έρνπκε: 
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α = 
Α + Β 

2
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β = 
Α - Β 

2

(4) 
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ημΑ + ημΒ = 

= 2 ημ  
 Α + Β 

2
 συν 

Α - Β

2
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 2 ημ  
 Α + Β 

2
 συν 

Α - Β

2
 =

= ημΑ + ημΒ.  
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Αλ ηψξα ζηνλ ηχπν (4) 
αληηθαηαζηήζνπκε ην Β κε - Β, 
βξίζθνπκε: 

 
 
 
 

 
Οκνίσο, απφ ηνλ ηχπν (2), 
βξίζθνπκε: 

 
 
 
 

 
ελψ απφ ηνλ ηχπν (3) βξίζθνπκε   
 
 
 
                             , νπφηε 
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ημΑ - ημΒ = 

= 2 ημ  
 Α - Β 

2
 συν 

Α + Β

2
 

(5) 
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συνΑ + συνΒ = 

= 2 συν 
 Α + Β 

2
 συν 

Α - Β

2
 (6) 
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 2ημ  
 Α + Β 

2
 ημ  

Α - Β

2
 = 

= συνΒ - συνΑ 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ν  Να ιπζεί ε εμίζωζε:   
εκ6xζπλ3x = εκ5xζπλ4x  
 
ΛΤΖ 
Έρνπκε:  (1)      2εκ6xζπλ3x =  
                       =  2εκ5xζπλ4x 
                           εκ9x + εκ3x =  
                       =  εκ9x + εκx  
                           εκ3x = εκx 
 
                                          
                                          ,θ   Ε 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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συνΑ - συνΒ = 

= - 2ημ  
 Α - Β 

2
 2ημ  

Α + Β

2
 (7) 

(1) 
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3x = 2κπ + x

3x = 2κπ+π - x

 ή 
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                                      ,Κ   Ε 
 
 

2ν Να ιπζεί ε εμίζωζε:  
ζπλ3x+ζπλx=εκ2x 
 
ΛΤΖ 
Έρνπκε:  
  

(1)           
 
 
            2ζπλ2xζπλx=2εκxζπλx 
            ζπλ2xζπλx - εκxζπλx = 0 
            ζπλx(ζπλ2x - εκx) = 0 
            ζπλx=0   (2)     
      ή    ζπλ2x = εκx   (3) 
 
Αιιά     (2)      
 
                        x= 2θπ ±     ,   Κ    Ε 
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x = κπ 

x = 
2κπ+π

4

 
ή 

(1) 
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 2συν 
3x + x

2
 συν 

3x - x

2
 

= 2ημxσυνx
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συνx = συν 
π

2
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π

2
 

(2) 
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θαη (3)       
 

            
 
          

                                                    , k   Ε 
 
 
 
 
 

                                                    ,k   Ε   
 
 
 

3ν Να απνδεηρζεί όηη ζε θάζε 
ηξίγωλν ΑΒΓ ηζρύεη: 
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συν2x = συν
π

2
 - x
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2x = 2κπ + 
π

2
 - x  

2x = 2κπ - 
π

2
 - x  

 ή 
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3x = 2κπ + 
π

2

x = 2κπ - 
π

2
  

 ή 
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ημΑ + ημB + ημΓ =

= 4συν 
Α

2
 συν 

B

2
 συν 

Γ

2
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ημA + ημB + ημΓ = 

= 2ημ 
 A + B 

2
 συν 

 A - B 

2
 + 

+ 2ημ 
 Γ

2
 συν 

 Γ

2
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= 2συν 
Γ

2
 συν 

Α - Β

2
 + 

+ 2συν 
Α + Β

2
 συν 

Γ

2
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= 2συν 
Γ

2
 

συν 
Α - Β

2
 + 

+ συν 
Α + Β

2
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= 2συν 
 Γ 

2
 2συν

 Α 

2
 συν

 Β 

2
 = 

= 4συν 
 Α 

2
 συν

 Β 

2
 συν 

 Γ 

2
 

γηαηί 
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Α + Β

2
 + 
Γ

2
  = 

π

2
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ΑΚΖΔΗ 
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ππνινγίζεηε, ρσξίο ηε ρξήζε 
ππνινγηζηψλ ηζέπεο, ηα γηλφκελα: 

і)  ζπλ75
ν
ζπλ15

ν
,  

іі) εκ105
ν
ζπλ15

ν
, 

 

ііі)  
 
 іλ)  
 

2. Να κεηαηξέςεηε ζε αζξνίζκαηα 
ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ηα 
παξαθάησ γηλφκελα: 
і)   2εκxζπλ2x           іі)   2εκ4xεκ2x 
ііі)   2ζπλ3xζπλ5x 
іλ)   ζπλ6xεκ2x      
 

λ)  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ημ 
 13π

12
 συν 

π

12
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ημ 
 11π

12
 ημ 

7π

12
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ημ 
 π

4
 - x  ημ 

 π

4
 + x
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3. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
і)   εκ3xζπλx = εκ6xζπλ2x  
іі)   ζπλ3xζπλ2x = εκ2xεκx 

 
4. Να ππνινγίζεηε, ρσξίο ηε ρξήζε 
ππνινγηζηψλ ηζέπεο, ηα αζξνί-
ζκαηα:  

і)   εκ75
ν
+εκ15

ν
  

 
іі)    
 

іv)  ζπλ40
ν
+ζπλ80

ν
+ζπλ160

ν
 

 

5. Να κεηαηξέςεηε ζε γηλφκελα ηξη-
γσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ ηα παξαθά-
ησ αζξνίζκαηα: 
і)  εκ4x+εκ2x         іі)  ζπλ5x - ζπλ3x    
іv)  ζπλ3x+ζπλx    іλ)  1+εκx   
λ)   1+ζπλx 

6. Αλ Β θαη Γ είλαη νη νμείεο γσλίεο 
ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ,  

M at h Com poser  1. 1. 5
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ημ 
11π

12
  - ημ 

 5π

12
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λα απνδείμεηε φηη: 
і) εκ2Β + εκ2Γ = 2ζπλ(B - Γ) , 
 

іі) εκΒ - εκΓ =  
 

7. Να απνδείμεηε φηη: 
 

і) 

 
іі)  
 
 

ііі)  
 
 

8. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
і) εκ3x - εκx = ζπλ2x  
іі)  ζπλ5x - ζπλx = εκ3x  
ііі) εκ3x + εκ6x + εκ9x = 0 
 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να απνδείμεηε φηη:  
 

і) 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 2ημ 
Β - Γ

2

M at h Com poser  1. 1. 5
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συν3α - συν5α 

ημ3α + ημ5α
 = εφα

M at h Com poser  1. 1. 5
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ημα + ημ3α + ημ5α 

συνα+συν3α + συν5α
 = εφ3α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ημαημ2α + ημ3αημ6α 

ημασυν2α + ημ3ασυν6α
 = εφ5α
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 2ημ50
o - 

1

2συν20
o
 = 1



 

іі)  
  
 

2. Αλ γηα ηηο νμείεο γσλίεο Β θαη Γ 
ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ 
ηζρχεη 4εκΒζπλ Γ=1, λα απνδείμεηε 

φηη Β = 30
o
. 

 

3. Να απνδείμεηε φηη: 
 
і)  
 
іі)  
 

4. Να απνδείμεηε φηη: 
 

і) , 
  
γηα νπνηαδήπνηε α, β   [0,π] 
 
іі)  , 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 2ημ52
o
ημ68

o
 - 

2ημ47
o
συν77

o
συν81

o
 = 1
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 ημαημβ  ημ
2 
α + β 

2
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 συνασυνβ  συν
2 
α + β 

2
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( )ημα + ημβ

 2 
  ημ

α + β

 2 
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( )συνα + συνβ

 2 
  συν

α + β

 2 
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γηα νπνηαδήπνηε α, β     

 
5. Να απνδείμεηε φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη: 
і) εκΑ + εκ(Β - Γ) = 2εκΒζπλΓ  
іі) ζπλ(Β - Γ) - ζπλΑ = 2ζπλΒζπλΓ 
іv)  
 
 

 
6. Να απνδείμεηε φηη γηα ηηο νμείεο 
γσλίεο Β, Γ ελφο νξζνγσλίνπ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ ηζρχεη: 
 
 
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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  - 
π

2
 , 
π

2
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 συνΑ + συνΒ + συνΓ = 

= 1 + 4ημ
Α

2
 ημ

Β

2
 ημ

Γ

2 
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 2 2συν
Β

2
 συν

Γ

2 
 - 1 = 

= 2συν
 Β - Γ 

2
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7. Αλ γηα ηηο γσλίεο Α, Β, Γ ελφο 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ ηζρχεη    
εκΑ = ζπλΒ + ζπλΓ, λα απνδείμεηε 

φηη   Β=90
o
  ή   Γ = 90

o
  θαη 

αληηζηξφθσο. 
 

1.6 Ζ ζπλάξηεζε   
f(x) = αεκx + βζπλx 

 

ηελ πξνεγνχκελε ηάμε είδακε 
φηη κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο 
 f(x) =ξεκx, ξ > 0 είλαη πεξηνδηθή κε 
πεξίνδν 2π θαη έρεη κέγηζην ίζν κε 
ξ θαη ειάρηζην ίζν κε - ξ. Ζ γξαθηθή 
ηεο παξάζηαζε είλαη κηα 

εκηηνλνεηδήο θακπύιε. 
Μηα ηέηνηα ζπλάξηεζε είλαη, π.ρ., 

θαη ε f(x) = 2εκx, ηεο νπνίαο ε γξα-
θηθή παξάζηαζε θαίλεηαη ζην 
παξαθάησ ζρήκα: 
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y =εκx 
y =2εκx 

- 2 

- 1 

O 

1 
2 

y 

x 
-π π 2π 3π 
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Ζ ζπλάξηεζε  f(x) = ξεκ(x+θ) 
 

Έζησ γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε  
 

                              . Παξαηεξνχκε φηη  
 

ε ζπλάξηεζε απηή πξνθχπηεη απφ 
ηελ g(x) = 2εκx αλ, φπνπ x, ζέζνπκε  
                               

           , δειαδή ηζρχεη  
 
 
 
Απηφ ζεκαίλεη φηη ε γξαθηθή παξά-
ζηαζε ηεο f πξνθχπηεη απφ κηα 
νξηδφληηα κεηαηφπηζε ηεο γξαθηθήο 
 

παξάζηαζεο ηεο f θαηά      κνλάδεο, 
πξνο ηα αξηζηεξά. 

Όκσο ε ζπλάξηεζε g(x) = 2εκx 
έρεη πεξίνδν 2π, κέγηζην ίζν κε 2 
θαη ειάρηζην ίζν κε  - 2. 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε f είλαη 
πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π θαη έρεη 
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 f(x) = 2ημ x + 
π

4
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 x + 
π

4 M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

f(x) = g x + 
π

4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 
π

4
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κέγηζην ίζν κε 2 θαη ειάρηζην ίζν κε 
- 2. 
Ο ζηαζεξφο αξηζκφο     ιέγεηαη  
 

δηαθνξά θάζεωο ησλ θακππιψλ  
 

                             θαη y = 2εκx.  
 
Οη θακπχιεο απηέο θαίλνληαη ζην 
παξαθάησ ζρήκα: 

Γεληθφηεξα, ε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = ξεκ(ρ+θ), 
ξ > 0 πξνθχπηεη απφ κηα νξηδφληηα 
κεηαηφπηζε ηεο γξαθηθήο παξά-
ζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  
g(x) = ξεκx. Δπνκέλσο: 

Η ζπλάξηεζε f(x) = ξεκ(x + θ) 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π θαη 
έρεη κέγηζην ίζν κε ξ θαη ειάρηζην 
ίζν κε -ξ. 
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π
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-2 
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O -π 

y 

x 
π 2π 
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Ζ ζπλάξηεζε  f(x) = αεκx + βζπλx,  
α, β ≠ 0 
 

Έζησ γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξ-
ηεζε f(x) = εκx + ζπλx. Γηα λα ηε 
κειεηήζνπκε ζα πξνζπαζήζνπκε 
λα ηε κεηαηξέςνπκε ζε άιιε ζπλάξ-
ηεζε γλσζηήο κνξθήο. Έρνπκε: 
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 ημx + συνx = ημx + εφ
π

4
 συνx =

= ημx + 

ημ
π

4

 συν
π

4
 

 συνx =

= 

ημx  συν
π

4
 + συνx  ημ

π

4
  

συν
π

4

 =

= ημx + 

ημ x + 
π

4

2

2

 = 2ημ x + 
π

4
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Δπνκέλσο f(x) =  

 
Απηφ ζεκαίλεη φηη ε ζπλάξηεζε f 
είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2π θαη 
έρεη κέγηζην ίζν κε      θαη ειάρηζην 
ίζν κε       . Ζ γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο f πξνθχπηεη απφ κηα νξηδφληηα 
κεηαηφπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηα-
ζεο ηεο ζπλάξηεζεο                     
 

θαηά        κνλάδεο πξνο ηα αξηζηε- 
 

ξά, φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα: 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 2 ημx x + 
π

4
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-5π

4
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-π

4

Math Composer 1.1.5
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3π

4
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7π

4
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 y = 2 ημx

 
Math Composer 1.1.5
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 y = 2 ημx + 
π

4
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Γεληθφηεξα ζα απνδείμνπκε φηη: 
 

ΘΔΩΡΗΜΑ  Αλ α, β ≠ 0, ηφηε γηα 
θάζε x     R ηζρχεη:  
αεκx + βζπλx = ξεκ (x + θ) 
 

φπνπ 

 
θαη θ    R κε                
 

 

 
Έζησ ην ζεκείν Μ(α,β) θαη θ κηα 

απφ ηηο γσλίεο κε αξρηθή πιεπξά 
Ορ θαη ηειηθή πιεπξά ΟΜ. Σφηε 
έρνπκε: 
 
 
                                 

                                ή   α = ξζπλθ  
 

θαη 
                                ή   β = ξεκθ  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ρ = α
2
 β
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συνφ = 
α

ρ

  ημφ = 
β

ρ
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συνφ = 
α

ρ

  ημφ = 
β

ρ
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2
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Δπνκέλσο 
αεκx+βζπλx =  
= ξζπλθεκx + ξεκθζπλx =  
= ξ(ζπλθεκx + εκθζπλx) =  
= ξεκ(x+θ) 
 
 
Ζ κειέηε ινηπφλ ηεο  
ζπλάξηεζεο θ(x)=αεκx + βζπλx, α, 
β ≠ 0 κπνξεί λα γίλεη κε ηε κειέηε 
ηεο ζπλάξ-ηεζεο   f(x) = ξεκ(x+θ). 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 
 

1ν  і) Να παξαζηαζεί γξαθηθά  
 

ε ζπλάξηεζε   
іі) Οκνίωο ε ζπλάξηεζε   
 . 
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 f( )x =  ημ2x 2x - 
π
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ΛΤΖ 
і) Ζ ζπλάξηεζε f γξάθεηαη 
  

                                 . Παξαηεξνχκε  
 

φηη ε ζπλάξηεζε απηή πξνθχπηεη 
απφ ηε ζπλάξηεζε g(x) = 2εκ2x  αλ,  
 

φπνπ x, ζέζνπκε          . 
 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο f πξνθχπηεη απφ 
κία νξηδφληηα κεηαηφπηζε ηεο γξα-
θηθήο παξάζηαζεο ηεο g θαηά   
 

     κνλάδεο πξνο ηα δεμηά. 
 

Όκσο ε ζπλάξηεζε g(x) = 2εκ2x  
 

έρεη πεξίνδν             , κέγηζην 2 θαη  
 

ειάρηζην -2.  
Άξα θαη ε f είλαη πεξηνδηθή κε πε-
ξίνδν π, κέγηζην 2 θαη ειάρηζην -2. 
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 f(x) = 2ημ 2x - 
π

3
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Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη g θαίλνληαη  
ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2π 
x π 

O -π 

Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

π

2

Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

-π

 2

Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

π

6

Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

3π

2

y 
2 
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іі) Ζ παξάζηαζε                          
είλαη ηεο κνξθήο αεκt + βζπλt κε 
α=1, β = -     θαη φπνπ t ην 2x. 
Δπνκέλσο παίξλεη ηε κνξθή   
ξεκ(2x+θ). 
 
Έρνπκε    
 
                                             
θαη  , νπφηε έλα  
 
 
Άξα 
f(x) = εκ2x -     ζπλ2x = 2εκ(2x -    ) 
 
Σε ζπλάξηεζε απηή φκσο ηε κειε-
ηήζακε πξνεγνπκέλσο. 
 

2ν Να ιπζεί ε εμίζωζε    
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συνφ = 
1
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  ημφ = - 
3

2
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φ = - 
π

3
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π
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3ημ4x + συν4x = 2

129 / 47-48 



ΛΤΖ 
Σν 1ν κέινο ηεο εμίζσζεο είλαη 

ηεο κνξθήο αεκt + βζπλt κε           , 
β=1 θαη φπνπ t ην 4x. Δπνκέλσο 
παίξλεη ηε κνξθή   ξεκ(4x+θ). 
 
Έρνπκε  
 
  
 
θαη                           , νπφηε έλα  
 
 
 
Άξα                            
 

θαη ε εμίζσζε γίλεηαη  
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ρ = 3
2

 + 12 = 4 = 2
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3
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π
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                       ή                          , θ   R 
 
 
 
 
 
                       ή 
 
 
 

3ν Γπν ξεύκαηα κε ηελ ίδηα 
θπθιηθή ζπρλόηεηα ω θαη κε εληά- 
 

ζεηο Ι1 = 2εκωt  θαη  
              

                                     δηαξξένπλ  
 

έλαλ αγωγό. Να δεηρζεί όηη ην 
άζξνηζκά ηνπο έρεη ηελ ίδηα 
θπθιηθή ζπρλόηεηα.  
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ημ4x + 
π

6
 = 2κπ + 

π

4

    4x + 
π

6
 = 2κπ + π - 

π

4
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x = κ 
π

2
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ΛΤΖ 

Έρνπκε Ηνι = I1 + Η2 =  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     

                         ,     
 
 

πνπ ζεκαίλεη φηη ην Ηνι έρεη ηελ ίδηα 

θπθιηθή ζπρλφηεηα σ. 

M at h Com poser  1. 1. 5
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2
 ημωt + 

3

2
συνωt   
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+2 ημωtσυν 
 2π 

3
 +συνωtημ 

 2π 

3
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= 2ημωt + 2ημ ωt + 
 2π 
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ΑΚΖΔΗ  
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να βξείηε ηελ πεξίνδν, ηε κέγη-
ζηε ηηκή θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή ησλ 
παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ θαη ζηε 
ζπλέρεηα λα ηηο παξαζηήζεηε 
γξαθηθά: 
 

і)  
 
іі)  
 

2. Να γξάςεηε ζηε κνξθή    
f(x) = ξεκ(x+θ)  ηηο ζπλαξηήζεηο: 
 

і)  
іі)  
ііі)  
іλ)   
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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3. Να κειεηήζεηε θαη λα παξαζηή-
ζεηε γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο  
ηεο άζθεζεο 2. 
 

4. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο: 
і)                                 , 
іі) ζπλx - εκx = 1,  
ііі)  
 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να ππνινγίζεηε ηε γσλία σ ηνπ 
παξαθάησ ζρήκαηνο, έηζη ψζηε λα 
ηζρχεη: 
(ΜΑ)+(ΜΒ) = 
 

=  

 
 
 
 
 
 

A 

M 

B 
4 

σ 
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2. Μηα κπάξα ΑΒ κήθνπο 2m 
ηνπνζεηείηαη νξηδφληηα κεηαμχ δπν 
θάζεησλ ηνίρσλ. Γηα κεγαιχηεξε 
αληνρή πξέπεη λα ηνπνζεηεζεί, έηζη 
ψζηε ην (ΟΑ)+(ΟΒ) λα γίλεη κέγηζην. 
і) Να εθθξάζεηε ην (ΟΑ)+(ΟΒ) σο 
ζπλάξηεζε ηνπ ζ. 
іі) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ζ γηα ηελ 
νπνία ην (ΟΑ)+(ΟΒ) γίλεηαη κέγηζην 
θαη λα πξνζδηνξίζεηε ην κέγηζην 
απηφ. 

 
 
 
 
 
 
 

3. Να βξείηε ηε κέγηζηε θαη ηελ 
ειάρηζηε ηηκή ησλ ζπλαξηήζεσλ: 
і) f(x) = 5εκx + 12ζπλx + 3,  
іі) f(x) = 4ζπλx(εκx + ζπλx) 

O B 

A 

2m 
ζ 
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4. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε:    
 
 

5. Με ζπξκαηφπιεγκα κήθνπο 40m 
πεξηθξάζζνπκε ηκήκα γεο 
ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ. 
Αλ ε ππνηείλνπζα είλαη h m θαη ε 
κηα νμεία γσλία ζrad (ρήκα) 
і) Να απνδείμεηε φηη: 
 
 
 
 

іі) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ζ ην h παίξλεη 
ηε κηθξφηεξε ηηκή θαη πνηα είλαη 
απηή; 

 
6.   ην παξαθάησ ζρήκα: 
і) Να δείμεηε φηη ε πεξίκεηξνο Ρ ηνπ 
ηξηγψλνπ ΜΚΟ ηζνχηαη κε  
Ρ = 1 + εκ2ζ + ζπλ2ζ. 

M at h Com poser  1. 1. 5
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2ημx( )3συν - ημx  = 2 - 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h = 
40

ημθ + συνθ + 1 

h 

ζ 

136 / 49-50 



 

іі) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ζ ην Ρ παίξλεη 
ηε κεγαιχηεξε ηηκή θαη πνηα είλαη 
απηή; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

1.7 Δπίιπζε ηξηγψλνπ 
 

Σν θιαζηθφ πξφβιεκα ηεο Σξη-
γσλνκεηξίαο, απφ ην νπνίν πήξε 

θαη ην φλνκα ηεο, είλαη ε επίιπζε 
ηξηγψλνπ, δειαδή ν ππνινγηζκφο 
ησλ άγλσζησλ θχξησλ ζηνηρείσλ 

1 

Ο 1 

Μ 

Α Β 
Κ 

ζ 
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ελφο ηξηγψλνπ, φηαλ δίλνληαη 
επαξθή ζηνηρεία ηνπ. 

Ζ επίιπζε ηξηγψλνπ κπνξεί λα 
γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ παξαθάησ 
δπν βαζηθψλ ζεσξεκάησλ, πνπ 

είλαη γλσζηά ην έλα σο λόκνο ηωλ 
εκίηνλωλ θαη ην άιιν σο λόκνο 

ηωλ ζπλεκίηνλωλ. 
 

Νφκνο ησλ εκίηνλσλ 
 

ΘΔΩΡΗΜΑ   ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ 
ηζρχεη: 
 
 
 
φπνπ R, ε αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακ-
κέλνπ θχθινπ ηνπ ηξηγψλνπ. 

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 
Έζησ (Ο,Κ.) ν πεξηγεγξακκέλνο 

θχθινο ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
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ημΑ
 = 

β

ημΒ 
 = 

γ

ημΓ
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 Αλ θέξνπκε ηε δηάκεηξν ΒΓ θαη ηε 
ρνξδή ΓΓ, ηφηε ζρεκαηίδεηαη 
ηξίγσλν ΓΒΓ πνπ είλαη νξζνγψλην 
ζην Γ. Δπνκέλσο έρνπκε: 
 
                               νπφηε   
 

(1) 
 
  
 
 
 
 
 
        ρήκα 1                   ρήκα 2 
 

Δίλαη φκσο Γ = Α (ρ. 1) ή Γ+Α = 

180
o
 (ρ. 2), νπφηε εκΓ = εκΑ. Δπν-

κέλσο ε (1) γξάθεηαη 
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(ΒΓ) 
 = 

α

2R
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α

ημΓ
 = 2R

Α 

Γ 

Γ Β 

Ο 

α 

Α 

Β Γ 

Γ 

α 
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α
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 = 2R

139 / 50-51 



 

Αλ Α = 90
ν
, ηφηε έρνπκε: εκΑ = 1 

θαη α = 2R. (ρ. 3). Δπνκέλσο θαη 
ζηελ πεξίπησζε απηή ηζρχεη 
ηζφηεηα 
 
 
 
 
 

 
                                    ρ.(3) 
 
Οκνίσο απνδεηθλχεηαη φηη:βΒ 
 

                    θαη 

 
Δπνκέλσο:  
 
 

ρφιην. Με ην λφκν ησλ εκίηνλσλ 
κπνξνχκε εχθνια λα επηιχζνπκε 
έλα ηξίγσλν, φηαλ δίλνληαη: 
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α

ημΑ
 = 2R

α 
Γ 

Α 

Β 
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ημΓ
 = 2R
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 = 2R
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α

ημΑ
 = 

β 

ημΒ
 = 

γ

ημΓ
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і) Μηα πιεπξά θαη δπν γσλίεο ηνπ  ή 
іі) Γπν πιεπξέο θαη κηα απφ ηηο κε 
πεξηερφκελεο γσλίεο ηνπ. 
 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ – ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ν Να επηιπζεί ην ηξίγωλν ΑΒΓ κε 

α = 15, Α = 43
ν
 θαη Β = 82

ν
 

 

ΛΤΖ 

Δπεηδή Α+Β+Γ =180
ν
, έρνπκε:         

Γ = 180
ν
 - Α - Β = 180

ν
 - 43

ν
 - 82

ν
 =  

= 55
ν
 

Έηζη, ζχκθσλα κε ην λφκν ησλ 
εκίηνλσλ έρνπκε: 
 
 
 
νπφηε: 
 

                                                                          22    
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15 

ημ43
o
 = 

β

ημ82
o
 = 

γ

ημ55
o
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15  0,9903 

0,6820
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 β = 
15 ημ82

o
  

ημ43
o

 
 



 

    
                                                     18 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2ν Να επηιπζεί ην ηξίγωλν ΑΒΓ κε  

α = 23, β = 31 θαη Β = 35
ν
 

 
ΛΤΖ 
Έηζη, ζχκθσλα κε ην λφκν ησλ 
εκίηνλσλ έρνπκε: 
 
 
 
νπφηε  

Γ 

Α 

γ 

α=15 Β 

β 
43

ν
 

82
ν
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23

ημΑ
 = 

31

ημ35
o
 = 

γ

ημΓ
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15  0,8192 

0,6820
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γ = 
15  ημ55

o
 

ημ43
o

 



 

 
 
 
   0,4255 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Άξα 

         Α   25°     ή     Α   155°  

Δπεηδή φκσο α < β, ζα είλαη θαη  
Α < Β. Δπνκέλσο απφ ηηο παξαπάλσ 
ηηκέο ηεο Α δεθηή είλαη κφλν  

ε Α   25
ν
.  

Έηζη έρνπκε 

Γ = 180
ν
 - Α - Β   180

ν
 - 25

ν
 - 35

ν
 =  

= 120
ν
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ημΑ = 
23   ημ35

o

31
  ~ 
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 23   0,5736 

31
  ~ 

~ 

 

γ 

β=31 

α=23 Γ 

K 

A 

B 

(1) 

35
ν
 

~ ~ 

~ 

~ 
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νπφηε, ιφγσ ηεο (1), ηζρχεη 
 
 
 
 
 
 

3ν ε έλα πιηθό ζεκείν Ο εθαξ-
κόδνληαη ηξεηο δπλάκεηο πνπ 

έρνπλ κέηξα F1, F2 θαη F3 αληη-

ζηνίρωο θαη ζρεκαηίδνπλ αλά δπν 

γωλίεο (ω1, ω2 θαη ω3, όπωο 

θαίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. Αλ 
ην πιηθό ζεκείν ηζνξξνπεί, λα 
απνδεηρζεί όηη: 
 
 
 
 

~ 
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31

ημ35
o
 = 

γ

ημ120
o
     γ = 

31  ημ120
o 

ημ35
o

 

   
31  0,8660

0,5736
~ 
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ημω1

 = 
F2

ημω2

 = 
F3
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Δπεηδή ην ζεκείν Ο ηζνξξνπεί, ε  
 

ζπληζηακέλε F ησλ F1 θαη F2 ζα έρεη 

ίδηα δηεχζπλζε, αληίζεηε θνξά θαη  
 

ίδην κέηξν κε ηελ F3. Δπνκέλσο απφ 

ην λφκν ησλ εκίηνλσλ ζην ηξίγσλν 
ΟΒΓ έρνπκε: 
 
 

F1 

F3 

F 

F2 σ1 

Ο σ3 σ2 
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αθνχ  ΒΟΓ = 180
o
- σ1,  

 

ΒΓΟ = 180
o
- σ2   θαη ΟΒΓ = 180

o
-σ3. 

 

Νφκνο ησλ ζπλεκίηνλσλ 
 

Όηαλ είλαη γλσζηέο νη ηξεηο 
πιεπξέο ελφο ηξηγψλνπ ή νη δπν 
πιεπξέο θαη ε πεξηερφκελε γσλία 
ηνπο δελ κπνξνχκε εχθνια κε κφλν 
ην λφκν ησλ εκίηνλσλ λα ππνιν-
γίζνπκε ηα άιια ζηνηρεία ηνπ. ηελ 
πεξίπησζε απηή ρξεζηκνπνηνχκε 
ην παξαθάησ ζεψξεκα πνπ είλαη 
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( )ΒΓ

  

ημΒΟΓ

 = 
( )ΟΒ

ημΒΓΟ

 = 
( )ΟΓ

ημΟΒΓ

 

     
F1

ημω1

 = 
F2

ημω2

 = 
F3

ημω3
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γλσζηφ σο λόκνο ηωλ 

ζπλεκίηνλωλ. 
 

ΘΔΩΡΗΜΑ     ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ 
ηζρχεη: 

α
2
 = β

2
+γ

2
-2βγζπλΑ  

β
2
 = γ

2
+α

2
-2γαζπλΒ  

γ
2
 = α

2
+β

2
-2αβ ζπλΓ 

 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ * 
Θα απνδείμνπκε κφλν ηελ πξψηε 

ηζφηεηα. Με φκνην ηξφπν 
απνδεηθλχνληαη θαη νη ππφινηπεο 
ηζφηεηεο. 

ην επίπεδν ηνπ ηξηγψλνπ ζεσ-
ξνχκε έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
κε αξρή ην Α θαη ζεηηθφ εκηάμνλα 
ησλ x ηελ εκηεπζεία ΑΒ. Έηζη νη 
ζπληεηαγκέλεο ηνπ Β ζα είλαη (γ,Ο), 
ελψ γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο (x, γ) ηνπ 
Γ ζα ηζρχεη 
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ή ηζνδχλακα 
     x = βζπλΑ   θαη     γ = βεκΑ      (1) 
 

 
 
 
 
 
 
 
Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηψξα ηνλ 

ηχπν ηεο απφζηαζεο γηα ηα ζεκεία 
Β(γ, Ο) θαη Γ(x, y), βξίζθνπκε φηη: 
 
 
 
νπφηε, ιφγσ ηεο (1), έρνπκε: 
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συν Α = 
x

β
  και  ημΑ = 

y

β
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α = (ΒΓ) = ( )x - γ
2
 + ( )y - 0

2
 

Γ(x,y) y 

α β 

γ x O=A 
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α
2
 = (x-γ)

2
 + y

2
 =  

= (βζπλΑ - γ)
2
 + + (βεκΑ)

2
 

= β
2
ζπλ

2
Α + γ

2
 - 2βγζπλΑ +  

+ β
2
εκ

2
Α  

= β
2
(ζπλ

2
Α + εκ

2
Α) + γ

2
 -  

- 2βγζπλΑ  

= β
2
 + γ

2
 - 2βγζπλΑ. 

 

ρφιην. Δίλαη θαλεξφ φηη κε ην λφκν 
ησλ ζπλεκίηνλσλ κπνξνχκε ακέ-
ζσο λα ππνινγίζνπκε κηα νπνηαδή-
πνηε πιεπξά ελφο ηξηγψλνπ, αξθεί 
λα δνζνχλ νη άιιεο δχν θαη ε 
πεξηερφκελε ηνπο γσλία. Με ηνλ 
ίδην λφκν κπνξνχκε επηπιένλ λα 
ππνινγίζνπκε θαη ηηο γσλίεο ελφο 
ηξηγψλνπ, ηνπ νπνίνπ είλαη 
γλσζηέο θαη νη ηξεηο πιεπξέο, αθνχ 
νη παξαπάλσ ηζφηεηεο γξάθνληαη: 
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συνΑ =  
 β

2
 + γ

2
 - α

2

2βγ
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ – ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ν  Να επηιπζεί ην ηξίγωλν ΑΒΓ κε 
α = 35, β = 20 θαη γ = 42  
 
ΛΤΖ 
Απφ ην λφκν ησλ ζπλεκίηνλσλ 
έρνπκε: 

 35
2
 = 20

2
 + 42

2
 - 2  2042 ζπλΑ,  

 
νπφηε   
 

    0,5589   Άξα Α   56
ν
 

 20
2
 = 35

2
 + 42

2
 - 23542 ζπλΒ,  
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συνΒ =  
 γ

2
 + α

2
 - β

2
 

2γα
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συνΓ =  
 α

2
 + β

2
- γ

2
 

2αβ
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συνΑ = 
20

2
 + 42

2
 - 35

2

2  20  42
~ 

~ ~ 
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νπφηε    
 

    0,8806   Άξα Β   28
ν
 

Άξα Γ   96
ν
 

 

2ν  Να επηιπζεί ην ηξίγωλν ΑΒΓ κε 

β= 20, γ = 42 θαη Α = 56°  
 
ΛΤΖ 

Απφ ην λφκν ησλ ζπλεκίηνλσλ 
έρνπκε 

α
2
 = 20

2
 +42

2
 - 22042ζπλ56

ν
  1225, 

νπφηε α  35. 
Έηζη γλσξίδνπκε θαη ηηο ηξεηο 

πιεπξέο ηνπ ηξηγψλνπ, νπφηε 
αλαγφκαζηε ζην πξνεγνχκελν 
πξφβιεκα. 
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συνΒ = 
35

2
 + 42

2
 - 20

2

2  35  42  
~ 

~ ~ 

~ 

~ 

~ 
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3ν  Να απνδεηρζεί όηη ην εκβαδό Δ 
ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ δίλεηαη από  
 

ηνλ ηύπν:  
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 
 
 
 
Αλ θέξνπκε ην χςνο ΓΚ ηνπ 
ηξηγψλνπ, έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Β 

Γ 

A 

β 

γ Κ Α 

β 

γ 
Β 

Γ 

Κ 
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Δ = 
1

2
 (ΑΒ) (ΓΚ)) =

    = 
1

2
  (ΑΒ) (ΑΓ) ημΑ

    = 
1

2
 γ β ημΑ
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Ο παξαπάλσ ηχπνο ηζρχεη 
πξνθαλψο θαη ζηελ πεξίπησζε 

πνπ Α = 90
ν
. 

 

4ν  ε έλα πιηθό ζεκείν Ο εθαξ-
κόδνληαη δπν δπλάκεηο πνπ έρνπλ 

κέηξα F1 θαη F2 αληίζηνηρα θαη 

ζρεκαηίδνπλ γωλία ω. Να απν-
δεηρζεί όηη ην κέηξν F ηεο ζπλη-
ζηακέλεο ηνπο δίλεηαη από ηνλ 
ηύπν: 

F
2
 = F + F  + 2F1 F2 ζπλω 

 
 
 
 
 
 
 
 

2 
1 

2 
2 

A O 

B Γ 

F1 

F2 F 
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή (ΟΑ) = F1,   (ΑΓ) = F2   θαη  

(ΟΓ) = F,   ζην ηξίγσλν ΟΑΓ έρνπκε: 

F
2
 = (ΟΓ)

2
 =  

= (ΟΑ)
2
 + (ΑΓ)

2
 - 2(ΟΑ)(ΑΓ)ζπλΑ = 

 

= F   + F   - 2F1  F2  ζπλ(180
o
- σ) = 

 

= F   + F   + 2F1F2ζπλσ 

 

ΑΚΖΔΗ 
 

Α´ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Γπν πχξγνη Α θαη Β βξίζθνληαη 
εθαηέξσζελ ελφο πνηακνχ. Έλαο 
παξαηεξεηήο Π βξίζθεηαη πξνο ην 
ίδην κέξνο ηνπ πνηακνχ κε ηνλ 
πχξγν Α. Αλ ζην ηξίγσλν ΠΑΒ είλαη 

ΠΑ = 300m, Α = 63
o
 θαη Π = 56

o
, λα 

βξείηε ηελ απφζηαζε ησλ πχξγσλ 
Α θαη Β. 

2 
1 

2 
1 

2 
1 

2 
1 
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2. Έλαο ζπιιέθηεο ειηαθήο 
αθηηλνβνιίαο κήθνπο 5 m είλαη 
ηνπνζεηεκέλνο ζηελ νξνθή ελφο 
θηηξίνπ, φπσο δείρλεη ην παξαθάησ 
ζρήκα. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο 
ηνπ βξαρίνλα κε ηνλ νπνίν 
ζηεξίδεηαη ν ζπιιέθηεο. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Π 

Β 

Α 
63

ν
 56

ν
 

300m 

5m 

50
ν
 

35
ν
 

ζηήξημε 

155 / 55-56 



 

3. ην παξαθάησ ζρήκα λα απνδεί-
μεηε φηη: 
і)                                ,  
 
іі)  
 
 
 
 
 
 

4. Να απνδείμεηε φηη δελ ππάξρεη 
ηξίγσλν ΑΒΓ κε α= 30, β = 10 θαη  

Β = 31
ν
. 

 

5. Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ζ  
ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. 
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ΓΓ = 
dημx 

ημ(y-x)
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ΑΓ = 
dημx  ημy 

ημ(y-x)
 

x y B 

Γ 

Α Γ 

2 

3 

4,25 
ζ 
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6. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηνπ 
έινπο ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. 

 
 
 
 
 
 
 
 
7. Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ζ ηνπ 
νξζνγσλίνπ θνπηηνχ ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο: 

 
 
 
 
 
 
8. Να απνδείμεηε φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε ηζφηεηα 

Π 

62
ν
 

55 42m 

B 

60cm 
40cm 

20m 

ζ 
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9. Να απνδείμεηε φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε ηζφηεηα: 
βζπλΓ + γζπλΒ = α 
 

10. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε 
ηζφηεηα βζπλΓ = γζπλΒ, λα απνδεί-
μεηε φηη β = γ θαη αληηζηξφθσο. 
 

11. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε 
ηζφηεηα α = 2βζπλΓ, λα απνδείμεηε 
φηη β = γ θαη αληηζηξφθσο. 
 

Β´ ΟΜΑΓΑ 
* 1. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 
ε ηζφηεηα Β = 2Α, λα απνδείμεηε φηη: 
 

і)   
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συνΑ

α
  + 

συνΒ

β
  + 

συνΓ

γ
 = 

= 
α

2
 + β

2
 + γ

2
 

2αβγ
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 συνΑ = 
β

2α
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іі) β
2 

- α
2
 = αγ 

 

2. ην παξαθάησ ζρήκα λα απνδεί-
μεηε φηη:  

ΓΓ = α(ζπλx - εκx) 

 
 
 
 
 
3. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη 
κηα απφ ηηο ηζφηεηεο: 
і) β = αεκΒ,  
іі) αεκΑ = βεκΒ+γεκΓ, 
λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη 
νξζνγψλην 

 
4. Αλ ζε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε 
ηζφηεηα αζπλΑ = βζπλΒ, λα 
απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη 
νξζνγψλην ή ηζνζθειέο. 

A 

Β 

Γ 
Γ 
x 45

o
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5. Να απνδείμεηε φηη ζε θάζε 
ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη ε ηζφηεηα: 
 

 

 
6. ην παξαθάησ ζρήκα λα 
απνδείμεηε φηη: 
 

 
 
 
 
 
 

6. Να απνδείμεηε φηη γηα ην παξαθά-
ησ παξαιιειφγξακκν ηζρχνπλ  
νη ηζφηεηεο: 

і) x
2
 + y

2
 = 2α

2
 + 2β

2
 

іі) (ΑΒΓΓ) = 2αβεκσ 
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α - β

α + β
 = εφ

Α - Β

2
  εφ

Γ

2
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( )ΒΓ
2
 = 

 5 + 3συν2θ 

2
         

Μ 

Γ 

Β 
Ο 

Α ζ 
1 1 
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ΓΔΝΗΚΔ ΑΚΖΔΗ (Γ΄ ΟΜΑΓΑ) 
 

1. ε ηξίγσλν ΑΒΓ ην χςνο ηνπ ΑΓ 
είλαη ίζν κε ην κηζφ ηεο πιεπξάο 
ΒΓ. Να απνδείμεηε φηη ηζρχεη  
εθΒ + εθΓ = 2εθΒεθΓ θαη  
ζθΒ + ζθΓ = 2. 
 

2. Αλ γηα ηηο γσλίεο ελφο ηξηγψλνπ  
 

ΑΒΓ ηζρχεη                           ,         
  
λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν απηφ 
είλαη νξζνγψλην ή ηζνζθειέο. 
 

3. Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία  
Μ(x ,y) ηνπ επηπέδνπ κε  
x = 1 + 2ζπλt, y = 3 + 2εκt, βξίζθν-
ληαη ζε θχθιν θέληξνπ Κ(1,3) θαη 
αθηίλαο ξ = 2. 
 

4. Να ιχζεηε ηηο εμηζψζεηο:  
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і) 
 
 
іі)  
 
 

5. і) Αλ 0 < x <    ,λα απνδείμεηε φηη 
εθx + ζθx ≥ 2 
 
іі) Αλ 0 < α < β <    , λα απνδείμεηε  
 

 

φηη  
 

6.  Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε    
 

                                 
 
ζην δηάζηεκα (4π, 5θ). 
 

7. ε έλα ινχλα-παξθ ν πεξηζηξε-
θφκελνο ηξνρφο έρεη αθηίλα 4m, ην 
θέληξν ηνπ απέρεη απφ ην έδαθνο  
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συνx
 + 

 συνx 

1 + ημx
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 συνx  σφx 

1 - ημx
 = 3  
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10m θαη φηαλ αξρίδεη λα θηλείηαη 
εθηειεί κηα πιήξε πεξηζηξνθή ζε 8 
δεπηεξφιεπηα κε ζηαζεξή ηαρχηεηα. 
Να βξείηε ην χςνο ηνπ βαγνληνχ Α 
απφ ην έδαθνο χζηεξα απφ ρξφλν 
1sec, 2sec, 5sec θαη γεληθφηεξα 
χζηεξα απφ ρξφλν t sec. Να ιχζεηε 
ην ίδην πξφβιεκα γηα ην βαγφλη Β. 
 
 
 
 
 
 
 

8. Να απνδείμεηε φηη  
і) ζθx - εθx = 2ζθ2x 
іі) ζθx - 2εθ2x - 4εθx - 8εθx = εθx 
 

9. Με ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ  

εκ3α = 3εκα - 4εκ
3
α  λα ιχζεηε  

ηηο εμηζψζεηο:  

A 

B 

10m 

O 
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і) 8x
3
-6x +     = 0  

іі) 8x
3
 - 6x - 1 = 0 

 

10. Να απνδείμεηε φηη ην ζχλνιν 
ησλ ζεκείσλ Μ(x,y). κε x = ζπλζ θαη 
y = ζπλζ2»1, φπνπ ζ   (ν, π). είλαη ην 

ηφμν ηεο παξαβνιήο y = 2x
2
, κε  

x   (-1,1). 
 

11. Με ηε βνήζεηα ησλ ηχπσλ  
 
 
 
λα απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε  
 

 
             x    (-π,π) 

 

12. Να ιχζεηε ηελ εμίζσζε:  
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13. Έλα γθαξάδ ζρήκαηνο νξζνγσ-
λίνπ έρεη ζρεδηαζζεί, έηζη ψζηε λα 
απνηειείηαη απφ έλα ηεηξάγσλν 
ΑΒΓΓ θαη έλα νξζνγψλην ΟΑΓΔ κε 
ΟΓ = 20m, φπσο πεξηγξάθεη ην 
παξαθάησ ζρήκα. Γηα πνηα ηηκή ηεο 

γσλίαο 0 rad ην εκβαδφ S m
2
 ηνπ 

γθαξάδ γίλεηαη κέγηζην; 
 
 
 
 
 
  

Τπόδεημε 
і) Να δείμεηε φηη  

S = 400ζπλ
2
ζ + 400εκζζπλζ 

іі) Να εθθξάζεηε ην S ζηε κνξθή 
S = ξεκ (20+θ) + c 

ііі) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ζ, γηα ηελ 
νπνία ην S παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή, 
ηελ νπνία θαη λα πξνζδηνξίζεηε. 

O Δ 

Γ 

Γ Α 

B 

ζ 
20m 
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14. Γίλεηαη έλα ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε  
 
δηάκεζφο ηνπ ΑΜ. Αλ ΜΑΒ = x,  
 

ΜΑΓ = y  θαη ΑΜΓ = σ, λα απνδεί-
μεηε φηη:  

2ζθσ = ζθx - ζθy 
 
 
 
 
 
 
 

15. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Β 
θαη Γ ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο, αλ 
 

 ηζρχεη  
 
 
 
 

y x 

Α 

Β Γ 
Μ 

σ 
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Με απφθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνχ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππψλνληαη 
απφ ηνλ Οξγαληζκφ Δθδφζεσο Γηδαθηη-
θψλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκφζηα ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πψιεζε, φηαλ θέξνπλ 
βηβιηφζεκν πξνο απφδεημε ηεο γλεζηφηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πψιεζε θαη δε θέξεη βηβιηφζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηψθεηαη ζχκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νφκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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