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Μαζεκαηηθά  
 

Α΄ ΣΑΞΖ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

 

 
  
 

Σόκνο 3νο 

 

 

 
 

 





ΤΓΓΡΑΦΔΗ 
Αλδξεαδάθεο ηπιηαλόο 
Καηζαξγύξεο Βαζίιεηνο 
Παπαζηαπξίδεο ηαύξνο  
Πνιύδνο Γεώξγηνο  
βέξθνο Αλδξέαο 

 
ΟΜΑΓΑ ΑΝΑΜΟΡΦΩΖ 

Αλδξεαδάθεο ηπιηαλόο  
Ομόηιμος Καθηγηηής 

Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 
Καηζαξγύξεο Βαζίιεηνο  

Καθηγηηής Βαρβακείοσ 
Πειραμαηικού Λσκείοσ 

Παπαζηαπξίδεο ηαύξνο  
Καθηγηηής Πανεπιζηημίοσ Αθηνών 

Πνιύδνο Γεώξγηνο  
Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 

βέξθνο Αλδξέαο  
Καθηγηηής 2οσ Πειραμαηικού 

Λσκείοσ Αθηνών 
 



ΔΠΟΠΣΔΗΑ ΣΖ ΑΝΑΜΟΡΦΩΖ 
ΣΟ ΠΛΑΗΗΟ ΣΟΤ Π.Η. 

θνύξαο Αζαλάζηνο  
Σύμβοσλος ηοσ Π.Ι. 

Πνιύδνο Γεώξγηνο  
Μόνιμος Πάρεδρος ηοσ Π.Ι. 

 
ΔΠΗΜΔΛΔΗΑ ΣΖ 

ΑΝΑΜΟΡΦΩΜΔΝΖ ΔΚΓΟΖ 
Διεπζεξόπνπινο Ησάλλεο  

Καθηγηηής Μαθημαηικών, 
Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 

Εώηνο Ησάλλεο Καθηγηηής 
Μαθ/κών, Αποζπαζμένος ζηο Π.Ι. 
Καιιηπνιίηνπ Δπξπδίθε Καθηγήηρια 
Μαθ/κών, Αποζπαζμένη ζηο Π.Ι.  
 

ΠΡΟΑΡΜΟΓΖ ΣΟΤ ΒΗΒΛΗΟΤ ΓΗΑ 
ΜΑΘΖΣΔ ΜΔ ΜΔΗΩΜΔΝΖ ΟΡΑΖ 

Ομάδα Δργαζίας Υποσργείοσ 
Παιδείας, Για Βίοσ Μάθηζης  

και Θρηζκεσμάηων 



ΤΠΟΤΡΓΔΗΟ ΠΑΗΓΔΗΑ ΓΗΑ ΒΗΟΤ 
ΜΑΘΖΖ ΚΑΗ ΘΡΖΚΔΤΜΑΣΩΝ 

ΠΑIΓΑΓΩΓΗΚΟ IΝΣΗΣΟΤΣΟ 
 
 

. ΑΝΓΡΔΑΓΑΚΖ 
Β. ΚΑΣΑΡΓΤΡΖ 

. ΠΑΠΑΣΑΤΡΗΓΖ 
Γ. ΠΟΛΤΕΟ 
Α. ΒΔΡΚΟ 

 

 

Μαζεκαηηθά  
 

Α΄ ΣΑΞΖ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

 
 

Σόκνο 3νο 
 





   

4.3 Ζ ΤΛΑΡΣΖΖ ƒ(x) = αx + β     

 

πληειεζηήο δηεύζπλζεο επζείαο 
 

Έζησ Oxy έλα ζύζηεκα ζπληε-
ηαγκέλσλ ζην επίπεδν θαη ε κηα 
επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζην 
ζεκείν Α. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

Α 
  

 

Β 
  

 

Ο 
  

 

x 
  

 

y 
  

 

ε 
  

 

σ 
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Σε γσλία σ πνπ δηαγξάθεη ε 
εκηεπζεία Αx , όηαλ ζηξαθεί γύξσ 

από ην Α θαηά ηε ζεηηθή θνξά
(1)

 

κέρξη λα πέζεη πάλσ ζηελ επζεία ε, 

ηε ιέκε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε ε 
κε ηνλ άμνλα x'x . Αλ ε επζεία ε 
είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x 'x 
ή ζπκπίπηεη κε απηόλ, ηόηε ιέκε όηη ε 
επζεία ε ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x 'x 

γσλία σ = 0°. ε θάζε πεξίπησζε 

γηα ηε γσλία σ ηζρύεη 

0° ≤ σ ≤ 180°. 

Ωο ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ή σο 

θιίζε κηαο επζείαο ε νξίδνπκε ηελ  
 
(1)

 Ωο ζεηηθή θνξά πεξηζηξνθήο 

ελλννύκε ηε θνξά θαηά ηελ νπνία 
πξέπεη λα πεξηζηξαθεί ν εκηάμνλαο 
Οx γηα λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα 
Oy, αθνύ πξνεγνπκέλσο δηαγξάςεη 

γσλία 90
0
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εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο σ πνπ 
ζρεκαηίδεη ε ε κε ηνλ άμνλα x'x. Ο 
ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο κηαο 
επζείαο ε ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε 

ιε ή απιά κε ι. Δίλαη θαλεξό όηη ν 

ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο 
επζείαο ε είλαη ζεηηθόο, αλ ε γσλία 
σ είλαη νμεία, αξλεηηθόο, αλ ε γσλία 
σ είλαη ακβιεία θαη κεδέλ, αλ ε 
γσλία σ είλαη κεδέλ. ηελ πεξίπησ-

ζε πνπ ε γσλία σ είλαη ίζε κε 90°, 

δειαδή όηαλ ε επζεία ε είλαη θάζεηε 
ζηνλ άμνλα x'x, δελ νξίδνπκε 
ζπληειεζηή δηεύζπλζεο γηα ηελ ε. 
 

Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο  ƒ(x) = αx + β 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε     
ƒ(x) = 0,5x + 1. Όπσο πξαθηηθά 
δηαπηζηώζακε ζην Γπκλάζην, ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ είλαη  
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επζεία γξακκή κε εμίζσζε  
y = 0,5x + 1 (ρήκα). 
 
 
 
 
 
 
 
Ζ επζεία απηή: 
 Σέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζην ζεκείν    
Α(-2,0), αθνύ γηα y = 0 βξίζθνπκε    
x = -2, θαη ηνλ άμνλα y'y ζην ζεκείν 
Β(0,1), αθνύ γηα x = 0 βξίζθνπκε      
y = 1 θαη   
 Έρεη θιίζε: 
 
 
 
Παξαηεξνύκε, δειαδή, όηη ε θιίζε 
ι ηεο επζείαο y = 0,5x + 1 είλαη ίζε 
κε ην ζπληειεζηή ηνπ x. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

λ = εφω = 
(OB)

(OA)
 = 

 1 

2
 = 0,5
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y 
  

 

x 
  

 

O(0,0) 
  

 

A(-2,0) 
  

 

Β(0,1) 
  

 

y = 0,5x + 1 
  

 

σ 
  

 



Γεληθά, όπσο ζα απνδείμνπκε ζηελ 
Β' Λπθείνπ, ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx + β είλαη 
κία επζεία, κε εμίζσζε y = αx + β, ε 
νπνία ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y ζην 
ζεκείν Β(0,β) θαη έρεη θιίζε ι = α . 
Δίλαη θαλεξό όηη: 

• αλ α > 0 , ηόηε 0° < σ < 90° 

• αλ α < 0, ηόηε 90° < σ < 180° 

• αλ α = 0 , ηόηε σ = 0°. 
 

ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη α = 0 , ε 
ζπλάξηεζε παίξλεη ηελ κνξθή    

ƒ(x) = β θαη ιέγεηαη ζηαζεξή 
ζπλάξηεζε, δηόηη ε ηηκή ηεο είλαη ε 
ίδηα γηα θάζε x    R. 
Αο ζεσξήζνπκε ηώξα δύν ηπραία 

ζεκεία A(x1,y1) θαη B(x2,y2) ηεο 

επζείαο y = α - x + β . 
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Σόηε ζα ηζρύεη: 

y1 = αx + β θαη y2 = αx2 + β, 

νπόηε ζα έρνπκε: 

y2 - y1 = (αx2 + β) - (αx + β) = 

= α(x2 - x1). 

 Δπνκέλσο ζα είλαη: 
 
 
 
 

Γηα παξάδεηγκα, ε επζεία πνπ 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία A(-1,3) θαη  
 

B(3,6) έρεη θιίζε                               .  
 

O 
  

 

y 
  

 

ε 
  

 σ 
  

 

σ 
  

 

Β(x2,y2) 
  

 

A(x1,y1) 
  

 

K(x2,y1) 
  

 

x 
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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α = 
y2 - y1

x2 - x1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 
6 - 3

3 - (-1)
 = 0,75
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Δπνκέλσο, ε επζεία απηή 
ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x'x γσλία 
σ κε εθσ = 0,75, νπόηε ζα είλαη        

σ = 36,87°.  

 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx 
 

Αλ β = 0, ηόηε ε ƒ παίξλεη ηε κνξθή 
ƒ(x) = αx , νπόηε ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε είλαη ε επζεία y = αx θαη 
πεξλάεη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
Δηδηθόηεξα: 
 

 Γηα α = 1 έρνπκε ηελ επζεία y = x . 
Γηα ηε γσλία σ, πνπ ζρεκαηίδεη ε 
επζεία απηή κε ηνλ άμνλα x'x, ηζρύεη 

εθσ = α = 1, δειαδή σ = 45
ν
. 

Δπνκέλσο ε επζεία y = x είλαη ε  
 

δηρνηόκνο ησλ γσληώλ xOy θαη      
 

x'Οy ησλ αμόλσλ. 
 
 

˄ 

˄ 
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 Γηα α = -1 έρνπκε ηελ επζεία y = -x . 
Γηα ηε γσλία σ, πνπ ζρεκαηίδεη ε 
επζεία απηή κε ηνλ άμνλα x'x, ηζρύεη 

εθσ = α = -1, δειαδή σ = 135
ν
. 

Δπνκέλσο ε επζεία y = -x είλαη ε  
 

δηρνηόκνο ησλ γσληώλ yOx' θαη  
 

yOx ησλ αμόλσλ. 
 

ρεηηθέο ζέζεηο δύν επζεηώλ 
 

Αο ζεσξήζνπκε δύν επζείεο ε1 θαη 

ε2 κε εμηζώζεηο y = α1x + β1 θαη          

y = α2x + β2 αληηζηνίρσο θαη αο 

y 
  

 

x 
  

 

O 
  

 

y' 
  

 

x' 
  

 

y = -x 
  

 

y = x 
  

 

˄ 

˄ 
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ππνζέζνπκε όηη νη επζείεο απηέο 
ζρεκαηίδνπλ κε ηνλ άμνλα x'x 

γσλίεο σ1 θαη σ2 αληηζηνίρσο. 

• Αλ α1 = α2, ηόηε εθσ1 = εθσ2, 

νπόηε σ1 = σ2 θαη άξα νη επζείεο ε1 

θαη ε2 είλαη παξάιιειεο ή 

ζπκπίπηνπλ. Δηδηθόηεξα : 

 Αλ α1 = α2 θαη β1 ≠ β2, ηόηε νη 

επζείεο είλαη παξάιιειεο (ρ. α'), 
ελώ 

 Αλ α1 = α2 θαη β1 = β2, ηόηε νη 

επζείεο ηαπηίδνληαη.  
 

• Αλ α1 ≠ α2, ηόηε εθσ1 ≠ εθσ2, 

νπόηε σ1 ≠ σ2 θαη άξα νη επζείεο ε1 

θαη ε2 ηέκλνληαη. (ρ. β') 
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ρήκα α 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα β 
 
ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ 
ζπκπεξάζκαηα: 
• Οη επζείεο ηεο κνξθήο y = αx +1, 
κε α   R, όπσο είλαη γηα παξάδεηγκα 
νη επζείεο: y = x +1, y = - x + 1,             

y 
  

 

O 
  

 

β1 
  

 

σ1 
  

 

β2 
  

 

σ2 
  

 

ε2 
  

 

x 
  

 

ε1 
  

 

ε1 
  

 

y 
  

 

O 
  

 

σ1 
  

 σ2 
  

 

ε2 
  

 

x 
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y = 2x + 1 θηι., δηέξρνληαη όιεο από 
ην ίδην ζεκείν, ην ζεκείν 1 ηνπ άμν-
λα y' y 
Γεληθά, νη επζείεο ηεο κνξθήο   
y = αx + β, όπνπ β ζηαζεξό θαη α 
κεηαβιεηό δηέξρνληαη όιεο από ην 
ζεκείν β ηνπ άμνλα y'y. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
• Οη επζείεο ηεο κνξθήο y = 2x + β , 
β   R, όπσο είλαη γηα παξάδεηγκα νη 
επζείεο: y = 2x, y = 2x - 1, y = 2x + 3 
θηι., είλαη παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο, 
αθνύ έρνπλ όιεο θιίζε α = 2 

y 
  

 

O 
  

 

x 
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Γεληθά, νη επζείεο ηεο κνξθήο  
y = αx + β, όπνπ α ζηαζεξό θαη β 
κεηαβιεηό, είλαη όιεο παξάιιειεο 
κεηαμύ ηνπο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = |x| 
 

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο 
απόιπηεο ηηκήο έρνπκε: 
 
 
 

y 
  

 

O 
  

 

x 
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ƒ(x) = |x| = 
-x,  αν x < 0     

 x,  αν x    0≥  
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Δπνκέλσο ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ζπλάξηεζεο  ƒ(x) = |x| 
απνηειείηαη από ηηο δύν εκηεπζείεο:  
 

✓ y = -x, κε x ≤ 0 θαη 

✓y = x, κε x ≤ 0 
 

πνπ δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο x'   y θαη  
 

x    y αληηζηνίρσο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

˄ 
Ο 
  

 ˄ 
Ο 
  

 

y 
  

 

x 
  

 

O 
  

 

x' 
  

 

y = x, x ≥ 0 
  

 

y = x, x ≤ 0 
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ζπλάξηεζεο ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε 
ζε όιν ην R. 
i) Λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ηα 
ζεκεία Α θαη Β θαη ζηε ζπλέρεηα 
λα δείμεηε όηη ε επζεία απηή 
δηέξρεηαη θαη από ην ζεκείν Γ. 
ii) Λα ιύζεηε γξαθηθά ηελ 
αλίζσζε ƒ(x) > -0,5  x + 1. 
 
                                      
 
 
 
 
 
 
 

ΙΤΖ 
i) Ζ επζεία ΑΒ έρεη εμίζσζε ηεο 
κνξθήο y = αx + β θαη επεηδή 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α (2,0) θαη 
Β (0,1) ζα ηζρύεη: 

• 
 

A 
  

 

B 
  

 

Γ 
  

 

Ο 
  

 

x 
  

 

y 
  

 

1 
  

 

y = ƒ(x) 
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0 = α  2 + β θαη 1 = α  0 + β, νπόηε 
ζα έρνπκε: 
α = -0,5   θαη   β = 1 
Άξα ε εμίζσζε ηεο ΑΒ είλαη: 
y = -0,5  x + 1. 
 

Γηα λα δείμνπκε ηώξα όηη ην ζεκείν 
Γ αλήθεη ζηελ επζεία ΑΒ, αξθεί λα 
δείμνπκε όηη ην δεύγνο (-2,2) ησλ 
ζπληεηαγκέλσλ ηνπ επαιεζεύεη ηελ 
εμίζσζε απηήο, δειαδή αξθεί λα 
δείμνπκε όηη 2 = -0,5  (-2) + 1, πνπ 
ηζρύεη. 
 
 
 
 
 
 
 
ii) Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο  
ƒ(x) > -0,5  x + 1 είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο  

A 
  

 

B 
  

 

Γ 
  

 

Ο 
  

 

x 
  

 

y 
  

 

1 
  

 

y = ƒ(x) 
  

 

y = 0,5x + 1 
  

 

-2 
  

 

2 
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παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ βξίζθνληαη 
πάλσ από ηελ επζεία κε εμίζσζε    
y = -0,5  x + 1, δειαδή πάλσ από 
ηελ επζεία ΑΒ. Δπνκέλσο, ε 
αλίζσζε απηή αιεζεύεη γηα  

x   (-2,0) U (2, +∞). 
 

 ΑΘΖΔΗ 

 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1. Να βξείηε ηε γσλία πνπ 
ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x' x ε 
επζεία: 
 i) y = x + 2  
 iii)  y = -x +1  
 

2. Να βξείηε ηελ θιίζε ηεο επζείαο 
πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία:  
 i)  A(1,2) θαη B(2,3)  
 ii)  A(1,2) θαη B(2,1) 
 iii)  A(2,1) θαη B(-1,1)  
 iv)  A(1,3) θαη B(2,1). 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) y = 3x - 1
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iv) y = - 3x + 2.
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3. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
επζείαο ε νπνία: 
 

 i) Έρεη θιίζε α = -1 θαη ηέκλεη ηνλ 
άμνλα y'y ζην ζεκείν B(0,2). 
 

 ii) ρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x'x 

γσλία σ = 45° θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα 

y'y ζην ζεκείν B(0,1). 
 

 iii) Δίλαη παξάιιειε κε ηελ επζεία   
y = 2x - 3 θαη δηέξρεηαη από ην ζε-
κείν A (1,1). 
 

4. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ηα 
ζεκεία:  
 i)  A(1,2) θαη B(2,3)  
 ii)  A(1,2) θαη B(2,1)  
 iii)  A(2,1) θαη B(-1,1)  
 iv)  A(1,3) θαη B(2,1). 
 

5. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ηεο 
επζείαο πνπ παξηζηάλεη ηε ζρέζε 
κεηαμύ ηεο ζεξκνθξαζίαο C ζε 
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βαζκνύο Celsius θαη ηεο 
ζεξκνθξαζίαο F ζε βαζκνύο 
Fahrenheit είλαη ε 
 
 
Γλσξίδνπκε όηη ην λεξό παγώλεη ζε 

0
o
C ή 32°F θαη βξάδεη ζε 100

o
C ή 

212°F. 

Τπάξρεη ζεξκνθξαζία πνπ λα 
εθθξάδεηαη θαη ζηηο δύν θιίκαθεο κε 
ηνλ ίδην αξηζκό; 
 

6. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε 
ζπλάξηεζε: 
 
 
 
 

7. ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 
ζπλάξηεζεο ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε 
ζε όιν ην R θαη ε επζεία y = x. 

M at h Com poser  1. 1. 5
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C = 
 5 

9
 (F - 32)
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-x + 2,    αν    x < 0

2,           αν    0    x < 1

x + 1,     αν    1    x

≤  
 

≤  
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Να ιύζεηε γξαθηθά: 
 i) Σηο εμηζώζεηο: 
  ƒ(x) = 1 θαη ƒ(x) = x . 
 ii) Σηο αληζώζεηο: 
  ƒ(x) < 1 θαη ƒ(x) ≥ x . 
 
 
 
 
 
 
 

8. i) ην ίδην ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 
ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x) = |x| θαη g(x) = 1 
θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε 
ηηο αληζώζεηο:  

|x| ≤ 1 θαη |x| > 1. 
ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηηο 
απαληήζεηο ζαο ζην πξνεγνύκελν 
εξώηεκα. 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

y = x 
  
 x 
  
 

1 
  
 

Ο 
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B΄ ΟΚΑΓΑ 
 

1. Ζ πνιπγσληθή γξακκή ΑΒΓΓΔ 
ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο είλαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 
ζπλάξηεζεο ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε 
ζην δηάζηεκα [-6,5]. 
 
 
 
 
 
 
 

 i)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ ζε θάζε αθέξαην  
x    [-6,5]. 
 ii)  Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
ƒ(x) = 0, ƒ(x) = -1 θαη ƒ(x) = 1 
 iii) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
επζείαο ΒΓ θαη ζηε ζπλέρεηα λα 
ιύζεηε γξαθηθά ηελ αλίζσζε 
ƒ(x) < 0,5  x . 

Α 
  
 

Β 
  
 

Γ 
  
 

Γ 
  
 

E 
  
 

x 
  
 

y 
  
 
Ο 
  
 

1 
  
 

5 
  
 

-6 
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2. Μηα θσηεηλή αθηίλα θηλείηαη θαηά 
κήθνο ηεο επζείαο y = 1 - x θαη 
αλαθιάηαη ζηνλ άμνλα x'x. Να 
γξάςεηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο 
θαηά κήθνο ηεο νπνίαο θηλείηαη ε 
αλαθιώκελε αθηίλα. 
 

3. ε κηα δεμακελή ππάξρνπλ 600 
ιίηξα βελδίλεο. Έλα βπηηνθόξν πνπ 
πεξηέρεη 2000 ιίηξα βελδίλεο αξρίδεη 
λα γεκίδεη ηε δεμακελή. Αλ ε 
παξνρή ηνπ βπηηνθόξνπ είλαη 100 
ιίηξα ην ιεπηό θαη ε δεμακελή 
ρσξάεη όιε ηε βελδίλε ηνπ 
βπηηνθόξνπ: 
 i) Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ 
εθθξάδνπλ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ 
t, ηελ πνζόηεηα ηεο βελδίλεο: 
α) ζην βπηηνθόξν θαη  
β) ζηε δεμακελή. 
 ii) Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο θαη λα  
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βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ 
νπνία ην βπηηνθόξν θαη ε δεμακελή 
έρνπλ ηελ ίδηα πνζόηεηα βελδίλεο. 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα ην ζεκείν 
Μ δηαγξάθεη ην επζύγξακκν ηκήκα 
ΑΒ από ην Α πξνο ην Β. 
πκβνιίδνπκε κε x ην κήθνο ηεο 
δηαδξνκήο ΑΜ ηνπ ζεκείνπ Μ θαη κε  
 

ƒ(x) ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ ΜΓΓ. 
Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηνλ 
ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο E = ƒ(x) θαη 
ζηε ζπλέρεηα λα ηελ παξαζηήζεηε 
γξαθηθά. 
 
 
 
 
 
 
 

 
Β 
  
 

Α 
  
 

Γ 
  
 

4 
  
 

2 
  
 

Γ 
  
 

Μ 
  
 

Δ = ƒ(x) 
  
 

4 
  
 

x 
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5. Γύν θεξηά Κ1 θαη Κ2, ύςνπο 20cm 

ην θαζέλα, άξρηζαλ λα θαίγνληαη 
ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή θαη ην 
πξώην θεξί θάεθε ζε 3 ώξεο, ελώ 
ην δεύηεξν θάεθε ζε 4 ώξεο. Σα 

ύςε ησλ θεξηώλ Κ1 θαη Κ2, 

ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t, θαηά ην 
ρξνληθό δηάζηεκα πνπ θαζέλα από 
απηά θαηγόηαλ, παξηζηάλνληαη κε ηα 

επζύγξακκα ηκήκαηα k1 θαη k2 ηνπ 

παξαθάησ ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 
 

i) Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο            

h = h1(t) θαη h = h2(t) πνπ 

εθθξάδνπλ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ 

Ο 
  
 

k1 

  
 

k2 

  
 

20 
  
 

3 
  
 

4 
  
 

h(ζε cm) 
  
 

t(ζε ώξεο) 
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 t, ηα ύςε ησλ θεξηώλ Κ1 θαη Κ2 

αληηζηνίρσο. 

ii) Να βξείηε πόηε ην θεξί Κ2 είρε 

δηπιάζην ύςνο από ην θεξί Κ1. 

iii) Να ιύζεηε ην ίδην πξόβιεκα θαη 
ζηε γεληθή πεξίπησζε πνπ ην 
αξρηθό ύςνο ησλ θεξηώλ ήηαλ ίζν 
κε π. Ση παξαηεξείηε; 
 

 

 
 

4.4 ΘΑΣΑΘΟΡΤΦΖ - ΟΡΗΕΟΛΣΗΑ   
   ΚΔΣΑΣΟΠΗΖ ΘΑΚΠΤΙΖ 

 

Θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε 
θακπύιεο 
α) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε  
ƒ(x) = |x| + 1. Δπεηδή 
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ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπ-
λάξηεζεο ƒ(x) = |x| + 1, ζα 
απνηειείηαη από ηηο εκηεπζείεο 
 

✓ y = -x + 1, κε x ≤ 0 θαη  

✓ y = x + 1, κε x ≥ 0, πνπ έρνπλ 

αξρή ην ζεκείν 1 ηνπ άμνλα y' y θαη 
είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ x'   y θαη x    y από ηηο 
νπνίεο, όπσο είλαη γλσζηό, 
απνηειείηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο θ(x) = |x| (ρήκα). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| 

˄ 
Ο 
  
 

˄ 
Ο 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

x' 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

M
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θαηαθόξπθα
(1)

 θαη πξνο ηα πάλσ 

θαηά 1 κνλάδα, ηόηε απηή ζα 
ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ(x) = |x| +1. Απηό, 
άιισζηε, ήηαλ αλακελόκελν, αθνύ 
ηζρύεη: 
ƒ(x) = θ(x) + 1, γηα θάζε x    R, 
πνπ ζεκαίλεη όηη γηα θάζε x    R ην  
ƒ(x) είλαη θαηά 1 κνλάδα 
κεγαιύηεξν ηνπ θ(x).  
 

Γεληθά: 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ , κε: 
ƒ(x) = θ(x) + c, όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε 
κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο 

πξνο ηα πάλσ (ρήκα α') 
 

(1)
 Γειαδή παξάιιεια κε ηνλ άμνλα 

y'y 
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ρήκα α' 
 

β) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε    
ƒ(x) = |x| - 1. Δπεηδή 
 
 
 
ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x| -1, ζα απνηειείηαη 
από ηηο εκηεπζείεο  

✓ y = -x - 1, κε x < 0 θαη  

✓ y = x - 1, κε x > 0, πνπ έρνπλ 

αξρή ην ζεκείν -1 ηνπ άμνλα y' y θαη 
είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ x '   y θαη x   y 
από ηηο νπνίεο απνηειείηαη ε  

y = θ(x) + c 
  
 

y = θ(x)  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

Ο 
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˄ 
Ο 
  
 

˄ 
Ο 
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γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| 
(ρήκα).  
 
 
 
 
 
 
 
 
Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| 
θαηαθόξπθα θαη πξνο ηα θάησ θαηά 
1 κνλάδα, ηόηε απηή ζα ζπκπέζεη κε 
ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ(x) =    
= |x| - 1. Απηό, άιισζηε, ήηαλ 
αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη : 
 

ƒ(x) = θ(x) - 1, γηα θάζε x    R,  
 

πνπ ζεκαίλεη όηη γηα θάζε x   R ην     
ƒ(x) είλαη θαηά 1 κνλάδα κηθξόηεξν 
ηνπ θ(x). Γεληθά: 
 

1 
  
 

1 
  
 

-1  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

x' 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = |x|

Ο 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = |x| - 1

34 / 121 



 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ , κε: 
ƒ(x) = θ(x) - c, όπνπ c > 0 , 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε 
κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο 

πξνο ηα θάησ (ρήκα β') 

 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα β' 
 

Οξηδόληηα κεηαηόπηζε θακπύιεο 
 

α) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε    
ƒ(x) = |x - 1|. Δπεηδή 

y = θ(x) - c 
  
 

y = θ(x)  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

Ο 
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ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x - 1|, ζα απνηειείηαη από ηηο 
εκηεπζείεο  

✓ y = -x + 1, κε x < 1 θαη  

✓ y = x - 1, κε x > 1, πνπ έρνπλ 

αξρή ην ζεκείν 1 ηνπ άμνλα x'x θαη 
είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ x 'Oy θαη xOy από ηηο 
νπνίεο απνηειείηαη ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| (ρήκα). 
 
 
 
 
 
 
Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| 

M at h Com poser  1. 1. 5
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νξηδόληηα
(2)

 θαη πξνο ηα δεμηά θαηά 

1 κνλάδα, ηόηε απηή ζα ζπκπέζεη κε 
ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x -1|. Απηό, άιισζηε, ήηαλ 
αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη 
ƒ(x) = θ(x - 1) , γηα θάζε x   R , πνπ 
ζεκαίλεη όηη ε ηηκή ηεο ƒ(x) = |x -1| 
ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή ηεο 
θ(x) = |x| ζηε ζέζε x - 1. 
Γεληθά: 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ κε: 
ƒ(x) = θ(x - c), όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα 
κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο 

πξνο ηα δεμηά (ρήκα γ'). 

 
 
(2)

 Γειαδή παξάιιεια κε ηνλ άμνλα 

x'x . 
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Πξάγκαηη  επεηδή ƒ(x) = θ(x - c), ε 
ηηκή ηεο ƒ ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε 
ηελ ηηκή ηεο θ ζηε ζέζε x - c, πνπ 
βξίζθεηαη c κνλάδεο αξηζηεξόηεξα 
ηεο ζέζεο x. Άξα, ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ ζα βξίζθεηαη c 
κνλάδεο δεμηόηεξα ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ (ρήκα γ'). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα γ' 
 

β) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε           
ƒ(x) = |x + 1| . Δπεηδή 
 
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 c 

  
 

y 
  
 

x - c 
  
 

x 
  
 

Ο 
  
 

x 
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ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x + 1|, ζα απνηειείηαη 
από ηηο εκηεπζείεο  

✓ y = -x - 1, κε x < -1 θαη  

✓ y = x + 1, κε x > -1, πνπ έρνπλ 

αξρή ην ζεκείν -1 ηνπ άμνλα x' x θαη 
είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ x 'Oy θαη xOy από ηηο 
νπνίεο απνηειείηαη ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| (ρήκα).  
 
 
 
 
 
 
 
Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| 
νξηδόληηα θαη πξνο ηα αξηζηεξά 
θαηά 1 κνλάδα, ηόηε απηή ζα  

˄ ˄ 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 -1 

  
 

1 
  
 

y 
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ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ƒ(x) = |x + 1|. Απηό, άιισζηε, 
ήηαλ αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη 
 

ƒ(x) = θ(x + 1) , γηα θάζε x    R ,  
 

πνπ ζεκαίλεη όηη ε ηηκή ηεο  
ƒ(x) = |x + 1| ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε 
ηελ ηηκή ηεο θ(x) = |x| ζηε ζέζε x + 1. 
Γεληθά: 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ, κε: 
ƒ(x) = θ(x + c), όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα 
κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο 

πξνο ηα αξηζηεξά (ρήκα δ'). 
 

Πξάγκαηη· επεηδή ƒ(x) = θ(x + c), ε 
ηηκή ηεο ƒ ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε 
ηελ ηηκή ηεο θ ζηε ζέζε x + c, πνπ 
βξίζθεηαη c κνλάδεο δεμηόηεξα ηεο 
ζέζεο x. Άξα, ε γξαθηθή παξάζηα-
ζε ηεο ƒ ζα βξίζθεηαη c κνλάδεο 
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αξηζηεξόηεξα ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ (ρήκα δ'). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα δ' 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

Λα παξαζηεί γξαθηθά ε 
ζπλάξηεζε ƒ(x) = |x + 3| + 2: 
ΙΤΖ 
Αξρηθά ραξάζζνπκε ηελ y = |x + 3|, 
πνπ όπσο είδακε πξνθύπηεη από 
κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο y = |x| 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x + c 
  
 

x 
  
 

Ο 
  
 

x 
  
 

θ(x + c) 
  
 

Cθ 

  
 

Cf 

  
 

ƒ(x)  
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θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά. 
ηε ζπλέρεηα ραξάζζνπκε ηελ           
y = |x + 3| + 2,πνπ όπσο είδακε 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε 
κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο y = |x + 3| θαηά 2 
κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ƒ(x) = |x + 3| + 2 πξνθύπηεη από 
δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 
ζπλάξηεζεο y = |x|, κηαο νξηδόληηαο 

y 
  
 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

3 
  
 

2 
  
 

y = |x + 3| 
  
 
y = |x| 
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θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά 
θαη κηαο θαηαθόξπθεο θαηά 2 
κνλάδεο πξνο ηα πάλσ (ρήκα). 
 

ΖΚΔΗΧΖ: 
Με αλάινγν ηξόπν, δνπιεύνπκε γηα 
λα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο: 
ƒ(x) = θ(x ± c)  ± d, κε c, d > 0 
Γειαδή, αμηνπνηνύκε ηόζν ηελ 
νξηδόληηα όζν θαη ηελ θαηαθόξπθε 
κεηαηόπηζε θακπύιεο. 
 

 ΑΘΖΔΗ 

 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο: 
 

θ(x) = |x|,  ƒ(x) = |x| + 2  θαη 

g(x) = |x| - 2. 
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2. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

θ(x) = |x|,  h(x) = |x + 2|  θαη 

g(x) = |x - 2|. 
 

3. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

θ(x) = |x|,  F(x) = |x + 2| + 1  θαη 

g(x) = |x - 2| - 1. 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 
ζπλάξηεζεο θ πνπ απνηειείηαη 
από ηελ δηρνηόκν ηεο δεύηεξεο 
γσλίαο ησλ αμόλσλ θαη από ην 

εκηθύθιην πνπ αλήθεη ζην 1
ν
 

ηεηαξηεκόξην θαη έρεη δηάκεηξν πνπ 
νξίδνπλ ηα ζεκεία O(0,0) θαη A(2,0). 
 

ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο: 

i) ƒ(x) = θ(x) + 2 θαη g(x) = θ(x) - 2 

ii) h(x) = θ(x + 3) θαη q(x) = θ(x - 3) 
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iii) F(x) = θ(x + 3) + 2  
θαη G(x) = θ(x - 3) - 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε θ(x) = 2x
2
 -1. 

Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο 
ƒ ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε 
πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο 
κεηαηνπίζεηο ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο θ: 

i)  θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα δεμηά θαη 
θαηά 1 κνλάδα πξνο ηα πάλσ. 

ii) θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα δεμηά θαη 
θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα θάησ. 

Α 
  
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Cθ 

  
 

45 / 126 



iii) θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα 
αξηζηεξά θαη θαηά 1 κνλάδεο πξνο 
ηα πάλσ. 

iv) θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα 
αξηζηεξά θαη θαηά 2 κνλάδεο πξνο 
ηα θάησ. 
 
 

 
 

4.5 ΚΟΛΟΣΟΛΗΑ - ΑΘΡΟΣΑΣΑ    
   - ΤΚΚΔΣΡΗΔ ΤΛΑΡΣΖΖ 
 

Μνλνηνληά ζπλάξηεζεο 
ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο T = ƒ(t) πνπ εθθξάδεη 
ηε ζεξκνθξαζία Σ ελόο ηόπνπ 
ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t θαηά ην 
ρξνληθό δηάζηεκα από ηα 
κεζάλπρηα κηαο εκέξαο (t = 0) κέρξη 
ηα κεζάλπρηα ηεο επόκελεο κέξαο 
(t = 24). 
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α) Παξαηεξνύκε όηη ζην δηάζηεκα [4,16] ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ζεξκνθξαζίαο αλέξρεηαη. 
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Απηό ζεκαίλεη όηη ζην δηάζηεκα 
απηό, κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ, ε 
ζεξκνθξαζία απμάλεηαη, δειαδή γηα 

νπνηαδήπνηε t1, t2     [4,16] κε t1 < t2 

ηζρύεη: 

ƒ(t1) < ƒ(t2) 
 

Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε 
ζπλάξηεζε T = ƒ(t) είλαη γλεζίσο 
αύμνπζα ζην δηάζηεκα [4,16]. 
Γεληθά: 

ΟΡΗΚΟ 
 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ ιέγεηαη γλεζίσο 
αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ 
πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε x1, x2    Γ κε x1 < x2 

ηζρύεη: 
ƒ(x1 ) < ƒ(x2) 
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Γηα λα δειώζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 
ƒ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 
δηάζηεκα Γ γξάθνπκε ƒ   Γ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε            
ƒ(x) = 2x - 3 είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην R . Πξάγκαηη έζησ x1,x2    R, κε 

x1 < x2. Σόηε έρνπκε: 

 x1 < x2    2x1 < 2x2 

  2x1 - 3 < 2x2 - 3 

  ƒ(x1) < ƒ(x2) 

Γεληθά: 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = x + β, κε      
α > 0 είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R. 
β) ην ίδην ζρήκα, παξαηεξνύκε 
επηπιένλ όηη ζην δηάζηεκα [16,24] ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζεξκνθξαζίαο θαηέξρεηαη. 
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Απηό ζεκαίλεη όηη ζην δηάζηεκα 
απηό, κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ, ε 
ζεξκνθξαζία κεηώλεηαη, δειαδή γηα 

νπνηαδήπνηε t1, t2     [16,24] κε  

t1 < t2 ηζρύεη: 

ƒ(t1) > ƒ(t2) 

Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε 
ζπλάξηεζε T = ƒ(t) είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα [16,24]. 
Γεληθά: 

ΟΡΗΚΟ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ ιέγεηαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ 
πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε x1, x2    Γ κε x1 < x2 

ηζρύεη: 
ƒ(t1) > ƒ(t2) 

 

 

Γηα λα δειώζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε 
είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
δηάζηεκα Γ γξάθνπκε   ƒ    Γ 
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Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε             
ƒ(x) = -2x + 5 είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα ζην R. Πξάγκαηη· έζησ  

x1, x2     R, κε x1 < x2. Σόηε έρνπκε: 
 

 x1 < x2  -2x1 > -2x2 

  -2x1 + 5 > -2x2 + 5 

  ƒ(x1) > ƒ(x2) 
 

Γεληθά: 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx + β, κε α < 0 
είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R. 
Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη είηε 
γλεζίσο αύμνπζα είηε γλεζίσο 
θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ 

ιέγεηαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ. 
 

Διάρηζην θαη κέγηζην ζπλάξηεζεο 
 

Αο ζεσξήζνπκε θαη πάιη ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο T = ƒ(t) . 
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Παξαηεξνύκε όηη: 

α) Σε ρξνληθή ζηηγκή t1 = 4 ε 

ζεξκνθξαζία ηνπ ηόπνπ παίξλεη ηελ 
ειάρηζηε ηηκή ηεο, πνπ είλαη ε ƒ(4) = 3 
βαζκνί Κειζίνπ. Γειαδή ηζρύεη: 
 

ƒ(t) ≥ ƒ(4) = 3 , γηα θάζε t    [0,24]  
 

Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε 
ζπλάξηεζε T = ƒ(t) παξνπζηάδεη 
ζην t = 4 ειάρηζην, ην ƒ(4) = 3. 
Γεληθά: 
 

ΟΡΗΚΟ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ 
έλα ζύλνιν Α, ιέκε όηη παξνπζηάδεη 

ζην x0     Α (νιηθό) ειάρηζην όηαλ: 

ƒ(x ) > ƒ(x0), γηα θάζε x    Α 
 

Σν x0    Α ιέγεηαη ζέζε ειαρίζηνπ, 

ελώ ην ƒ(x0) νιηθό ειάρηζην ή 

απιώο ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο ƒ  

θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε min ƒ(x). 

55 / 130 



Γηα παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε ƒ(x) = 3x
4
 + 1. Δπεηδή 

 x
4
 ≥ 0, γηα θάζε x    R, 

ζα είλαη  

 3x
4
 ≥ 0, γηα θάζε x    R , 

νπόηε ζα έρνπκε 

 3x
4
 + 1 ≥ 1, γηα θάζε x   R . 

Δπνκέλσο: 
 ƒ(x) ≥ ƒ(0), γηα θάζε x   R  
 

Άξα, ε ƒ παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 

x0 = 0 , ην ƒ(0) = 1 
 

β) Σε ρξνληθή ζηηγκή t2 = 16 ε 

ζεξκνθξαζία ηνπ ηόπνπ παίξλεη ηε 
κέγηζηε ηηκή ηεο, πνπ είλαη ε T(16) = 
= 11 βαζκνί Κειζίνπ. Γειαδή 
ηζρύεη: 
ƒ(t) ≤ ƒ(16) = 11, γηα θάζε t    [0,24] 
Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε 
ζπλάξηεζε T = ƒ(t) παξνπζηάδεη 
ζην t = 16 κέγηζην, ην ƒ(16) = 11. 
Γεληθά: 
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ΟΡΗΚΟ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ 
έλα ζύλνιν Α, ιέκε όηη παξνπζηάδεη 

ζην x0    Α (νιηθό) κέγηζην όηαλ 

ƒ(x) ≤ ƒ(x0) , γηα θάζε x    Α 
 

 

Σν x0    Α ιέγεηαη ζέζε κεγίζηνπ, 

ελώ ην  ƒ(x0) νιηθό κέγηζην ή 

απιώο κέγηζην ηεο ƒ θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε max ƒ(x) . Γηα 
παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε ƒ(x) = -3x
4
 + 1. Δπεηδή 

 

 x
4
 ≥ 0,  γηα θάζε x    R, 

ζα είλαη 

 -3x
4
 ≤ 0 ,  γηα θάζε x    R, 

νπόηε ζα έρνπκε  

 -3x
4
 + 1 ≤ 1,  γηα θάζε x    R . 

Δπνκέλσο: 
 ƒ(x) ≤ ƒ(0),  γηα θάζε x    R 
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 Άξα, ε ƒ παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 

x0 = 0 , ην ƒ(0) = 1. 

Σν (νιηθό) κέγηζην θαη ην (νιηθό) 
ειάρηζην κηαο ζπλάξηεζεο ιέγνληαη 

νιηθά αθξόηαηα απηήο. 

ΥΟΙΗΟ: 
Μηα ζπλάξηεζε ελδέρεηαη λα έρεη 
θαη κέγηζην θαη ειάρηζην (ρ. α) ή 
κόλν ειάρηζην (ρ. β') ή κόλν 
κέγηζην (ρ. γ') ή λα κελ έρεη νύηε 
κέγηζην νύηε ειάρηζην (ρ. δ'). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 
  
 

y 
  
 
1 
  
 

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

ρήκα α 
  

 

58 / 131 

1 
  
 

O 
  
 

1 
  
 x 

  
 

y = ƒ(x) 
  
 

ρήκα β' 
  
 

y 
  
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

Άξηηα ζπλάξηεζε 
α) ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε Cƒ κηαο 

ζπλάξηεζεο ƒ πνπ έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην R . Παξαηεξνύκε 

όηη ε Cf έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ 

άμνλα y'y, αθνύ ην ζπκκεηξηθό θάζε 

ζεκείνπ ηεο Cƒ σο πξνο ηνλ άμνλα 

y'y αλήθεη ζηελ Cƒ . 

Δπεηδή, όκσο, ην ζπκκεηξηθό ηνπ 

ηπραίνπ ζεκείνπ M(x,y) ηεο Cƒ σο 

πξνο ηνλ άμνλα y'y είλαη ην ζεκείν 
M'(-x,y) θαη επεηδή ηα ζεκεία M(x,y) 
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θαη M'(-x,y) αλήθνπλ ζηελ Cƒ , ζα 

ηζρύεη y = ƒ(x) θαη y = ƒ(-x), νπόηε 
ζα έρνπκε: 

ƒ(-x) = ƒ(x) 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ κε ηελ παξαπάλσ 

ηδηόηεηα ιέκε ιέγεηαη άξηηα. Γεληθά: 
 
 
 
 
 
 
 

ΟΡΗΚΟ: 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ 
έλα ζύλνιν Α, ζα ιέγεηαη άξηηα, 
όηαλ γηα θάζε x     Α ηζρύεη: 

-x    Α θαη ƒ(-x) = ƒ(x) 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο άξηηαο 

ζπλάξηεζεο έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο 
ηνλ άμνλα y 'y 

M 
  
 

M' 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

x 
  
 

-x 
  
 

ƒ(-x) ƒ(x) 

O 
  
 

60 / 132 



Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε               

ƒ(x) = 2x
4
 - x

2
 + 1 είλαη άξηηα 

ζπλάξηεζε, αθνύ έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην R θαη γηα θάζε x   R   
ηζρύεη: 

ƒ(-x) = 2(-x)
4
 - (-x)

2
 + 1 =  

= 2x
4
 - x

2
 + 1 = ƒ(x)  

πλεπώο, ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο 
ηνλ άμνλα y'y . 
 

Πεξηηηή ζπλάξηεζε 
β) ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε Cƒ κηαο 

ζπλάξηεζεο ƒ πνπ έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην R . 

Παξαηεξνύκε όηη ε Cƒ έρεη θέληξν 

ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, 
αθνύ ην ζπκκεηξηθό θάζε ζεκείνπ 

ηεο Cƒ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμό-

λσλ αλήθεη ζηελ Cƒ . 
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Δπεηδή, όκσο, ην ζπκκεηξηθό ηνπ 

ηπραίνπ ζεκείνπ M(x,y) ηεο Cƒ σο 

πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ είλαη ην 
ζεκείν M'(-x, -y) θαη επεηδή ηα 
ζεκεία M(x,y) θαη M'(-x, -y) αλήθνπλ 

ζηελ Cƒ , ζα ηζρύεη y = ƒ(x) θαη                

-y = ƒ(-x), νπόηε ζα έρνπκε: 
ƒ(-x ) = -ƒ(x) 

Ζ ζπλάξηεζε f κε ηελ παξαπάλσ 

ηδηόηεηα ιέγεηαη πεξηηηή. Γεληθά: 

ΟΡΗΚΟ: 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ 
έλα ζύλνιν Α, ζα ιέγεηαη πεξηηηή, 
όηαλ γηα θάζε x    Α ηζρύεη: 

-x    Α θαη  ƒ(-x) = - ƒ(x) 
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Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

πεξηηηήο ζπλάξηεζεο έρεη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε            

ƒ(x) = 2x
3
 - x είλαη πεξηηηή ζπλάξηε-

ζε, δηόηη έρεη πεδίν νξηζκνύ όιν ην 
R θαη γηα θάζε x   R ηζρύεη: 

ƒ(-x) = 2(-x)
3
 - (-x) = -2x

3
 + x = - ƒ(x) 

πλεπώο, ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο 
ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
 

ΖΚΔΗΧΖ: 
Ο όξνο "άξηηα" πξνέθπςε αξρηθά 
από ην γεγνλόο όηη νη ζπλαξηήζεηο 

y = x
2
, y = x

4
, y = x

6
 θηι., πνπ έρνπλ 

άξηην εθζέηε, έρνπλ άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y, είλαη 
δειαδή άξηηεο ζπλαξηήζεηο, ελώ ν 
όξνο "πεξηηηή" πξνέξρεηαη από ην 
γεγνλόο όηη νη ζπλαξηήζεηο y = x ,    

y = x
3
, y = x

5
 θηι., πνπ έρνπλ 
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πεξηηηό εθζέηε, έρνπλ θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, 
είλαη δειαδή πεξηηηέο ζπλαξηήζεηο. 
 
 

ΔΦΑΡΜΟΓH 
 

ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη 
νξηζκέλα ηκήκαηα ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο κηαο άξηηαο 
ζπλάξηεζεο ƒ πνπ έρεη πεδίν 
νξηζκνύ ην δηάζηεκα [-6,6]. 
Λα ραξαρζνύλ θαη ηα ππόινηπα 
ηκήκαηα ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ƒ 
θαη κε ηε βνήζεηα απηήο: 
 

α) Λα βξεζνύλ ηα δηαζηήκαηα ζηα 
νπνία ε ζπλάξηεζε ƒ: 
i) είλαη γλεζίσο αύμνπζα, 
ii) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 
iii) είλαη ζηαζεξή. 
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β) Λα βξεζεί ε κέγηζηε θαη ε 
ειάρηζηε ηηκή ηεο ƒ, θαζώο επίζεο 
νη ζέζεηο ησλ αθξνηάησλ απηώλ. 
                                     
 
 
 
 
 
 
 

ΙΤΖ 
Δπεηδή ε ζπλάξηεζε ƒ είλαη άξηηα, 
ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζα έρεη 
άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y. 
Δπνκέλσο, αλ πάξνπκε ηα 
ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα y'y 
ησλ δνζέλησλ ηκεκάησλ ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ, ζα 
έρνπκε νιόθιεξε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ, πνπ είλαη ε 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

y 
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πνιπγσληθή γξακκή Α΄Β΄ΓΌΓΒΑ 
(ρήκα). 
 
 
 
 
 
 
 
Από ηελ παξαπάλσ γξαθηθή 
παξάζηαζε πξνθύπηεη όηη:  
α) Ζ ζπλάξηεζε ƒ: 

i) είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε 
θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα [0,2] θαη 
[5,6], 
ii) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε 

θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα [-2,0] θαη 
[-6,-5], ηα νπνία είλαη ζπκκεηξηθά 
σο πξνο ην Ο ησλ δηαζηεκάησλ 
[0,2] θαη [5,6] αληηζηνίρσο ζηα 
νπνία ε ƒ είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

Α' 
  
 

Β' 
  
 

Γ' 
  
 

Γ 
  
 

Β 
  
 

Α 
  
 

4 
  
 

O 
  
 

2 
  
 

5 
  
 

6 
  
 

-2 
  
 

-5 
  
 

-6 
  
 

x 
  
 

y 
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iii) είλαη ζηαζεξή ζε θαζέλα από ηα 
δηαζηήκαηα [-5,-2] θαη [2,5] ηα νπνία 
είλαη ζπκκεηξηθά κεηαμύ ηνπο σο 
πξνο ην Ο. 
 
β) Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ƒ είλαη ίζε κε 
4 θαη παξνπζηάδεηαη όηαλ ην x 
πάξεη ηηο ηηκέο -6 θαη 6. Γειαδή 
ηζρύεη: 

max ƒ(x) = ƒ(-6) = ƒ(6) = 4  
Ζ ειάρηζηε ηηκή ηεο ƒ είλαη ίζε κε 0 
θαη παξνπζηάδεηαη όηαλ ην x πάξεη 
ηελ ηηκή 0. Γειαδή ηζρύεη: 

min ƒ(x) = ƒ(0) = 0. 
 

 ΑΘΖΔΗ 

 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1) Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα 
νπνία θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
ζπλαξηήζεηο είλαη: 
α) γλεζίσο αύμνπζα θαη  
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β) γλεζίσο θζίλνπζα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
  
 

x 
  
 

O 
  
 
-1 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 2 

  
 

O 
  
 
-2 
  
 

y = g(x) 
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y 
  
 1 
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-1 
  
 

y = h(x) 
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2) Να πξνζδηνξίζεηε ηα νιηθά 
αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο 
πξνεγνύκελεο άζθεζεο, θαζώο θαη 
ηηο ζέζεηο ησλ αθξνηάησλ απηώλ. 
 

3) Να δείμεηε όηη: 

i) Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 - 6x +10 

παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x = 3 . 
 

ii) Ζ ζπλάξηεζε   
 

παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x = 1. 
 

4) Να βξείηε πνηεο από ηηο 
παξαθάησ ζπλαξηήζεηο είλαη άξηηεο 
θαη πνηεο είλαη πεξηηηέο: 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

g(x) = 
2x

x
2
 + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) ƒ1(x) = 3x
2
 + 5x

4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) ƒ2(x) = 3|x| + 1
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) ƒ3(x) = |x + 1|
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iv) ƒ4(x) = x
3
 - 3x

5
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

v) ƒ5(x) = 
x

2

1 + x
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5) Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6) Να βξείηε πνηεο από ηηο 
παξαθάησ γξακκέο είλαη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο άξηηαο θαη πνηεο 
πεξηηηήο ζπλάξηεζεο. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

vi) ƒ6(x) = 
2x

x
2
 + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) ƒ1(x) = 
 1 

|x|
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) ƒ2(x) = x - 2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) ƒ3(x) = |x - 1| - |x + 1|
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iv) ƒ4(x) = 

x + 
 1 

x

x
2
 + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

v) ƒ5(x) = |x|
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

vi) ƒ6(x) = 1 - x
2
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7) Οκνίσο γηα ηηο παξαθάησ 
γξακκέο 
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8) Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ 
γξακκέο ώζηε λα παξηζηάλνπλ 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο 
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y = ƒ(x) 
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y = h(x) 
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α) Άξηηαο ζπλάξηεζεο θαη  
β) Πεξηηηήο ζπλάξηεζεο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 
  
 

y 
  
 

Ο 
  
 

C1 

  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ο 
  
 

C2 

  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ο 
  
 

C3 

  
 

73 / 136 



 

ΔΡΧΣΖΔΗ ΘΑΣΑΛΟΖΖ 
 
 

I. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Φ, αλ ν 
ηζρπξηζκόο είλαη ςεπδήο. 
 
 

1. 

Τπάξρεη ζπλάξηεζε ηεο 
νπνίαο ε γξαθηθή 
παξάζηαζε δηέξρεηαη από 
ηα ζεκεία Α (1,2) θαη 
Β(1,3). 

A Ψ 

2. 
Οη επζείεο y = α

2
 x - 2 θαη   

y = -x + 1 ηέκλνληαη. 
Α Ψ 

3. 

Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη 
γλεζίσο αύμνπζα, ηόηε ε   
- ƒ είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα. 

Α Ψ 
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4. 
Μία γλεζίσο κνλόηνλε 
ζπλάξηεζε έρεη ην πνιύ 
κία ξίδα. 

A Ψ 

5. 

Τπάξρεη γλεζίσο 
κνλόηνλε ζπλάξηεζε πνπ 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία   
Α (1,2), Β(2,1) θαη Γ (3,3). 

Α Ψ 

6. 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  ƒ είλαη 
γλεζίσο θζίλνπζα θαη έρεη 
ξίδα ηνλ αξηζκό 1, ηόηε ζα 
ηζρύεη  ƒ(0) < 0 . 

Α Ψ 

7. 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  ƒ είλαη 
γλεζίσο κνλόηνλε θαη ε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α 
(1,2) θαη Β (2,5), ηόηε ε  ƒ  
είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

Α Ψ 

8. 

Αλ ε κέγηζηε ηηκή κηαο 
ζπλάξηεζεο  ƒ είλαη ίζε κε 
1, ηόηε ε εμίζσζε  ƒ(x) = 2 
είλαη αδύλαηε. 

Α Ψ 
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9. 
Ζ ζπλάξηεζε  ƒ:[-1,2]    R 

κε  ƒ(x) = 3x
2
 είλαη άξηηα. 

A Ψ 

10. 

Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 
άξηηα ή πεξηηηή θαη έρεη 
ξίδα ηνλ αξηζκό ξ, ηόηε 
ζα έρεη ξίδα θαη ηνλ 
αξηζκό -ξ. 

Α Ψ 

11. 
Αλ κία ζπλάξηεζε ƒ είλαη 
άξηηα, ηόηε ε ƒ δελ είλαη 
γλεζίσο κνλόηνλε. 

Α Ψ 

12. 
Αλ κία ζπλάξηεζε ƒ είλαη 
άξηηα, ηόηε ε -ƒ  είλαη 
πεξηηηή. 

Α Ψ 

II) Λα επηιέμεηε ηε ζσζηή 
απάληεζε γηα ηελ παξαθάησ 
ζπλάξηεζε ƒ. 
 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ, ηεο νπνίαο ε 
γξαθηθή παξάζηαζε πξνθύπηεη 
από δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο 
ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο θ(x) = 3x
4 

κηαο  
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νξηδόληηαο θαηά 1 κνλάδα πξνο ηα 
αξηζηεξά θαη κηαο θαηαθόξπθεο 
θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα πάλσ, έρεη 
ηύπν: 
 

Α) ƒ(x) = 3(x - 1)
4
 + 2  

Β) ƒ(x) = 3(x - 1)
4
 - 2, 

Γ) ƒ(x) = 3(x + 1)
4
 + 2  

Γ) ƒ(x) = 3(x + 1)
4
 - 2 

 
 

ΗΣΟΡΗΘΟ ΖΚΔΗΧΚΑ 
Ζ ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο 
δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ γηα ηα 
ζεκεία ελόο επηπέδνπ θαη ηεο 
πεξηγξαθήο θακπύισλ κε 
εμηζώζεηο, αλήθεη ζηνλ Rene Des-
cartes (1596 - 1650) θαη ζηνλ Pierre 
de Fermat (1601 - 1665). 
Ο Descartes (Καξηέζηνο) γελλήζεθε 
ζηε La Haye (ζεκεξηλή Νηεξθαη) 
ηεο Touraine θαη πέζαλε ζηε  
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ηνθρόικε. ε ειηθία 10 ρξόλσλ 
εγγξάθεθε ζην Βαζηιηθό Κνιιέγην 
ηεο La Fleche, όπνπ δίδαζθαλ 
Ηεζνπίηεο. Από εθείλε ηε ζηηγκή 
αξρίδεη θαη ην ελδηαθέξνλ ηνπ γηα ηα 
καζεκαηηθά. ηε δσή ηνπ ππήξμε 
θηιόζνθνο, αιιά έλα κεγάιν κέξνο 
ηνπ ρξόλνπ ηνπ ην δηέζεηε γηα ηα 
καζεκαηηθά. 
Σα απνηειέζκαηα θαη νη κέζνδνί 
ηνπ, πνπ δεκνζίεπζε ην 1637 ζην 
βηβιίν ηνπ Le Geometrie, 
δεκηνύξγεζαλ έλα λέν θιάδν ησλ 
καζεκαηηθώλ πνπ αξγόηεξα 
νλνκάζηεθε Αλαιπηηθή Γεσκεηξία. 
Ο Καξηέζηνο δηείδε ηε δύλακε ηεο 
Άιγεβξαο γηα ηε ιύζε γεσκεηξηθώλ 
πξνβιεκάησλ θαη ε ζθέςε ηνπ 
αληηπξνζώπεπε κηα ξηδηθή απόθιη-
ζε από ηελ κέρξη ηόηε επηθξαηνύζα 
άπνςε γηα ηε Γεσκεηξία. Ο όξνο 
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«Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο», 
νθείιεηαη ζην όλνκά ηνπ. 
Ο Fermat, πνπ έδεζε ζηελ Toulouse 
ηεο λόηηαο Γαιιίαο, αλ θαη ήηαλ 
λνκηθόο ζην επάγγεικα, ππήξμε 
έλαο από ηνπο κεγαιύηεξνπο 
καζεκαηηθνύο ηνπ 17νπ αηώλα. 
Σηο ηδέεο ηνπ γηα ζπληεηαγκέλεο ζηε 
Γεσκεηξία, ηππνπνίεζε ζηηο αξρέο 
ηνπ 1629 θαη ηηο θπθινθόξεζε κε 
αιιεινγξαθία, αιιά δελ 
δεκνζηεύηεθαλ πξηλ από ην 1679. Ο 
Fermat ζπλέδεζε ην όλνκά ηνπ κε 
ηνλ ηζρπξηζκό: 
«Γηα θάζε λ > 2 είλαη αδύλαην λα 
βξνύκε ζεηηθνύο αθέξαηνπο α, β, γ 
πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζρέζε      

α
λ
 = β

λ
 + γ

λ
 » πνπ είλαη γλσζηόο σο 

ην «ηειεπηαίν ζεώξεκα ηνπ Fermat». 
Σνλ ηζρπξηζκό ηνπ απηόλ έγξαςε ν 
Fermat ζην πεξηζώξην ελόο βηβιίνπ 
ηνπ πξνζζέηνληαο θαη ηα εμήο: 
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«Έρσ βξεη κηα πξαγκαηηθά 
ζαπκάζηα απόδεημε ηελ νπνία ην 
πεξηζώξην απηό είλαη πνιύ ζηελό 
γηα λα ρσξέζεη». 
Ο ηζρπξηζκόο απηόο ηνπ Fermat 
απνδείρηεθε αιεζήο ην 1994 από 
ηνλ Άγγιν καζεκαηηθό Α. Wiles, 
αθνύ ππήξμε γηα 350 ρξόληα έλα 
από ηα δηαζεκόηεξα άιπηα 
πξνβιήκαηα ηεο Θεσξίαο Αξηζκώλ. 
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  ΚΔΙΔΣΖ ΒΑΗΘΧΛ     
   ΤΛΑΡΣΖΔΧΛ 

 

Δηζαγσγή 
ην θεθάιαην απηό ζα δνύκε πώο, 
κε ηε βνήζεηα ησλ πιεξνθνξηώλ 
πνπ απνθηήζακε κέρξη ηώξα, 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε κε όζν ην 
δπλαηόλ κεγαιύηεξε αθξίβεηα ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ησλ 
ζπλαξηήζεσλ 
 

ƒ1(x) = αx
2
,   ƒ2(x) = αx

3
,  

 

               θαη  ƒ4(x) = αx
2
 + βx + γ. 

 
Ζ πνξεία ηελ νπνία αθνινπζνύκε 

ιέγεηαη κειέηε ζπλάξηεζεο θαη 
πεξηιακβάλεη ηα αθόινπζα βήκαηα: 

1. Βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
ζπλάξηεζεο. 

5  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ3 = 
 α 

x
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2. Πξνζδηνξίδνπκε ηα δηαζηήκαηα 
κνλνηνλίαο θαη ηα νιηθά αθξόηαηα 
ηεο ζπλάξηεζεο. 

3. Μειεηνύκε ηε "ζπκπεξηθνξά" 
ηεο ζπλάξηεζεο ζηα άθξα ησλ 
δηαζηεκάησλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 
ηεο ("νξηαθέο ηηκέο" θηι.). 

4. πληάζζνπκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ 
ηεο ζπλάξηεζεο θαη, κε ηε βνήζεηα 
απηνύ θαη ησλ πξνεγνύκελσλ 
ζπκπεξαζκάησλ, ραξάζζνπκε ηε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 
 

ΥΟΙΗΟ 
Όπσο είλαη γλσζηό, αλ κηα 
ζπλάξηεζε ƒ κε πεδίν νξηζκνύ έλα 
ζύλνιν Α είλαη άξηηα, ηόηε ε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y, ελώ αλ 
είλαη πεξηηηή, έρεη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
Δπνκέλσο, γηα ηε κειέηε κηαο 
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ηέηνηαο ζπλάξηεζεο αξθεί λα 
πεξηνξηζηνύκε ζηα x    A, κε x ≥ 0 
θαη λα ραξάμνπκε ηε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε ζην ζύλνιν απηό. ηε 
ζπλέρεηα ζα πάξνπκε ην ζπκκεηξη-
θό ηεο θακπύιεο πνπ ραξάμακε σο 
πξνο ηνλ άμνλα y'y αλ ε ζπλάξηεζε 
είλαη άξηηα θαη σο πξνο ηελ αξρή 
ησλ αμόλσλ αλ ε ζπλάξηεζε είλαη 
πεξηηηή θαη ζα βγάινπκε ηα ζρεηηθά 
ζπκπεξάζκαηα. Γη' απηό, ζπλήζσο, 
πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηα βήκαηα 2 
έσο 4, ειέγρνπκε από ηελ αξρή αλ 
ε ζπλάξηεζε είλαη άξηηα ή πεξηηηή. 
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5.1 ΚΔΙΔΣΖ ΤΛΑΡΣΖΖ   

   ƒ(x) = αx
2
 

 

Ζ ζπλάξηεζε g(x) = x
2
 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε        

g(x) = x
2
. Παξαηεξνύκε όηη ε 

ζπλάξηεζε απηή, έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην R θαη είλαη άξηηα, 
δηόηη γηα θάζε x    R ηζρύεη : 
 

g(-x ) = (-x )
2
 = x

2
 = g(x) 

 

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο g έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ 
άμνλα y'y. Άξα, ζύκθσλα κε όζα 
αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο, αξρηθά 
ζα κειεηήζνπκε θαη ζα παξαζηή-

ζνπκε γξαθηθά ηελ g ζην δηάζηεκα 

[0, +∞) . 
Έρνπκε ινηπόλ: 

• Κνλνηνλία: Έζησ ηπραία              

x1, x2     [0, +∞) κε x1 < x2. Σόηε ζα 
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είλαη               , νπόηε ζα έρνπκε       

g(x1 ) < g(x2) . Άξα ε ζπλάξηεζε   

g(x) = x
2 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

[0, +∞). 

• Αθξόηαηα: Γηα θάζε x    [0, +∞) 
ηζρύεη: 

g(x) = x
2
 ≥ 0 = g(0) . Άξα ε 

ζπλάξηεζε g παξνπζηάδεη ζην        

x0 = 0 ειάρηζην, ην g(0) = 0 . 

• πκπεξηθνξά ηεο g γηα 
"κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: Αο 
ζεσξήζνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

ηηκώλ ηεο g γηα "πνιύ κεγάιεο" 
ηηκέο ηνπ x: 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
1 < x

2
2
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Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x απμάλεηαη απεξηόξηζηα, 

ή όπσο ιέκε "ηείλεη ζην +∞", ην x
2
 απμάλεηαη θαη απηό 

απεξηόξηζηα θαη κάιηζηα γξεγνξόηεξα θαη άξα "ηείλεη 
ζην +∞ ". Απηό ζεκαίλεη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο g πξνεθηείλεηαη απεξηόξηζηα πξνο ηα πάλσ, 

θαζώο ην x απνκαθξύλεηαη πξνο ην +∞. 
 
 

x 10
10

 10
20

 10
50

 10
100

 10
1000

 …     +∞ 

g(x) = x
2
 10

20
 10

40
 10

100
 10

200
 10

2000
 …     +∞ 
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Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ 
θαη παίξλνληαο έλα πίλαθα ηηκώλ 

ηεο g γηα κε αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ x, 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε ηε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην 

δηάζηεκα [0, +∞) . 
 
 
 
 
 
 
Αλ ηώξα πάξνπκε ην ζπκκεηξηθό 
ηεο παξαπάλσ θακπύιεο σο πξνο 
ηνλ άμνλα y'y, ηόηε ζα έρνπκε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g(x) = x
2
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 y = x

2
 

  
 

1 
  
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 y = x

2
, x ≥ 0 

  
 1 

  
 

87 / 141 



ζε όιν ην R , από ηελ νπνία 
ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

Ζ ζπλάξηεζε g(x) = x
2
: 

• Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην               

(-∞,0] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   

[0, +∞) 
• Παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x = 0, ην 

g(0) = 0 . 
• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 
πξνεθηείλεηαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 

πάλσ, θαζώο ην x ηείλεη είηε ζην -∞, 

είηε ζην +∞. 
 

Ζ ζπλάξηεζε h(x) = -x2 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηε 

ζπλάξηεζε h(x) = -x
2
. Παξαηεξνύκε 

όηη γηα θάζε x    R ηζρύεη 

h (x) = - g(x) 

Άξα, όπσο κάζακε ζηελ §4.2, ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο h(x) = -x
2
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είλαη ζπκκεηξηθή ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο g(x) = x
2
 σο πξνο 

ηνλ άμνλα x'x. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε h(x) = -x
2
: 

• Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (-∞,0] 

θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην [0, +∞) . 
• Παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x = 0 , ην 

h(0) = 0 

• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 
πξνεθηείλεηαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 

θάησ, θαζώο ην x ηείλεη είηε ζην -∞ 

είηε ζην +∞. 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 g = x

2
 

  
 

1 
  
 

h = -x
2
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Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx
2
 

 

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 
• Αλ α > 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο 
εξγαζηήθακε γηα ηε ζπλάξηεζε      

g(x) = x
2
 θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα. Σα ζπκπεξάζκαηα 
απηά ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαθάησ 
πίλαθα: 
 

x -∞ 0 +∞ 

ƒ(x) = αx
2
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 
ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί δίλνληαη 
νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο 

ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
 γηα α = 0,5,  

α = 1 θαη α = 2. 
 

-∞ 
  
 

+∞ 
  
 

0 
min 
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• Αλ α < 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο 
εξγαζηήθακε γηα ηε ζπλάξηεζε            

h (x) = -x
2
 θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα. Σα ζπκπεξάζκαηα 
απηά ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαθάησ 
πίλαθα: 

x -∞ 0 +∞ 

ƒ(x) = αx
2
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

y = 2x
2
 

  
 

y = x
2
 

  
 

y = 0,5x
2
 

  
 

-∞ 
  
 

+∞ 
  
 

max 
0 
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ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί δίλνληαη 
νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο 

ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
 γηα α = -0,5, 

α = -1, α = -2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
, κε α ≠ 0, 

είλαη κηα θακπύιε πνπ ιέγεηαη 

παξαβνιή κε θνξπθή ηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ θαη άμνλα ζπκκεηξίαο 
ηνλ άμνλα y'y . 
ηα παξαπάλσ ζρήκαηα 
παξαηεξνύκε όηη: 

x 
  
 

y 
  
 1 

  
 

y = -2x
2
 

  
 

y = -x
2
 

  
 

y = -0,5x
2
 

  
 

Ο 
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✓ Όηαλ ην α είλαη ζεηηθό, ηόηε ε 

παξαβνιή είλαη "αλνηθηή" πξνο ηα 
πάλσ, ελώ όηαλ ην α είλαη 
αξλεηηθό, ηόηε ε παξαβνιή είλαη 
"αλνηθηή" πξνο ηα θάησ. 

✓ Καζώο ε |α| κεγαιώλεη, ε 

παξαβνιή γίλεηαη όιν θαη πην 
"θιεηζηή", δειαδή "πιεζηάδεη" ηνλ 
άμνλα y'y . 
 
 

ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

Λα κειεηεζεί θαη λα παξαζηαζεί 

γξαθηθά ε ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
: 

 

ΙΤΖ 

Ζ ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
, κε α ≠ 0, 

είλαη πεξηηηή, δηόηη: 

h (-x) = (-x)
3
 = - x

3
 = - h(x) 

Δπνκέλσο, αξθεί λα ηε κειεηήζνπ-
κε θαη λα ηελ παξαζηήζνπκε 
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γξαθηθά ζην δηάζηεκα [0, +∞) θαη 
ζηε ζπλέρεηα λα βγάινπκε ηα ζρεηη-
θά ζπκπεξάζκαηα γηα όιν ην R. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αλ εξγαζηνύκε κε ηξόπν αλάινγν 
κε εθείλν κε ηνλ νπνίν εξγαζηήθα-
κε γηα ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο 

ƒ(x) = αx
2
, ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

                                    

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = -0,5 
  
 

α = -1 
  
 

α = 0,5 
  
 

α = 1 
  
 α = -2 

  
 

α = 2 
  
 y = αx

3
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Ζ ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
, κε α  ≠ 0 : 

• Αλ α > 0 ,  

✓  Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R. 

✓  Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 

δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ 
αμόλσλ θαη εθηείλεηαη απεξηόξηζηα 
πξνο ηα πάλσ, όηαλ ην x ηείλεη ζην 
θαη απεξηόξηζηα πξνο ηα θάησ όηαλ 

ην x ηείλεη ζην -∞ . 
• Αλ α < 0, 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R 

✓ Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 

δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ 
αμόλσλ θαη εθηείλεηαη απεξηόξηζηα 
πξνο ηα θάησ, όηαλ ην x ηείλεη ζην 

+∞ θαη απεξηόξηζηα πξνο ηα πάλσ 

όηαλ ην x ηείλεη ζην -∞ . 
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 ΑΘΖΔΗ 

 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
παξαβνιήο ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 

2. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο: 

i)  ƒ(x) = 0,5x
2
, ƒ(x) = 0,5x

2
 + 2 θαη 

g(x) = 0,5x
2
 - 3 

ii) ς(x) = -0,5x
2
  h(x) = -0,5x

2
 -2 θαη  

q(x) = -0,5x
2
 + 3. 

 

Ο 
  
 

x 
  
 

Α(1,2) 

y 
  
 

96 / 144 



3. Οκνίσο ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i) ƒ(x) = 0,5x
2
, ƒ(x) = 0,5(x - 2)

2
 θαη 

g(x) = 0,5 (x + 2)
2
 

ii) ς(x) = -0,5x
2
, h(x) = -0,5(x - 2)

2
 θαη 

q(x) = -0,5(x + 2 )
2
 

 

4. i) ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέ-
λσλ λα ραξάμεηε ηηο γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x) = x
2
 θαη g(x) = 1 

θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε 
ηηο αληζώζεηο:  

x
2
 ≤ 1 θαη x

2
 > 1. 

ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα 
πξνεγνύκελα ζπκπεξάζκαηα. 
 

Β' ΟΚΑΓΑ 
1. Να ραξάμεηε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο: 

ƒ(x) = x|x|. 
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2. Να ραξάμεηε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο: 
 
 
 
θαη κε ηε βνήζεηα απηήο λα βγάιεηε 
ηα ζπκπεξάζκαηα ηα ζρεηηθά κε ηε 
κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ. 
 

3. ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη νη 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξ-
ηήζεσλ: 

ƒ(x) = x, g(x) = x
2
, 

h(x) = x
3
 θαη                  ζην 

δηάζηεκα [0, +∞) , ηηο νπνίεο 
ραξάμακε κε ηε βνήζεηα Ζ/Y. 

i) Να δηαηάμεηε από ηε κηθξόηεξε 

ζηε κεγαιύηεξε ηηο ηηκέο x, x
2
, x

3
  

 

θαη      ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ, g, h θαη 

θ:  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
-x ,  x < 0

 x
2
,  x    0≥  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

φ(x) = x
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x
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α) γηα 0 < x < 1 θαη β) γηα x > 1 . 

ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα 
ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία 
θαηαιήμαηε πξνεγνπκέλσο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα ην ηξίγσλν  
 

OAB είλαη  
ηζόπιεπξν.  
Να βξεζεί ε  
ηεηκεκέλε ηνπ  
ζεκείνπ Α. 
 
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

y = x
3
 

  
 

y = x
2
 

  
 y = x 

  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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y = x
A(1,1) 

Α 
  
 

y 
  
 

O 
  
 

y = x
2
 

  
 

x 
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5.2 ΚΔΙΔΣΖ ΣΖ ΤΛΑΡΣΖΖ:   
    
 

 

Ζ ζπλάξηεζε  
 
Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε      
 

g(x) =      . Παξαηεξνύκε όηη, ε  
 

ζπλάξηεζε απηή έρεη πεδίν 

νξηζκνύ όιν ην R = (-∞,0) U (0, +∞) 
θαη είλαη πεξηηηή, δηόηη γηα θάζε         
x    R ηζρύεη : 
 
 
 

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή ηεο παξά-
ζηαζε έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ 
αξρή ησλ αμόλσλ. Γη’ απηό αξρηθά 
ζα ηε κειεηήζνπκε θαη ζα ηελ 
παξαζηήζνπκε γξαθηθά ζην 

δηάζηεκα (0, +∞) . 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 α 

x
M at h Com poser  1. 1. 5
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g(x) = 
 1 

x
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

x
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g(-x) = 
 1 

-x
 = -g(x)
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Έρνπκε ινηπόλ: 

• Κνλνηνλία: Έζησ ηπραία                 

x1, x2    (0, +∞) κε x1 < x2. Σόηε ζα  
 

ηζρύεη               , νπόηε ζα έρνπκε     
 

g(x1) > g(x2) . Άξα ε ζπλάξηεζε   
 

                είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  
 

ζην (0, +∞). 
 

• Πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο g: Γηα  
 

θάζε x    (0,+∞) ηζρύεη  
 

Δπνκέλσο, ζην δηάζηεκα (0, +∞) ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g ζα βξί-
ζθεηαη πάλσ από ηνλ άμνλα ησλ x. 
 

• πκπεξηθνξά ηεο g γηα "κηθξέο" 
ηηκέο ηνπ x: Αο ζεσξήζνπκε ηνλ 
παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα 
"πνιύ κηθξέο" ηηκέο ηνπ x:

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

x1

 > 
 1 

x2

M at h Com poser  1. 1. 5
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g(x) = 
 1 

x
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g(x) = 
 1 

x
 > 0
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x 10
-10

 10
-20

 10
-50

 10
-100

 10
-1000

 …     0 Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

g(x) = 
 1 

x 
10

10
 10

20
 10

50
 10

100
 10

1000
 … 

 

 +∞ 

 
Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x κεηώλεηαη απεξηόξηζηα 
θαη παίξλεη ηηκέο νζνδήπνηε θνληά ζην 0 ή, όπσο  
 

ιέκε, "ηείλεη ζην 0", ην       απμάλεηαη απεξηόξηζηα θαη  
 

ηείλεη ζην +∞. Απηό ζεκαίλεη όηη, θαζώο ην x "πιε-
ζηάδεη" ην 0 από ηα δεμηά, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g 
ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα Oy . Γη’ απηό ν 

άμνλαο y'y ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g πξνο ηα πάλσ. 

Math Composer 1.1.5
http://www.mathcomposer.com

 1 

x
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• πκπεξηθνξά ηεο g γηα "κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: Αο 
ζεσξήζνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα 
"πνιύ κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: 

 
 
 
 
 

Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x απμάλεηαη απεξηόξηζηα  
 

θαη ηείλεη ζην +∞, ην      κεηώλεηαη απεξηόξηζηα θαη  
 

ηείλεη ζην 0. Απηό ζεκαίλεη όηη, θαζώο ην x 

"απνκαθξύλεηαη" πξνο ην +∞, ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο g ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα Ox . 

x 10
10

 10
20

 10
50

 10
100

 10
1000

 …     +∞ 
M at h Com poser  1. 1. 5
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g(x) = 
 1 

x  
10

-10
 10

-20
 10

-50
 10

-100
 10

-1000
 … 

 

     0 
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Γη’ απηό ν άμνλαο x'x ιέγεηαη 

νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο g πξνο ηα δεμηά. 
 

Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ 
θαη παίξλνληαο έλα πίλαθα ηηκώλ 
ηεο g γηα ζεηηθέο ηηκέο ηνπ x , 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε ηε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην 

δηάζηεκα (0, +∞) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αλ ηώξα πάξνπκε ην ζπκκεηξηθό 
ηεο παξαπάλσ θακπύιεο σο πξνο 
ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ηόηε ζα 
έρνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
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y = 
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x
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                  ζε όιν ην R, από ηελ 
 
νπνία ζπκπεξαίλνπκε όηη: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ζ ζπλάξηεζε        :  
 
• Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε 

θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα (-∞,0) 

θαη  (0, +∞) . 

Α 
  
 

Β 
  
 

Γ 
  
 Γ 

  
 

Ο 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

y = -x 
  
 

y = x 
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

g(x) = 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

g(x) = 
 1 

x
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• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε ε νπνία: 

✓ απνηειείηαη από δύν θιάδνπο, 

έλαλ ζην 1
ν
 θαη έλαλ ζην 3

ν
 ηεηαξηε-

κόξην, 

✓ έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ, 

✓ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηηο 

επζείεο y = x θαη y = -x, πνπ δηρνην-
κνύλ ηηο γσλίεο ησλ αμόλσλ θαη 
ηέινο  

✓έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ηνλ 

άμνλα x'x θαη θαηαθόξπθε αζύ-
κπησηε ηνλ άμνλα y' y . 
 

Ζ ζπλάξηεζε  
 
Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηε ζπλάξ- 
 

ηεζε                    . Παξαηεξνύκε όηη  
 

γηα θάζε x    R ηζρύεη 

h(x) = - g(x) . 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x
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Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε  
 

ηεο                     είλαη ζπκκεηξηθή  
 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  
 

                  σο πξνο ηνλ άμνλα x'x,  
 

νπόηε, ε ζπλάξηεζε                    : 
 
• Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα 

από ηα δηαζηήκαηα (-∞,0) θαη 

(0, +∞) . 

O 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = - 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

g(x) = 
 1 

x M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x
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•  Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε ε 
νπνία: 

✓ απνηειείηαη από δύν θιάδνπο, 

έλαλ ζην 2
ν
 θαη έλαλ ζην 4

ν
 

ηεηαξηεκόξην, 

✓ έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ, 

✓ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηηο 

επζείεο y = x θαη y = -x, πνπ δηρνην-
κνύλ ηηο γσλίεο ησλ αμόλσλ θαη 
ηέινο 

✓ έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ηνλ 

άμνλα x'x θαη θαηαθόξπθε αζύ-
κπησηε ηνλ άμνλα y' y. 
 

 
Ζ ζπλάξηεζε  
 

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

• Αλ α > 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο 
εξγαζηήθακε γηα ηε ζπλάξηεζε        
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 α 

x
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                 θαη θαηαιήγνπκε ζηα  
 

ίδηα ζπκπεξάζκαηα. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα α' 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα β' 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

g(x) = 
 1 

x

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = 0,5 
  
 
α = 1 
  
 

α = 2 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 α 

x
 , α > 0

α = -0,5 
  
 

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = -1 
  
 
α = -2 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 α 

x
 , α < 0
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ην ζρήκα α' δίλνληαη νη γξαθηθέο  
 

παξαζηάζεηο ηεο                    γηα 
 

α = 0,5, α = 1 θαη α = 2 . 
 

• Αλ α < 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο 
εξγαζηήθακε γηα ηε ζπλάξηεζε 
 

                  θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα  
 

ζπκπεξάζκαηα. 
ην ζρήκα β' δίλνληαη νη γξαθηθέο  
 

παξαζηάζεηο ηεο                     γηα 
 

α = -0,5, α = -1 θαη α = -2. 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
 

ζπλάξηεζεο                 , κε α ≠ 0,  
 

ιέγεηαη ηζνζθειήο ππεξβνιή κε 

θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη 

αζύκπησηεο ηνπο άμνλεο x' x θαη   
y' y. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 α 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 α 

x
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 α 

x
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

ην παξαθάησ  ζρήκα ην ζεκείν Κ 

θηλείηαη ζην 1
ν
 ηεηαξηεκόξην ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, έηζη 
ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγώληνπ 
ΟΑΚΒ λα παξακέλεη ζηαζεξό θαη 
ίζν κε 2η.κ. Λα απνδεηρηεί όηη ην 
ζεκείν Κ δηαγξάθεη ηνλ έλαλ 
θιάδν κηαο ηζνζθεινύο 
ππεξβνιήο. 
 
 
 
 
 
 

ΙΤΖ 
 

 Αλ κε x ζπκβνιίζνπκε ην κήθνο θαη 
κε y ην πιάηνο ηνπ νξζνγσλίνπ, 
επεηδή ην εκβαδόλ ηνπ είλαη ίζν κε 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 B 
  
 

M 
  
 x 

  
 

y 
  
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 B 
  
 x 

  
 

y 
  
 

M(x,y) 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 2 

x
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2ηκ, ζα ηζρύεη xy = 2 θαη x, y > 0 , 
νπόηε ζα έρνπκε: 
 
 
 

Άξα ην ζεκείν Μ ζα δηαγξάθεη ηνλ  
 

θιάδν ηεο ππεξβνιήο              πνπ  
 

βξίζθεηαη ζην 1
ν
 ηεηαξηεκόξην. 

                                    

 ΑΘΖΔΗ 
 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 
ππεξβνιήο ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 2 

x
  , με x > 0 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
 2 

x
 

Ο 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

A(2,1) 
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2. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Οκνίσο ηηο ζπλαξηήζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) φ(x) = 
 1 

x
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 1 

x
 + 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

και g(x) = 
 1 

x
 - 3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) ψ(x) = - 
 1 

x
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x
 - 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

και q(x) = - 
 1 

x
 + 3 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) φ(x) = 
 1 

x
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = 
 1 

x - 2
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

και g(x) = 
 1 

x + 3
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) ψ(x) = - 
 1 

x
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

h(x) = - 
 1 

x - 2
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

και q(x) = - 
 1 

x + 3
  .
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4. i) ην ίδην ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  
 

ζπλαξηήζεσλ                  θαη g(x) = 1  
 
θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε 
γξαθηθά ηηο αληζώζεηο: 
 
 
 

ii) Να επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά 
ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα. 
 

5. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

                     θαη g(x) = x
2
 θαη ηηο  

 

αληζώζεηο: 
 
 
 

6. Οη θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ  
 

ελόο νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) =  
 1 

x
  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

x
    1     και  

 1 

x
 > x

2≤  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) =  
 1 

x
  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

x
    x

2
     και  

 1 

x
 > x

2
≤  
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κεηαβάιινληαη έηζη, ώζηε ην 
εκβαδόλ ηνπ λα παξακέλεη ζηαζεξό 
θαη ίζν κε 2 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. 
Να εθθξάζεηε ην κήθνο y ηεο ΑΓ 
ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο x ηεο ΑΒ 
θαη ζηε ζπλέρεηα λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε απηή. 
 

 
 
 

5.3 ΚΔΙΔΣΖ ΣΖ ΤΛΑΡΣΖΖ   

   ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ 

 
Θα κειεηήζνπκε αξρηθά ηε 

ζπλάξηεζε g(x ) = 2x
2
 +12x + 20 

πνπ είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηεο       

ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ κε α ≠ 0. 

Γηα ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο g 
κεηαζρεκαηίδνπκε ηνλ ηύπν ηεο σο 
εμήο:  
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g(x)  = 2x
2
 +12 x + 20   

 = 2(x
2
 + 6x + 10 )  

 = 2[x
2
 + 2  x  3 + 3

2
 - 3

2
 + 10] 

 = 2(x + 3)
2
 + 1 

 = 2(x + 3)
2
 + 2 

Έηζη έρνπκε 

g(x) = 2(x + 3)
2
 + 2 

 

Δπνκέλσο, γηα λα παξαζηήζνπκε 

γξαθηθά ηελ g , ραξάζζνπκε πξώ-

ηα ηελ y = 2(x + 3)
2
 πνπ πξνθύπηεη 

από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο  

y = 2x
2
 θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξη-

ζηεξά, θαη ζηε ζπλέρεηα 

ραξάζζνπκε ηελ y = 2 (x + 3)
2
 + 2 

πνπ πξνθύπηεη από κηα 
θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο γξαθη-

θήο παξάζηαζεο ηεο y = 2(x + 3)
2
 

θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. 
 

Άξα, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο      

g(x ) = 2(x + 3)
2
 + 2 πξνθύπηεη από 
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δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 

παξαβνιήο y = 2x
2
, κηαο νξηδόληηαο 

θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά 
θαη κηαο θαηαθόξπθεο θαηά 2 
κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. Δίλαη 
δειαδή κηα παξαβνιή αλνηθηή 
πξνο ηα άλσ κε θνξπθή ην ζεκείν 
Κ(-3,2) θαη άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ 
επζεία x = -3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Θα κειεηήζνπκε ηώξα ηε ζπλάξ-

ηεζε ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ , κε α ≠ 0. 

y 
  
 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

3 
  
 

2 
  
 

y = 2(x + 3)
2
 + 2 

  
 

y = 2(x + 3)
2
  

  
 

y = 2x
2
  

  
 

117 / 151 



Όπσο είδακε ζηελ §3.2 (κνξθέο 
ηξησλύκνπ), ε ƒ(x) παίξλεη ηε 
κνξθή: 
 
 
 

Δπνκέλσο ε γξαθηθή ηεο παξάζηα-
ζε πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο 

κεηαηνπίζεηο ηεο παξαβνιήο y = αx
2
, 

κηαο νξηδόληηαο θαη κηαο θαηαθόξπ-
θεο, έηζη ώζηε ε θνξπθή ηεο λα  
ζπκπέζεη κε ην ζεκείν  
 

                             πλεπώο είλαη 
 

θαη απηή κηα παξαβνιή, πνπ έρεη  
 

θνξπθή ην ζεκείν  
 

άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία  
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ(x) = α x + 
β

2α

2

 -  
Δ

4α
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

K = - 
β

2α
 , - 

Δ

4α
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

K = - 
β

2α
 , - 

Δ

4α
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
β

2α
 .
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O 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
-β

2α
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

K  
-β

2α
 , 

-Δ

4α

y = αx
2
 + βx + γ 

  
 

y = αx
2
  

O 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
-β

2α
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

K  
-β

2α
 , 

-Δ

4α

y = αx
2
 + βx + γ 

  
 

y = αx
2
  

119 / 152 



Άξα, ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx
2

 + βx + γ:  

• Αλ α > 0 , 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  
 

δηάζηεκα  
 

θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 
 
 
 

✓ Παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα  

 
ην 
 
                

x -∞ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

-β

2α 
+∞ 

ƒ(x) = αx
2

 + βx + γ  
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

-    , - 
β

2α
∞
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
β

2α
 , +    ∞ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
β

2α
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ƒ - 
β

2α
 = - 

Δ

4α
 .

-∞ 
  
 

+∞ 
  
 

min 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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-Δ

4α
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Σα ζπκπεξάζκαηα απηά 
ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαπάλσ 
πίλαθα. 
 
• Αλ α < 0 , ε ζπλάξηεζε  
ƒ(x) = αx

2
 + βx + γ: 

✓ Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

 
δηάζηεκα  
 

θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα 
 
 
 

✓ Παξνπζηάδεη κέγηζην 

 
ην 
 
Σα ζπκπεξάζκαηα απηά 
ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

-    , - 
β

2α
∞
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
β

2α
 , +    ∞ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
β

2α
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
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ƒ - 
β

2α
 = - 

Δ

4α
 .
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x -∞ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

-β

2α 
+∞ 

ƒ(x) = αx
2

 + βx + γ  
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 
Σέινο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ 

είλαη κηα παξαβνιή πνπ ηέκλεη ηνλ 
άμνλα y'y ζην ζεκείν Γ(0, y) , δηόηη   
ƒ(0) = y, ελώ γηα ηα ζεκεία ηνκήο 
ηεο κε ηνλ άμνλα x'x παξαηεξνύκε 
όηη: 

•Αλ Γ > 0, ην ηξηώλπκν αx
2
 + βx + y 

έρεη δύν ξίδεο x1 θαη x2 θαη επνκέ-

λσο ε παξαβνιή y = αx
2
 + βx + y 

ηέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζε δύν ζεκεία, 

ηα Α(x1,0) θαη Β(x2,0) (ρ. α')· 

• Αλ Γ = 0, ην ηξηώλπκν έρεη δηπιή  
 

-∞ 
  
 

+∞ 
  
 

max 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 
-Δ

4α
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ξίδα ηελ          . ηελ πεξίπησζε  
 

απηή ιέκε όηη  ε παξαβνιή 
εθάπηεηαη ηνπ άμνλα x'x ζην ζεκείν            
          

                  (ρ· β')· 
 
 

• Αλ Γ < 0, ην ηξηώλπκν δελ έρεη 
πξαγκαηηθέο ξίδεο. Δπνκέλσο ε 
παξαβνιή δελ έρεη θνηλά ζεκεία κε 
ηνλ άμνλα x'x (ρ. γ'). 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ 
εμαξηάηαη από ην πξόζεκν ησλ α 
θαη Γ θαη θαίλεηαη θαηά πεξίπησζε 
ζηα παξαθάησ ζρήκαηα: 
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β

2α
, 0

ρήκα α' 
  
 

O 
  
 

x1 

  
 

x2 

  
 

α > 0 
  
 
Γ > 0 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

O 
  
 

-β/2α 
  
 

α > 0 
  
 
Γ = 0 
  
 

x 
  
 

ρήκα β' 
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Σα ζπκπεξάζκαηα ηεο §3.2 γηα ην 
πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ 
πξνθύπηνπλ άκεζα θαη κε ηε 
βνήζεηα ησλ παξαπάλσ γξαθηθώλ 
παξαζηάζεσλ. 

x 
  
 

O 
  
 

y 
  
 

α > 0 
  
 

Γ < 0 
  
 

ρήκα γ' 
  
 

y 
  
 
O 
  
 

x1 

  
 

x2 

  
 α < 0 

  
 

Γ > 0 
  
 

x 
  
 

ρήκα α' 
  
 y 

  
 
O 
  
 

-β/2α 
  
 
α < 0 
  
 
Γ = 0 
  
 

x 
  
 

ρήκα β' 
  
 

x 
  
 

O 
  
 

α < 0 
  
 
Γ < 0 
  
 

ρήκα γ' 
  
 

y 
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ΔΦΑΡΚΟΓΖ 
 

Λα κειεηεζεί θαη λα παξαζηαζεί 
γξαθηθά ε ζπλάξηεζε 

ƒ(x) = x
2
 -  4x + 3 

ΙΤΖ 
 

Γηα ηε ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 - 4x + 3  

 
είλαη α = 1 > 0,               θαη  
 
 
 
Δπνκέλσο έρνπκε ηνλ πίλαθα 
κεηαβνιώλ: 

           
 
 
 
 
 

x -∞ 2 +∞ 

 

ƒ(x) = x
2

 - 4x + 3 
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-Δ

4α
 = ƒ

-β

2α
 = ƒ(2) = -1 .

+∞ 
  
 

+∞ 
  
 

-1 
min 
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Γειαδή ε ζπλάξηεζε ƒ, 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην       

(-∞,2] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην    

[2, +∞),  

✓ Παξνπζηάδεη γηα x = 2 ειάρηζην, 

ην  ƒ(2) = -1. 
Δπηπιένλ, ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ƒ είλαη κηα παξαβνιή ε νπνία: 

✓ Έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ 

επζεία x = 2 θαη 

✓ Σέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζηα ζεκεία 

κε ηεηκεκέλεο 1 θαη 3 αληηζηνίρσο, 

x 
  
 

y 
  
 

3 
  
 

O 
  
 

1 
  
 

3 
  
 

K = (2,1) 
  
 

y = x
2
 - 4x + 3 

  
 

x = 2 
  
 

y = x
2
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πνπ είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ    

x
2
 - 4x + 3 , θαη ηνλ άμνλα y'y ζην 

ζεκείν κε ηεηαγκέλε 3. 
 

 ΑΘΖΔΗ 

 

Α΄ ΟΚΑΓΑ 
1.  i) Να γξάςεηε ηε ζπλάξηεζε       

ƒ(x) = 2x
2
 - 4x + 5 ζηε κνξθή 

ƒ(x) = α(x - p)
2
 + q θαη ζηε ζπλέρεηα 

λα βξείηε κε πνηα νξηδόληηα θαη 
πνηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο g(x) = 2x
2
 ζα ζπκπέζεη 

κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ.  

ii) Να θάλεηε ην ίδην θαη γηα ηε 

ζπλάξηεζε ƒ(x) = -2x
2
 + 8x - 9, 

ζεσξώληαο σο g ηελ g(x) = -2x
2
. 

 

2. Να βξείηε ηε κέγηζηε ή ειάρηζηε 
ηηκή ησλ ζπλαξηήζεσλ: 
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α) ƒ(x) = 2x
2
 - 6x + 3 θαη  

β) g(x) = -3x
2
 - 5x + 2. 

 

3. Να κειεηήζεηε θαη λα 
παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο  

α) ƒ(x) = 2x
2
 + 4x +1 θαη  

β) g(x) = -2x
2
 + 8x - 9. 

 

4. ηα παξαθάησ ζρήκαηα δίλνληαη 
νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο επηά 
ηξησλύκσλ, δειαδή ζπλαξηήζεσλ 

ηεο κνξθήο y = αx
2
 + βx + y . Να 

ζπκπιεξώζεηε ηηο ζηήιεο ηνπ 
πίλαθα πνπ αθνινπζεί κε ην 
πξόζεκν ησλ ζπληειεζηώλ θαη ηεο 
δηαθξίλνπζαο ησλ αληίζηνηρσλ 
ηξησλύκσλ. 
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Σξηώλπκν ƒ1 ƒ2 ƒ3 ƒ4 ƒ5 ƒ6 ƒ7 

α +       

β 0       

γ +       

Γ -       
 
 

 

x 
  
 

y 
  
 

ƒ1 

  
 

ƒ2 

  
 

ƒ3 

  
 

ƒ4 

  
 

x 
  
 

y 
  
 ƒ6 

  
 0  

 ƒ5 

  
 

ƒ7 
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Β΄ ΟΚΑΓΑ 
 

1. Γίλεηαη ε παξαβνιή  

y = x
2
 + (k +1)x + k . Να θαζνξίζεηε 

ηηο ηηκέο ηνπ k, γηα ηηο νπνίεο ε 
παξαβνιή: 

i) Δθάπηεηαη ηνπ άμνλα x' x. 

ii) Έρεη ηνλ y'y άμνλα ζπκκεηξίαο. 

iii)Έρεη γηα θνξπθή έλα ζεκείν κε 
ηεηαγκέλε -4. Πνηα είλαη ε ηεηκεκέλε 
ηεο θνξπθήο; 
 

2. ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ελόο 

ηξησλύκνπ Ρ(x) = αx
2
 + βx + y . Να 

βξείηε: 

i) Σν πξόζεκν ηνπ α. 

ii) Σν πξόζεκν ηεο δηαθξίλνπζαο Γ 
θαη 

iii) Σνπο ζπληειεζηέο ηνπ 
ηξησλύκνπ, αλ δίλεηαη όηη β = 6. 
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3. Οη δηαζηάζεηο x,y ελόο 
νξζνγσλίνπ κεηαβάιινληαη, έηζη 
ώζηε ε πεξίκεηξνο ηνπ λα 
παξακέλεη ζηαζεξή θαη ίζε κε 20 κ . 

i) Να εθθξάζεηε ην y ζπλαξηήζεη 
ηνπ x θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε 
ηνλ ηύπν Δ = ƒ(x) πνπ δίλεη ην 
εκβαδόλ E ηνπ νξζνγσλίνπ 
ζπλαξηήζεη ηνπ x. 

ii) Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ 
κεγηζηνπνηείηαη γηα x = 5 θαη λα 
βξείηε ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ. 
 

4. Έλα ζεκείν Μ θηλείηαη πάλσ ζην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ = 6cm. Με 
πιεπξέο ηα ΜΑ θαη ΜΒ  

x 
  
 

Ο 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
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θαηαζθεπάδνπκε ηζόπιεπξα 
ηξίγσλα. Γηα πνηα ζέζε ηνπ Μ ην 
άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν 
ηξηγώλσλ είλαη ειάρηζην; 
 
 
 
 
 
 

5. Έλαο θηελνηξόθνο έρεη ζύξκα 
200m θαη ζέιεη λα πεξηθξάμεη δύν 
ζπλερόκελνπο νξζνγώληνπο 
ππαίζξηνπο ρώξνπο κε δηαζηάζεηο x 
θαη y, όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό 
ζρήκα. Γηα πνηεο ηηκέο ησλ x θαη y 
ην εκβαδόλ θαη ησλ δύν ρώξσλ 
κεγηζηνπνηείηαη; 
 
 
 
 
 

Α 
  
 

Γ 
  
 

Μ 
  
 

Γ 
  
 

Β 
  
 

x 
  
 

x 
  
 

y 
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ΔΡΧΣΖΔΗ ΘΑΣΑΛΟΖΖ 
 

I. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Φ, αλ ν 
ηζρπξηζκόο είλαη ςεπδήο. 

 

 
 

 
 

 

 
 

1. 

Αλ ε παξαβνιή y = αx
2
,    

α ≠ 0 δηέξρεηαη από ην 
ζεκείν A(1,2), ηόηε 

βξίζθεηαη ζην 3
ν
 θαη 4

ν
 

ηεηαξηεκόξην.  

A Φ 

2. 

Αλ ην ηξηώλπκν                

ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 

έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνύο   

x1 = -1 θαη x2 = 3 , ηόηε έρεη 

άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ 
επζεία x = 1. 

Α Φ 
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II. Λα ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ζηηο 
παξαθάησ δύν πεξηπηώζεηο κε ηα 
ζύκβνια ηεο ηζόηεηαο ή ηεο 
αληζόηεηαο. 

1. Αλ ην ηξηώλπκν ƒ(x) = 2x
2
 + βx + y 

έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνύο x1 = -1 θαη 

x2 = 3 , ηόηε ζα ηζρύεη: 
 

ƒ(-5) … 0 ,  ƒ(1) … 0,  ƒ(5) … 0,  
γ … 0, β … -4. 

3. 

Γηα νπνηνπζδήπνηε         

α, β    R ε παξαβνιή y = αx
2
  

 

θαη ε ππεξβνιή           
 

έρνπλ έλα θαη κνλαδηθό 
θνηλό ζεκείν.  

A Φ 

4. 

 

H ππεξβνιή              θαη ε  
 

επζεία y = -x ηέκλνληαη. 
Α Φ 
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x
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2. Αλ ην ηξηώλπκν ƒ(x) = -x
2
 + βx + y 

έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνύο x1 = -3 θαη 

x2 = 1 , ζα ηζρύεη: 
 

ƒ(-5) … 0,  ƒ(-2) … 0 , ƒ(5) … 0,  
γ … 0,  β … -2. 
 

III. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν              

ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0. Λα 

επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε ζε 
θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο: 
 

1. Αλ α = 2 θαη ην ηξηώλπκν ƒ έρεη 
θνξπθή ην ζεκείν Κ (1, -3), ηόηε 
 

Α) ƒ(x) = 2(x - 1)
2
 + 3  

Β) ƒ(x) = 2(x - 1)
2
 - 3 

Γ) ƒ(x) = 2(x + 1)
2
 + 3  

Γ) ƒ(x) = 2(x + 1)
2
 - 3. 

 

2. Αλ ƒ(1) < 0, ƒ(3) > 0 θαη ƒ(5) < 0, 
ηόηε 
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Α) Γ = 0 θαη α > 0  
Β) Γ > 0 θαη α > 0  
Γ) Γ > 0 θαη α < 0 . 
 

3. Αλ ην ηξηώλπκν έρεη θνξπθή ην 
ζεκείν Κ(1,2) θαη α > 0 , ηόηε:  
Α) Γ > 0 Β) Γ = 0  
Γ) Γ < 0 Γ) y < 0. 
 

4. Αλ ην ηξηώλπκν έρεη θνξπθή ην 
ζεκείν Κ (1,0), ηόηε 
Α) β = 0  Β) Γ < 0  
Γ) Γ > 0 Γ) Γ = 0. 
 

IV. Οη παξαθάησ θακπύιεο C1, C2, 

C3 θαη C4 είλαη νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ      

ƒ1(x) = x
2
 - 4x + y1,  

ƒ2(x) = 2x
2
 - 8x + y2,  

ƒ3(x) = -x
2
 - 4x + y3 θαη  

ƒ4(x) = -2x
2
 - 8x + y4, όρη όκσο κε 

ηελ ίδηα ζεηξά. Να αληηζηνηρίζεηε 
θαζεκηά από ηηο παξαπάλσ 
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ζπλαξηήζεηο κε ηε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ƒ1 ƒ2 ƒ3 ƒ4 

    

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

-2 
  
 

-1 
  
 

2 
  
 

O 
  
 C1 

  
 

C2 

  
 

x 
  
 

y 
  
 

-2 
  
 -2 

  
 

2 
  
 

O 
  
 C3 

  
 

C4 
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Με απόθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνύ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππώλνληαη 
από ηνλ Οξγαληζκό Δθδόζεσο Γηδαθηη-
θώλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκόζηα ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ θέξνπλ 
βηβιηόζεκν πξνο απόδεημε ηεο γλεζηόηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πώιεζε θαη δε θέξεη βηβιηόζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηώθεηαη ζύκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νόκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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