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x = - 
 α 

β
 

 

  

   ΔΞΙΧΔΙ 

2.1 ΔΞΙΧΔΙ 1νπ ΒΑΘΜΟΤ     

 

Ζ  Δμίζσζε αx + β = 0 
 

ην Γπκλάζην κάζακε ηνλ ηξόπν 
επίιπζεο ησλ εμηζώζεσλ ηεο 
κνξθήο αx + β = 0 γηα ζπγθεθξηκέ-
λνπο αξηζκνύο α, β, κε α ≠ 0 
Γεληθόηεξα ηώξα, ζα δνύκε πώο κε 
ηελ βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
πξάμεσλ, επηιύνπκε ηελ 
παξαπάλσ εμίζσζε, νπνηνηδήπνηε 
θαη αλ είλαη νη αξηζκνί α, β . 
Έρνπκε ινηπόλ 
αx + β = 0       αx + β - β = - β 

αx = -β 
 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο πεξηπηώζεηο: 
 Αλ α ≠ 0 ηόηε: 

αx = -β       
 

2 
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x = - 
 α 

β
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x = 
15

3
 = 5.

Δπνκέλσο, αλ α  ≠ 0 ε εμίζσζε έρεη  
 

αθξηβώο κία ιύζε, ηελ                . 
 
 

 Αλ α = 0 , ηόηε ε εμίζσζε αx = - β 
γίλεηαη 0x = -β, ε νπνία: 

i) αλ είλαη β ≠ 0 δελ έρεη ιύζε θαη   

γη απηό ιέκε όηη είλαη αδύλαηε, ελώ 

ii) αλ είλαη β = 0 έρεη ηε κνξθή 0x = 0 
θαη αιεζεύεη γηα θάζε πξαγκαηηθό 

αξηζκό x δειαδή είλαη ηαπηόηεηα. 
Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 θαη 
γεληθά θάζε εμίζσζεο ιέγεηαη θαη 

ξίδα απηήο. 
Γηα παξάδεηγκα 
 Γηα ηελ εμίζσζε 4(x - 5) = x - 5 
έρνπκε: 
4(x - 5) = x - 5  4x - 20 = x - 5 
      4x - x = 20 - 5 
      3x = 15 
         
 

8 / 55-56 



Άξα, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε, 
ηελ x = 5 . 
 

 Γηα ηελ εμίζσζε 3x - x - 3 = 2x 
Έρνπκε 
3x - x - 3 = 2x     3x - x - 2x = 3     0x = 3 
πνπ είλαη αδύλαηε. 
 

 Γηα ηε εμίζσζε  
4(x - 5) - x = 3x - 20 έρνπκε 
4x - 20 - x = 3x - 20     4x - x - 3x =  
= 20 - 20      0x = 0 πνπ είλαη 
ηαπηόηεηα. 
 

ΥΟΛΙΟ 
Όπσο βιέπνπκε ζηα παξαπάλσ 
παξαδείγκαηα, θάζε θνξά θαηαιή-
γνπκε ζε εμίζσζε ηεο κνξθήο       
αx + β = 0, ηεο νπνίαο νη ζπληειε-
ζηέο α θαη β είλαη ζπγθεθξηκέλνη 
αξηζκνί θαη κπνξνύκε ακέζσο λα 
δνύκε πνηα από ηηο πξνεγνύκελεο 
πεξηπηώζεηο ηζρύεη. Γελ ζπκβαίλεη 
όκσο ην ίδην, αλ νη ζπληειεζηέο α 
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θαη β ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 
εθθξάδνληαη κε ηε βνήζεηα 
γξακκάησλ. ε ηέηνηεο πεξηπηώ-
ζεηο, ηα γξάκκαηα απηά ιέγνληαη 

παξάκεηξνη, ε εμίζσζε ιέγεηαη 

παξακεηξηθή θαη ε εξγαζία πνπ 
θάλνπκε γηα ηελ εύξεζε ηνπ πιή-
ζνπο ησλ ξηδώλ ηεο ιέγεηαη 

δηεξεύλεζε. 
 

Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε 
 

(ι
2
 - 1)x - ι + 1 = 0, ι     R      

 

έρεη παξάκεηξν ην ι θαη γξάθεηαη 
ηζνδύλακα 
 

(ι
2
 - 1)x - ι + 1 = 0   

(ι
2
 - 1)x = ι - 1 

(ι + 1)(ι - 1)x = ι - 1 
Δπνκέλσο 
 Αλ ι ≠ -1 θαη ι ≠ 1, ε εμίζσζε έρεη 
κνλαδηθή ιύζε, ηελ 
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x = 
λ - 1

(λ + 1)(λ - 1)
 = 

1

λ + 1
 
 
 

 Αλ ι = -1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = -2 
θαη είλαη αδύλαηε. 
 Αλ ι = 1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = 0 
θαη είλαη ηαπηόηεηα. 
 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Έλαο πνδειάηεο πήγε από κηα 
πόιε Α ζε κία πόιε Β θαη 
επέζηξεςε από ηνλ ίδην δξόκν. 
ηελ κεηάβαζε νδεγνύζε κε κέζε 
ηαρύηεηα 25km/h θαη μεθνπξά-
ζηεθε ελδηάκεζα 1 ώξα. ηελ 
επηζηξνθή νδεγνύζε κε κέζε 
ηαρύηεηα 20 km/h θαη δελ έθαλε 
θακία ζηάζε. Αλ ν ζπλνιηθόο 
ρξόλνο ηνπ ηαμηδηνύ ήηαλ 10 
ώξεο, λα ππνινγηζηεί ην κήθνο 
ηεο δηαδξνκήο ΑΒ. 
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x

25 M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x

20

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x

25
 + 

x

20
 + 1
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x

25
 + 

x

20
 + 1 = 10
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x

25
 + 

x

20
 + 1 = 10

ΛΤΗ 
 

Αλ x km είλαη ε απόζηαζε ΑΒ, ηόηε  
 

ν πνδειάηεο ρξεηάζηεθε        ώξεο  
 

γηα λα πάεη από ην Α ζην Β θαη   
 

ώξεο γηα λα επηζηξέςεη, Αθνύ 
μεθνπξάζηεθε θαη 1 ώξα , ν 
ζπλνιηθόο ρξόλνο ηνπ ηαμηδηνύ  
 

ήηαλ                            
 

Δπεηδή ν ρξόλνο   απηόο είλαη 10 
ώξεο έρνπκε ηελ εμίζσζε: 
 
 
 
Λύλνπκε ηελ εμίζσζε θαη έρνπκε: 
 
       

4x + 5x + 100 = 1000 
   9x = 900 
   x = 100 
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x
2

x - 1
 - 1 = 

1

x - 1

Άξα ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο είλαη 
100 km. 
 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε 
εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
 

ηελ ζπλέρεηα ζα δνύκε, κε ηε 
βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, πώο 
κπνξνύκε λα επηιύζνπκε εμηζώζεηο 
νη νπνίεο δελ είλαη κελ εμηζώζεηο 
1νπ βαζκνύ, αιιά, κε θαηάιιειε 
δηαδηθαζία, αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 
1νπ βαζκνύ. 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1ν 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 
 
 
                                      

ΛΤΗ 
Ζ εμίζσζε απηή νξίδεηαη γηα θάζε     
x ≠ 1. Με απηόλ ηνλ πεξηνξηζκό 
έρνπκε: 
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x
2

x - 1
 - 1 = 

1

x - 1
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(x - 1) 
x

2

x - 1
 - (x - 1) =

M at h Com poser  1. 1. 5
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= (x - 1) 
1

x - 1

 
 
 
 
 
 

  x
2
 - x + 1 = 1 

   x2 - x = 0 
   x(x - 1) = 0 
   x = 0 , αθνύ x ≠ 1 
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή 
ιύζε, ηελ x = 0. 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2o 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 
|2x -1| = |x + 3| 
 

ΛΤΗ 
Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ απνιύησλ 
ηηκώλ έρνπκε: 
|2x -1| = |x + 3|       

 2x - 1 = x + 3 ή 2x -1 = -(x + 3) 
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x = - 
 2 

3
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
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- 
 2 

3
 .

Όκσο: 
 2x - 1 = x + 3    2x - x = 4  x = 4 
 2x - 1 = -(x + 3)  2x + x = -3 + 1 

 

 3x = -2   
 
Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν  
 

ιύζεηο, ηνπο αξηζκνύο 4 θαη  
 

ΥΟΛΙΟ 
Με ηνλ ίδην ηξόπν ιύλνπκε θάζε 
εμίζσζε ηεο κνξθήο |f(x)| = |g(x)| . 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3o 
Να ιπζεί ε εμίζσζε 
|2x - 3| = 3x - 2 
 

ΛΤΗ 
Δπεηδή ην πξώην κέινο ηεο 
εμίζσζεο είλαη κε αξλεηηθό, γηα λα 
έρεη ιύζε ε εμίζσζε απηή πξέπεη 
θαη ην δεύηεξν κέινο ηεο λα είλαη κε 
αξλεηηθό. Γειαδή, πξέπεη: 
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3x - 2 > 0      (1) 
Με απηόλ ηνλ πεξηνξηζκό, ιόγσ 
ησλ ηδηνηήησλ ησλ απόιπησλ 
ηηκώλ, έρνπκε: 
 

|2x - 3| = 3x - 2 
2x - 3 = 3x - 2  ή 2x - 3 = 2 - 3x 
2x - 3x = -2 + 3  ή 2x + 3x = 2 + 3 
-x = 1    ή 5x = 5 
x = -1    ή x = 1 

 

Από ηηο παξαπάλσ ιύζεηο δεθηή 
είλαη κόλν ε x = 1, δηόηη κόλν απηή 
ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκό (1). 
 

ΥΟΛΙΟ 
Με ηνλ ίδην ηξόπν ιύλνπκε 
εμηζώζεηο ηεο κνξθήο |f(x)| = g(x). 
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ii) 
1 - 4x

5
 - 

x - 1

4
 = 

x - 4

20
 + 

 5 

4
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) 
 x 

2
 - 

 x 

3
 = 

 x 

4
 - 

 x 

5
 - 

49

60
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iv) 1,2(x + 1) - 2,5 + 1,5x = 8,6 .
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ii) 2x - 
5 - x

3
 = - 

 5 

3
 + 

7x

3
  .

 ΑΚΗΔΙ 

 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) 4x - 3(2x - 1) = 7x - 42 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) 2(3x - 1) - 3(2x -1) = 4 
 
 

 

3. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο γηα ηηο 
δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ      
ι   R  
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i) (ι - 1)x = ι - 1  

ii) (ι - 2)x = ι 

iii) ι(ι -1)x = ι - 1 

iv) ι (ι -1)x = ι
2
 + ι 

 

4. ην παξαθάησ νξζνγώλην 
ηξαπέδην λα βξεζεί ε ζέζε ηνπ 
ζεκείνπ Μ ζηελ ΑΓ ώζηε γηα ηα 
εκβαδά 
 

Δ1 = (ΜΓΓ), Δ2 = (ΜΑΒ) θαη  

 

Δ3 = (ΜΒΓ) λα ηζρύεη: 
 

i) Δ1 + Δ2 = Δ3   ii) Δ1 = Δ2 
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M at h Com poser  1. 1. 5
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Α 
  

 

Β 
  

 

Γ 
  

 

Γ 
  

 

3 
  

 

5 
  

 

Μ 
  

 x 
  

 

E1 
  

 

E2 
  

 

E3 
  

 

5 
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ii) 
 1 

R
 = 

 1 

R1

 + 
 1 

R2

5. Από θεθάιαην 4000 € έλα κέξνο 
ηνπ θαηαηέζεθε ζε κηα ηξάπεδα 

πξνο 5% θαη ην ππόινηπν ζε κηα 

άιιε ηξάπεδα πξνο 3%. Ύζηεξα 

από 1 ρξόλν εηζπξάρζεθαλ ζπ-
λνιηθά 175€ ηόθνη. Πνην πνζό ηνθί-

ζηεθε πξνο 5% θαη πνην πξνο 3%; 
 

6. Να επηιπζνύλ νη παξαθάησ 
ηύπνη σο πξνο ηελ αλαθεξόκελε 
κεηαβιεηή: 

i) λ = λ0 + αt, α ≠ 0 (σο πξνο ην t) 
 

       (σο πξνο ην R1). 

 
7. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
2
 (x - 4) + 2x(x - 4) + (x - 4) = 0. 

ii) (x - 2 )
2 

- (2 - x) (4 + x) = 0. 
 

8. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x(x
2
 -1) - x

3
 + x

2
 = 0 

ii) (x +1) + x
2
 - 1 = 0 
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i) 
x

x - 1
 = 

1

x
2
 - x
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ii) 
x + 1

x
2
 - 1

 + 
2

x
2
 - 2x + 1

 = 0 .
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i) 
1

x - 1
 + 

1

x + 1
 = 

2

x
2
 - 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
3

x + 2
 - 

 2 

x
 = 

x - 4

x
2
 + 2x

9. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x(x - 2)
2
 = x

2
 - 4x + 4 

ii) (x
2
 - 4)(x - 1) = (x

2 
- 1)(x - 2). 

 

10. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
3
 - 2x

2
 - x + 2 = 0 

ii) x
3
 - 2x

2 
- (2x -1)(x - 2) = 0. 

 

11. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 
 
 
 
 
 

12. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
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iii) 
1

x + 2
 = 

x

x
2
 - 4
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iv) 
x

2
 - x

x
2
 - 1

 = 
x

x + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
|x| + 4

3
 - 

|x| + 4

5
 = 

 2 

3
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ii) 
2|x| + 1

3
 - 

|x| - 1

2
 = 

 1 

2

 

 
 
 
 
 

13. Να βξείηε ηξεηο δηαδνρηθνύο 
αθέξαηνπο ηέηνηνπο ώζηε ην 
άζξνηζκα ηνπο λα ηζνύηαη κε ην 
γηλόκελν ηνπο. 
 

14. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i)   |2x - 3| = 5 

ii)  |2x - 4| = |x - 1| 

iii) |x - 2| = 2x -1 

iv) |2x -1| = x - 2. 
 

15. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
3 - x

3 + x
 = 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
x - α

β
 = 

x - β

α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 x 

α
 - 

 x 

β
 = 1 ;

16. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 

 
ii) |x - 1| |x - 2| = |x - 1| 

 

B΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να απνδείμεηε όηη νη εμηζώζεηο: 

i) (x + α)
2 

- (x - β)
2
 = 2α(α + β)  

 
 
 

έρνπλ πάληα ιύζε, νπνηνηδήπνηε 
θαη αλ είλαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 
α, β. 
 

2. Πνηνί πεξηνξηζκνί πξέπεη λα 
ηζρύνπλ γηα ηα α, β   R , ώζηε λα  
 

έρεη ιύζε ε εμίζσζε 
 

3. Πόζν θαζαξό νηλόπλεπκα πξέπεη 
λα πξνζζέζεη έλαο θαξκαθνπνηόο 
ζε 200ml δηάιπκα νηλνπλεύκαηνο  
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + α

x - α
 = 

x
2

x
2
 - α

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3
 - 8

x - 2
 = x

2
 + 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 - 2x + 1 = |3x - 5|

πεξηεθηηθόηεηαο 15%, γηα λα πάξεη 

δηάιπκα νηλνπλεύκαηνο 

πεξηεθηηθόηεηαο 32%; 
 

4. Έλα απηνθίλεην Α θηλείηαη κε 
100km/h. Έλα δεύηεξν απηνθίλεην 
Β πνπ θηλείηαη κε 120km/h 
πξνζπεξλάεη ην Α. ε πόζα ιεπηά 
ηα δπν απηνθίλεηα ζα απέρνπλ 1km; 
 

5. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε                 
 
                            γηα όιεο ηηο ηηκέο  
 
ηνπ α    R . 
 

6. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
 
 
 

7. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
|2|x|-1| = 3 

8. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

8
3

 = 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

8
3

 

2.2 Η ΔΞΙΧΗ x
λ
 = α      

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = 8 . Όπσο 

αλαθέξακε ζηνλ νξηζκό ηεο λ-
νζηήο ξίδαο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ,  

ε εμίζσζε  x
3
 = 8 έρεη αθξηβώο κηα  

 

ζεηηθή ιύζε, ηελ            . Ζ εμίζσζε 
απηή δελ έρεη κε αξλεηηθέο ιύζεηο, 

γηαηί, γηα θάζε x ≤ 0 ηζρύεη x
3
 ≤ 0 . 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε x
3
 = 8 έρεη 

αθξηβώο κηα ιύζε, ηελ        .  
Γεληθόηεξα: 
 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α > 0 θαη λ 

πεξηηηό θπζηθό αξηζκό, έρεη  
 

αθξηβώο κηα ιύζε ηελ        . 
 

 
 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = 16 . Όπσο 

θαη πξνεγνπκέλσο ε εμίζσζε απηή 
έρεη αθξηβώο κηα ζεηηθή ιύζε ηελ 
 

       = 2. Ζ εμίζσζε απηή όκσο έρεη  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

16
4
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σο ιύζε θαη ηελ                 , αθνύ  
 

                                    . Δπνκέλσο ε 

εμίζσζε x
4
 = 16 έρεη αθξηβώο δύν  

 

ιύζεηο, ηελ              θαη ηελ  
Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α > 0 θαη λ 

άξηην  θπζηθό αξηζκό, έρεη αθξηβώο  
 

δύν ιύζεηο ηελ       θαη        . 
 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = -8 Έρνπκε 

δηαδνρηθά: 

x
3
 = -8       -x

3
 = 8       (-x)

3
 = 8 

 
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε απηή έρεη  
 

αθξηβώο κηα ιύζε, ηελ  
Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α < 0 θαη λ 

πεξηηηό θπζηθό αξηζκό, έρεη  
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 16
4

 = -2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

( )- 16
4 4

 = ( )16
4 4

 = 16

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

16
4

 = 2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 16
4

 = -2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- α
ν

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

-x = 8
3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 8
3

 = -2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 8
3

 = -2
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αθξηβώο κηα ιύζε ηελ          . 
 

 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = -4. Δπεηδή 

γηα θάζε x ηζρύεη x
4
 ≥ 0, ε εμίζσζε 

είλαη αδύλαηε. 
Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α < 0 θαη λ 

άξηην θπζηθό αξηζκό, είλαη αδύλαηε. 
 

 

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα 
θαη από ην γεγνλόο όηη ε εμίζσζε   

x
λ
 = α

λ
, κε λ    Ν, έρεη πξνθαλή 

ιύζε ηελ x = α, πξνθύπηεη όηη: 

 Αλ ν λ πεξηηηόο ηόηε ε εμίζσζε   

x
v
 = α

λ
 έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ        

x = α 
 Αλ ν λ άξηηνο ηόηε ε εμίζσζε    

x
v
 = α

λ
 έρεη δύν ιύζεηο, ηηο x1 = α 

θαη x2 =- α 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- |α|
ν
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ΔΦΑΡΜΟΓH 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε x
4
 + 8x = 0 

 

ΛΤΗ 

x
4
 + 8x = 0 x(x3 + 8) = 0 

 x = 0 ή x3 = -8 
 x = 0 ή  
 

 ΑΚΗΔΙ 
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
3
 - 125 = 0  ii) x

5
 - 243 = 0 

 iii) x
7
 - 1 = 0 

 

2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
3
 + 125  ii) x

5
 + 243 = 0 

 iii) x
7
 + 1 = 0 

 

3. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
2
 - 64  ii) x

4
 - 81 = 0  

 iii) x
6
 - 64 = 0 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 8
3

 = -2
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4. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
5
 - 8x

2
 = 0 ii) x

4
 + x = 0 

 iii) x
5
 + 16x = 0 

 

5. Έλα νξζνγώλην παξαιιειεπίπε-

δν έρεη όγθν 81m
3
 θαη δηαζηάζεηο x, 

x θαη 3x. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο 
ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ. 
 

6. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) (x + 1)
3
 = 64 ii) 1 + 125x

3
 = 0 

 iii) (x - 1)
4
 - 27(x - 1) = 0 
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2.3 ΔΞΙΧΔΙ 2νπ ΒΑΘΜΟΤ 

 

Η εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

 

Ζ ιύζε πνιιώλ πξνβιεκάησλ ηεο 
Γεσκεηξίαο, ηεο Φπζηθήο θαζώο θαη 
άιισλ επηζηεκώλ αλάγεηαη ζηελ 
επίιπζε κηαο εμίζσζεο ηεο 
κνξθήο: 
 

αx
2
 + βx + γ = 0, κε α ≠ 0   (1) 

 

ε νπνία ιέγεηαη εμίζσζε δεπηέξνπ 

βαζκνύ. 
 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ ν ηύπνο    
 

         όπνπ S ην δηάζηεκα  
 

πνπ δηαλύεη θηλεηό ζε ρξόλν t, κε 

αξρηθή ηαρύηεηα v0 θαη επηηάρπλζε 

γ. Αλ ζεσξήζνπκε σο άγλσζην ηνλ 
ρξόλν t, ηόηε πξνθύπηεη ε εμίζσζε: 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

S = ν0t + 
 1 

2
 γt

2
,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

2
 γt

2
 + ν0t - S = 0,
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ε νπνία είλαη εμίζσζε δεπηέξνπ 
βαζκνύ. 
ηε ζπλέρεηα ζα επηιύζνπκε ηελ 
εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ ζηε 
γεληθή ηεο κνξθή κε ηε κέζνδν ηεο 

«ζπκπιήξσζεο ηνπ ηεηξαγώλνπ». 
 

Έρνπκε: 
 

 αx
2
 + βx + γ = 0 

 

[αθνύ α ≠ 0 ] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
  = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 

 β 

α
x = - 

 γ 

α
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 2x   

 β 

2α
 = - 

 γ 

α
• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 2x   

 β 

2α
 + 

 β
2
 

4α
2
 = - 

 γ 

α
 + 

 β 

4α
2

• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α

2

 = 
 β

2
- 4αγ

4α
2
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Αλ ζέζνπκε Γ = β
2
 - 4αγ, ηόηε ε 

ηειεπηαία εμίζσζε γίλεηαη: 
 

(2) 
 
Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο 
πεξηπηώζεηο: 

 Αλ Γ > 0, ηόηε έρνπκε: 
 
 
 
δειαδή 
 
 
 
Δπνκέλσο ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε 
ηζνδύλακή ηεο (1), έρεη δύν ιύζεηο 
άληζεο ηηο: 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α

2

 = 
Δ

4α
2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α
 = 

Δ

2α
   ή   x + 

 β 

2α
 = - 

Δ

2α
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
 -β + Δ 

2α
  ή   x = 

 -β - Δ 

2α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1 = 
 -β + Δ 

2α
  και  x2 = 

 -β - Δ 

2α
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Γηα ζπληνκία νη ιύζεηο απηέο 
γξάθνληαη 
 
 
 

 Αλ Γ = 0, ηόηε ε εμίζσζε (2) 
γξάθεηαη: 
 
 
 
 
 
 
 
 
ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε  
 

εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα ηελ         . 
 

 Αλ Γ < 0, ηόηε ε εμίζσζε (2), άξα 
θαη ε ηζνδύλακή ηεο (1), δελ έρεη 
πξαγκαηηθέο ξίδεο, δειαδή είλαη 

αδύλαηε ζην R. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1,2 = 
 -β   Δ 

2α
 .

± 
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α

2

 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α
   x + 

 β 

2α
 = 0• 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + 
 β 

2α
 = 0   ή   x + 

 β 

2α
 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
 β 

2α
   ή   x = - 

 β 

2α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 β 

2α
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Ζ αιγεβξηθή παξάζηαζε                    

Γ = β
2
 - 4αγ, από ηελ ηηκή ηεο 

νπνίαο εμαξηάηαη ην πιήζνο ησλ 

ξηδώλ ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0, 

α ≠ 0 , νλνκάδεηαη δηαθξίλνπζα 
απηήο. 
Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα 
ζπλνςίδνληαη ζηνλ αθόινπζν 
πίλαθα: 
 

Γ = β
2
 - 4αγ Ζ εμίζσζε  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

Γ > 0 Έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο     

 
Γ = 0 Έρεη κηα δηπιή ξίδα ηε   

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = - 
 β 

2α  
Γ < 0 Δίλαη αδύλαηε ζην R . 

 
Γηα παξάδεηγκα 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1,2 = 
 -β   Δ 

2α
 .

± 
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 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 1 = 0 έρεη         

Γ = (-3)
2
 - 4   2   1 = 1 > 0, νπόηε έρεη  

 

δπν ξίδεο ηηο                            θαη 
 
 
 
 

 Ζ εμίζσζε x
2
 - 4x + 4 = 0 έρεη           

Γ = (-4)
2
 - 4 • 1 • 4 = 0, νπόηε έρεη κηα  

 

δηπιή ξίδα ηελ                       . 
 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε ιύλεηαη 
ζύληνκα σο εμήο: 

x
2
 - 4x + 4 = 0     (x - 2)

2
 = 0     x = 2 

(δηπιή ξίδα). 

 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 4 = 0 έρεη      

Γ = (-3)
2
 - 4 • 2 • 4 = -23 < 0, νπόηε 

δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
ηελ πεξίπησζε πνπ ε εμίζσζε    

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο x1,x2, έρνπκε: 

• 
 

• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1 = 
3 + 1

2   2
 = 1

• 
 M at h Com poser  1. 1. 5

ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x2 = 
3 - 1

2   2
 = 

 1 

2
 .

• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
-(-4)

2   1
 = 2

• 
 

34 / 66 



 
 
 

θαη 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αλ κε S ζπκβνιίζνπκε ην άζξνηζκα 

x1 + x2 θαη κε P ην γηλόκελν x1 • x2, 

ηόηε έρνπκε ηνπο ηύπνπο: 
 

 
 

 

πνπ είλαη γλσζηνί σο ηύπνη Vieta. 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1 + x2 = 
-β + Δ

2α
 + 

-β - Δ

2α
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
-2β

2α
 = - 

β

α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1   x2 = 
-β + Δ

2α
   

-β - Δ

2α
 =• 

 

• 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
( )-β

2
 - ( )Δ

2

4α
2

 = 
β

2
 - β

2
 - 4αγ

4α
2

 =

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
4αγ

4α
2
 = 

 γ 

α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

S = - 
 β 

α
  και  P = 

 γ 

α
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Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, κε ηελ 

βνήζεηα ησλ ηύπσλ ηνπ Vieta, 
κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 
 

αx
2
 + βx + γ = 0 

 
 
 

 x
2
 - (x1 + x2) • x + x1 • x2 = 0 

 x
2
 - Sx + P = 0 

 

Ζ ηειεπηαία κνξθή ηεο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0 καο δίλεη ηε δπλα-

ηόηεηα λα ηελ θαηαζθεπάζνπκε, 
όηαλ γλσξίδνπκε ην άζξνηζκα θαη 
ην γηλόκελν ησλ ξηδώλ ηεο. 
Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε κε 
άζξνηζκα ξηδώλ 3 θαη γηλόκελν   
 

είλαη ε x
2
 - 3x +      = 0 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 
 

ΛΤΗ 
Ζ δηαθξίλνπζα είλαη: 
 
 
 
 
Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν ξίδεο 
ηηο 
 
 
 
 
 
 

2ε Έλαο βξάρνο βξίζθεηαη ζηελ 
θνξπθή ηεο ραξάδξαο ελόο 
πνηακνύ, ε νπνία έρεη βάζνο 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 - 2( 3 + 1)x + 4 3 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Δ = 4( 3 + 1)
2
 - 4   4 3 =• 

 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 4 ( 3)
2
 - 2 3 + 1  = 4( 3 - 1)

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1,2 = 
2( 3 + 1)   4( 3 - 1)

2

2
 =

± 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

= 
2 3 + 2   2( 3 - 1)

2
 =

± 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 3

2 
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300m. Πόζνο ρξόλνο απαηηείηαη 
κέρξη ηε ζηηγκή, πνπ ν βξάρνο ζα 
αγγίμεη ην λεξό ηνπ πνηακνύ, αλ ν 
βξάρνο 
i) πέζεη από ηελ θνξπθή; 
ii) εθζθελδνληζηεί θαηαθόξπθα 
πξνο ηα θάησ κε ηαρύηεηα 50 
m/sec; Γίδεηαη όηη g ~ 10 m/sec2. 
ΛΤΗ 
i) Δίλαη γλσζηό από ηελ Φπζηθή όηη 
ην δηάζηεκα S πνπ δηαλύεη έλα 
ζώκα ζηελ ειεύζεξε πηώζε ζε  
 

ρξόλν t sec είλαη:  
 

Δπεηδή S = 300m θαη g ~           
 

έρνπκε: 
 

     10t
2
 = 300       5t

2
 = 300      t

2
 = 60 

 
     t = ±             t ~  ± 7,75   
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

S = 
 1 

2
gt

2
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10 
m

sec
2
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 1 

2
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Ζ αξλεηηθή ξίδα δελ είλαη απνδεθηή, 
δηόηη ν ρξόλνο ζην ζπγθεθξηκέλν 
πξόβιεκα δελ κπνξεί λα είλαη 
αξλεηηθόο. Άξα t ~ 7,75sec . 

ii) Όηαλ ην ζώκα έρεη αξρηθή 

ηαρύηεηα v0, ην δηάζηεκα πνπ 

δηαλύεη ζε ρξόλν t sec είλαη:  
 
 
 
Δπεηδή                       θαη t > 0 ζα  
 

έρνπκε : 
 
 
 

 5t
2
 + 50t - 300 = 0 

 t
2
 + 10t - 60 = 0 

 
 
 

~ 
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S = v0t + 
 1 

2
 γt

2
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v0 = 50 
m

sec
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 1 

2
 10t

2
 + 50t = 300
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t = 
-10 + 100 + 4   60

2

• 
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2
 = 4,22 sec.
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Άξα, ν δεηνύκελνο ρξόλνο είλαη 
πεξίπνπ 4,22sec. 
 

ΥΟΛΙΟ 
Καηά ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκα-
ηνο, όπσο είδακε θαη παξαπάλσ, 
δελ πξέπεη λα μερλάκε λα 
ειέγρνπκε, αλ νη ιύζεηο πνπ 
βξήθακε είλαη εύινγεο. 
 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε 
εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε, κε ηε βνή-
ζεηα παξαδεηγκάησλ, πώο 
κπνξνύκε λα επηιύζνπκε εμηζώζεηο 
νη νπνίεο δελ είλαη κελ 2νπ βαζκνύ, 
αιιά, κε θαηάιιειε δηαδηθαζία, 
αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 2νπ 
βαζκνύ. 
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ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 

x
2
 - 2|x| - 3 = 0. 

 

ΛΤΗ 
 

Δπεηδή x
2
 = |x|

2
, ε εμίζσζε 

γξάθεηαη: 

|x|
2
 - 2|x| - 3 = 0  

Αλ ζέζνπκε |x| = σ, ηόηε ε εμίζσζε 
γίλεηαη 

σ
2
 - 2σ - 3 = 0 . 

Ζ εμίζσζε απηή έρεη ξίδεο ηηο σ1 = 3 

θαη σ2 = -1. Από απηέο δεθηή είλαη 

κόλν ε ζεηηθή, αθνύ σ = |x| ≥ 0. 
Δπνκέλσο |x| = 3, πνπ ζεκαίλεη 
x = -3 ή x = 3 . 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

3x - 1

x - 1
 - 

 2 

x
 = 

2x
2
 + x - 1

x
2
 - x

 .
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ΛΤΗ 
 

Γηα λα νξίδεηαη ε εμίζσζε πξέπεη    

x - 1 ≠ 0 θαη x
2
 - x ≠ 0 , δειαδή x ≠ 0 

θαη x ≠ 1. Με απηνύο ηνπο 
πεξηνξηζκνύο ηνπ x έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε έρεη ξίδεο        

x1 = 1 θαη x2 = 3 . Από απηέο, ιόγσ 

ηνπ πεξηνξηζκνύ, δεθηή είλαη κόλν 

ε x2 = 3 . 

M at h Com poser  1. 1. 5
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3x - 1

x - 1
 - 

 2 

x
 = 

2x
2
 + x - 1

x
2
 - x

 .

M at h Com poser  1. 1. 5
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x(x -1)
3x - 1

x - 1
 - x(x - 1)

 2 

x
 =

M at h Com poser  1. 1. 5
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= x(x - 1)
2x

2
 + x - 1

x(x - 1)
M at h Com poser  1. 1. 5
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x(3x - 1) - (x - 1)2 = 2x
2
 + x - 1
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x
2
- 4x + 3 = 0 
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ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 

2x
4
 - 7x

2
 - 4 = 0      (1) 

 

ΛΤΗ 
 

Αλ ζέζνπκε x
2
 = y ε εμίζσζε 

γίλεηαη: 

2y
2
 - 7y - 4 = 0      (2) 

 

Ζ εμίζσζε 2y
2
 - 7y - 4 = 0 έρεη ξίδεο  

 

ηηο y1 = 4 θαη                   Δπεηδή 
 

y = x
2
 ≥ 0, δεθηή είλαη κόλν ε y1 = 4 . 

Δπνκέλσο, νη ξίδεο ηεο (1) είλαη νη 

ξίδεο ηεο εμίζσζεο x
2
 = 4 , δειαδή 

νη x1 = -2 θαη x2 = 2 . 
 

ΥΟΛΙΟ 
 

Ζ κέζνδνο πνπ αθνινπζήζακε ζην 
παξαπάλσ παξάδεηγκα εθαξκόδε-
ηαη θαη γηα ηελ επίιπζε θάζε 
εμίζσζεο ηεο κνξθήο: 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y2 = - 
 1 

2
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αx
4
 + βx

2
 + γ = 0, κε α ≠ 0  

Οη εμηζώζεηο ηεο κνξθήο απηήο 

νλνκάδνληαη δηηεηξάγσλεο 
εμηζώζεηο. 
 

 ΑΚΗΔΙ 
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

 i) 2x
2
 - 5x + 3 = 0  

 ii) x
2
 - 6x + 9 = 0  

 iii) 3x
2
 + 4x + 2 = 0. 

 

2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

 i) x
2
 - 1,69 = 0 

 ii) 0,5x
2
 - x = 0 

 iii) 3x
2
 + 27 = 0 

 

3. Να απνδείμεηε όηη νη παξαθάησ 
εμηζώζεηο έρνπλ πξαγκαηηθέο ξίδεο: 

 i) ιx
2
 + 2x - (ι - 2) = 0 , ι ≠ 0 

 ii) αx
2
 + (α + β)x + β = 0 , α ≠ 0 
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4. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ κ   R γηα ηηο 

νπνίεο ε εμίζσζε κx
2
 + 2x + κ = 0,  

κ ≠ 0 έρεη δηπιή ξίδα. 
 

5. Αλ α ≠ β, λα δείμεηε όηη είλαη 
αδύλαηε ζην R ε εμίζσζε               

(α
2
 + β

2
)x

2
 + 2(α + β)x + 2 = 0. Να 

εμεηάζεηε ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη 
α = β . 
 

6. Να βξείηε ηελ εμίζσζε 2νπ 
βαζκνύ πνπ έρεη ξίδεο ηνπο 
αξηζκνύο 

 i) 2 θαη 3 ii) 1 θαη  

 iii)                                 . 
 

7. Να βξείηε δπν αξηζκνύο, εθόζνλ 
ππάξρνπλ, πνπ λα έρνπλ 
i) Άζξνηζκα 2 θαη γηλόκελν -15 . 
ii) άζξνηζκα 9 θαη γηλόκελν 10. 
 

8. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 1 
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5 - 2 6 και 5 + 2 6
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i) x
2
 - ( 5 + 3)x + 15 = 0
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9. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε                

x
2
 + α

2
 = β

2
 - 2αx, γηα ηηο δηάθνξεο 

ηηκέο ησλ α, β    R . 
 

10. Να βξείηε ηηο πιεπξέο ελόο 
νξζνγσλίνπ κε πεξίκεηξν 68cm θαη 
δηαγώλην 26cm. 
 

11. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
2
- 7|x| + 12 = 0  

 ii) x
2
 + 2|x| - 35 = 0  

 iii)  x
2
- 8|x| + 12 = 0. 

 

12. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε              

(x - 1)
2
 + 4|x - 1| - 5 = 0. 

 

13. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
 
 
 

14. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) x
2
 + ( 2 - 1)x - 2 = 0 .

M at h Com poser  1. 1. 5
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x + 
 1 

x

2

 - 5 x + 
 1 

x
 + 6 = 0 .
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15. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
4
 + 6x

2
 - 40 = 0  

 ii) 4x
4
 + 11x

2
 - 3 = 0  

 iii) 2x
4
 + 7x

2
 + 3 = 0. 

 

Β' ΟΜΑΓΑ 
 

1. Γίλεηαη ε εμίζσζε                      

α
2
x

2
 - 2α

3
x + α

4
 - 1 = 0, κε α ≠ 0. 

i) Να δείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηεο 

εμίζσζεο είλαη Γ = 4α
2
. 

ii) Να δείμεηε όηη νη ξίδεο ηεο  
 

εμίζσζεο είλαη νη   
 

2. Γίλεηαη ε εμίζσζε 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
x

x + 1
 + 

x + 1

x
 = 

13

6
M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
 2 

x
 + 

2x - 3

x - 2
 + 

2 - x
2

x
2
 - 2x

 = 0 .

M at h Com poser  1. 1. 5
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α
2
 + 1

α
  και  

α
2
 - 1

α
 .
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x
2
 - (5 - 2)x + 6 - 3 2 = 0 .
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i) Να δείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηεο  
 

εμίζσζεο είλαη  
 

ii) Να δείμεηε όηη νη ξίδεο ηεο  
 

εμίζσζεο είλαη νη 3 θαη 2 -      . 
 

3. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α   R γηα 
ηηο νπνίεο ε εμίζσζε                      

2x
2
 + (α - 9)x + α

2
 + 3α + 4 = 0 έρεη 

δηπιή ξίδα. 
 

4. Αλ ν αξηζκόο ξ είλαη ε ξίδα ηεο 

εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0, κε            

 

α  γ ≠ 0, λα δείμεηε όηη ν αξηζκόο  
 

είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο               

γx
2
 + βx + α = 0 . 

 

5. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
 

                                   α ≠ 0 
 
                                         α, β ≠ 0 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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Δ = (1 + 2)
2
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2
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 1 

ρ
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i) x + 
 1 

α
 = α + 

 1 

x
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
 x 

α
 + 

 α 

x
 = 

 α 

β
 + 

 β 

α
 ,
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6. Γίλεηαη ε εμίζσζε x
2
 + 2ιx - 8 = 0 

i) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη 
πξαγκαηηθέο ξίδεο γηα θάζε ι    R . 

ii) Αλ ε κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο 
ηζνύηαη κε ην ηεηξάγσλν ηεο άιιεο, 
ηόηε λα βξεζνύλ νη ξίδεο θαη ε ηηκή 
ηνπ ι. 
 

7. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ 
δηαδνρηθνί αθέξαηνη πνπ λα είλαη 
κήθε πιεπξώλ νξζνγσλίνπ 
ηξηγώλνπ. 
 

8. Ζ ζεκαία ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο έρεη δηαζηάζεηο 4m θαη 
3m αληηζηνίρσο. Να βξείηε πιάηνο 
d ηνπ ζηαπξνύ, αλ γλσξίδνπκε όηη 
ην εκβαδόλ ηνπ είλαη ίζν κε ην 
εκβαδόλ ηνπ ππόινηπνπ κέξνπο ηεο 
ζεκαίαο. 
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9. Μηα θαηαζθεπαζηηθή εηαηξεία 
δηαζέηεη δπν κεραλήκαηα Α θαη Β. 
Σν κεράλεκα Β ρξεηάδεηαη 12 ώξεο 
πεξηζζόηεξν από όηη ην κεράλεκα 
Α γηα λα ηειεηώζεη έλα ζπγθεθξηκέλν 
έξγν. Ο ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα 
λα ηειεηώζεη ην έξγν, αλ ρξεζηκν-
πνηεζνύλ θαη ηα δπν κεραλήκαηα 
καδί είλαη 8 ώξεο. Να βξείηε ην 
ρξόλν πνπ ζα ρξεηαδόηαλ ην θάζε 
κεράλεκα γηα λα ηειεηώζεη ην έξγν 
απηό αλ εξγαδόηαλ κόλν ηνπ. 
 

 

Γ 
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Δ 
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 Ε 
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Θ 
  

 

Β 
  

 

Κ 
  

 

Λ 
  

 

Γ 
  

 

Ν 
  

 d 
  

 

d 
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10. Δίλαη γλσζηό όηη κηα ξίδα ηεο 

εμίζσζεο x
4
 - 10x

2
 + α = 0 είλαη ν 

αξηζκόο 1. Να βξείηε ην α θαη λα 
ιύζεηε ηελ εμίζσζε. 
 

 

 

ΔΡΧΣΗΔΙ ΚΑΣΑΝΟΗΗ 
 

 

I. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη γ. 
Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Φ. 
 

 

 

1. 
Ζ εμίζσζε (α - 1)x = α(α -1) 
έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ     
x = α.  

A Φ 

2. 
H εμίζσζε                        
(|x| + 1)(|x| + 2)  = 0          
είλαη αδύλαηε. 

Α Φ 
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3. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| - 2|) = 0 
έρεη δύν πξαγκαηηθέο ξίδεο 

A Φ 

4. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| + 2|) = 
0 έρεη δύν πξαγκαηηθέο ξίδεο 

Α Φ 

5. 
Ζ εμίζσζε |x| = x - 2 έρεη 
κνλαδηθή ιύζε. 

Α Φ 

6. 
Ζ εμίζσζε |x| = 2 - x έρεη 
κνλαδηθή ιύζε. 

Α Φ 

7. 

Αλ νη ζπληειεζηέο α θαη γ ηεο 

εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 

είλαη εηεξόζεκνη, ηόηε ε 
εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο 
άληζεο. 

Α Φ 

8. 

Αλ δύν εμηζώζεηο 2νπ 
βαζκνύ έρνπλ ηηο ίδηεο ξίδεο, 
ηόηε νη ζπληειεζηέο ησλ 
ίζσλ δπλάκεσλ ηνπ x ησλ 
εμηζώζεσλ απηώλ είλαη ίζνη. 

Α Φ 

9. 
Ζ εμίζσζε αx

2
 + 2x - α = 0 

έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο 
θαη άληζεο. 

Α Φ 
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10. 
Ζ εμίζσζε x

2
 - 4αx + 4α

2
 = 0, 

κε α ≠ 0, έρεη δύν ξίδεο 
πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

A Φ 

11. 
Ζ εμίζσζε α

2
x

2
 - 2αx + 2 = 0, 

κε α ≠ 0, δελ έρεη πξαγκαηη-
θέο ξίδεο. 

Α Φ 

12. 
Ζ εμίζσζε 2x

2
 + 3αx + α

2
 = 0 

δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Α Φ 

13. 

Ζ εμίζσζε   
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 - α + 

 1 

α
x + 1 = 0 ,

            
κε α ≠ 0,1 έρεη δύν άληζεο 
θαη αληίζηξνθεο 
πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

Α Φ 

14. Οη εμηζώζεηο  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 - 3x + 2

x - 1
 = 0

        

θαη x
2
 - 3x + 2 = 0 έρνπλ ηηο 

ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 
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15. 

Οη εμηζώζεηο   
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2x
2
 + 3x + 2

x - 1
 = 0

                 
θαη (2x

2
 + 3x + 1) = 5(x

2
 - 1) 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

A Φ 

16. 

Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί 
αξηζκνί x θαη y πνπ λα 
έρνπλ άζξνηζκα S = -10 θαη 
γηλόκελν P = 16 . 

Α Φ 

17. 

Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί 
αξηζκνί x θαη y πνπ λα 
έρνπλ άζξνηζκα S = 10 θαη 
γηλόκελν P = 25 . 

Α Φ 

18. 

Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί 
αξηζκνί x θαη y πνπ λα 
έρνπλ άζξνηζκα S = 2 θαη 
γηλόκελν P = 2 . 

Α Φ 
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II. Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο 
παξαθάησ ζπιινγηζκνύο: 
1.  Ζ εμίζσζε (2x - 1)(x + 2) =  

= (3 - 2x)(x + 2) γξάθεηαη  
ηζνδύλακα: 
(2x - 1)(x + 2) = (3 - 2x)(x + 2) 
2x - 1 = 3 - 2x      4x = 4      x = 1. 
Όκσο θαη ν αξηζκόο x = -2  
επαιεζεύεη ηε δνζείζα εμίζσζε. 

2. Ζ εμίζσζε |2x - 1| = x - 2 
γξάθεηαη ηζνδύλακα: 
|2x - 1| = x - 2      2x - 1 = x - 2 ή  
2x - 1 = 2 - x       x = -1 ή  x = 1. 

Όκσο θακία από ηηο ηηκέο απηέο ηνπ 
x δελ επαιεζεύεη ηε δνζείζα 
εμίζσζε. 
 

ΙΣΟΡΙΚΟ ΗΜΔΙΧΜΑ 
 

Από ηα αξραία ρξόληα νη καζεκαηη-
θνί ρξεζηκνπνίεζαλ δηάθνξεο 
ηερληθέο γηα λα ιύζνπλ κηα εμίζσζε 
2νπ βαζκνύ. 
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Οη αξραίνη Έιιελεο ρξεζηκνπνί-
εζαλ γεσκεηξηθέο κεζόδνπο, ίζσο 
ιόγσ ησλ δπζθνιηώλ πνπ είραλ κε 
ηνπο άξξεηνπο αξηζκνύο, αιιά θαη 
ιόγσ πξαθηηθώλ δπζθνιηώλ πνπ 
πξνέθππηαλ από ηα ειιεληθά 
ςεθία. 
Οη Ηλδνί θαη νη Άξαβεο ρξεζηκνπνί-
εζαλ κηα κέζνδν όκνηα κε ηε 
ζεκεξηλή δηαδηθαζία «ζπκπιήξσ-
ζεο ηεηξαγώλνπ», πεξηγξάθνληαο 
όκσο ιεθηηθά ηνλ ηξόπν εύξεζεο 
ησλ ιύζεσλ. Απηνί ζεσξνύζαλ σο 
δηαθνξεηηθνύ ηύπνπ θάζε κία από 
ηηο εμηζώζεηο 
 

x
2
 + px = q, x

2
 - px = q, x

2
 - px = -q .  

 

ήκεξα όκσο γξάθνπκε ηηο 
εμηζώζεηο απηέο κε ηε γεληθή κνξθή 

αx
2
 + βx + γ = 0 

 

Ο ζύγρξνλνο ζπκβνιηζκόο άξρηζε 
λα εκθαλίδεηαη πεξί ην 1500 κ.Υ, θαη 
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νη δπλαηόηεηεο ρξεζηκνπνίεζεο 
αξλεηηθώλ ξηδώλ θαη αθόκα κηγαδη-
θώλ ξηδώλ πξνηάζεθαλ από ηνπο 
Cardano θαη Girard. Ζ γεσκεηξηθή 
παξάζηαζε ησλ αξλεηηθώλ ξηδώλ 
από ηνλ Descartes θαη ησλ 
κηγαδηθώλ αξηζκώλ από ηνύο 
Wessel, Argand θαη Gauss έθακε 
ηνπο αξηζκνύο απηνύο πεξηζζόηεξν 
απνδεθηνύο σο ξίδεο κηαο 
δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. 
Όκσο ε πνηθηιία ησλ επηιύζεσλ 
πνπ αλαπηύρζεθε ηα αξραία ρξόληα 
καο ελέπλεπζε λα αλαπηύμνπκε 
κεξηθνύο ηξόπνπο εμαγσγήο ηνπ 
ηύπνπ 
 
 
 

πνπ δίλεη ηηο ξίδεο ηεο γεληθήο 
εμίζσζεο 2νπ βαζκνύ 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 . 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1,2 = 
-β   β

2
 - 4αγ

2α
 

±  
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ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε ηξεηο 
κεζόδνπο επίιπζεο κίαο εμίζσζεο 
2νπ

 
βαζκνύ. 

 

Μέζνδνο ησλ Ηλδώλ 
 

Ζ επίιπζε απηή πνπ επηλνήζεθε 
ζηελ Ηλδία, απνδίδεηαη ζηνλ 
Sridhara (1025 κ. Υ. πεξίπνπ). 
Έρνπκε δηαδνρηθά: 

αx
2
 + βx + γ = 0  

αx
2
 + βx = -γ 

Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε 
ηεο εμίζσζεο κε 4α θαη ύζηεξα 

πξνζζέηνπκε ην β
2
 θαη ζηα δύν 

κέιε, γηα λα πξνθύςεη έλα «ηέιεην» 
ηεηξάγσλν ζην αξηζηεξό κέινο. 
Γειαδή 
 

4α
2
x

2
 + 4αβx = -4αγ  

4α
2
 x

2
 + 4αβx + β

2
 = β

2
 - 4αγ  

(2αx + β)
2
 = β

2
 - 4αγ 

     
M at h Com poser  1. 1. 5
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2αx + β =    β
2
 - 4αγ,±  
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εθόζνλ β
2
 - 4αγ ≥ 0. 

 

Έηζη πξνθύπηεη όηη:  
 
 
 
 

ρόιην: Ζ απιόηεηα ηεο κεζόδνπ 
ησλ Ηλδώλ ραξαθηεξίδεηαη από ην 
γεγνλόο όηη ην θιάζκα δελ 
εκθαλίδεηαη. παξά κόλν ζην 
ηειεπηαίν βήκα. 
 

Μέζνδνο ηνπ Vieta 
 

Ζ εμίζσζε 2νπ βαζκνύ  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 κπνξεί λα 

ιπζεί επθνιόηεξα, αλ δελ πεξηέρεη 
ηνλ πξσηνβάζκην όξν βx, πξάγκα 
πνπ κπνξεί εύθνια λα επηηεπρζεί 
κε ηελ αληηθαηάζηαζε 
 
         (1) 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
-β   β

2
 - 4αγ

2α

±  
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x = y - 
β

2α
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Σόηε ε εμίζσζε γίλεηαη:  
 
 
 
ε νπνία όηαλ απινπνηεζεί γίλεηαη: 
 
 
 
Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη  
 

                            εθόζνλ β
2 

- 4αγ ≥ 0 
 

 

Γηα λα βξνύκε ηηο ξίδεο ηεο αξρηθήο 
εμίζσζεο αληηθαζηζηνύκε ηελ 
παξαπάλσ ηηκή ηνπ y ζηελ (1) θαη 
έρνπκε: 
 
 
 
 

Οπόηε  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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α y - 
β

2α

2

 + β y - 
β

2α
 + γ = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
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αy
2
 + 

-β + 4αγ

4α
 = 0  .
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y = 
  β

2
 - 4αγ

2α

±  
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x = y - 
β

2α
 =     

β
2
- 4αγ

2α
 - 

β

2α
±  
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ρόιην: Ζ κέζνδνο απηή ηνπ Vieta 
είλαη ελδηαθέξνπζα, γηαηί είλαη ν 
πξνάγγεινο ηεο ηερληθήο γηα ηελ 
επίιπζε ηεο γεληθήο ηξηηνβάζκηαο 
θαζώο θαη ηεο δηηεηξάγσλεο 
εμίζσζεο. Γηα παξάδεηγκα, ην 
πξώην βήκα ζηελ επίιπζε ηεο 

εμίζσζεο αx
3
 + βx

2
 + γx + δ = 0,  

 

είλαη ε αληηθαηάζηαζε                  
 

πνπ απαιιάζζεη ηελ εμίζσζε από 
ην δεπηεξνβάζκην όξν. 
 

Μέζνδνο ηνπ Harriot 
 

Ο καζεκαηηθόο Thomas Harriot 
(1560-1621) εθάξκνζε ηε κέζνδν 
ηεο παξαγνληνπνίεζεο, γηα λα βξεη 
ηηο ιύζεηο κηαο εμίζσζεο 2νπ 
βαζκνύ, ζην κεγάιν έξγν ηνπ γηα 
ηελ άιγεβξα «Artis Analytical 
Praxis». Ζ ηερληθή ηνπ είλαη ε εμήο 
πεξίπνπ: 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x = y - 
β

3α
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Τπνζέηνπκε όηη x1 θαη x2 είλαη νη 

ξίδεο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0   (1). 

ρεκαηίδνπκε ηώξα κία εμίζσζε κε 

ξίδεο x1 θαη x2 . Απηή είλαη ε            

(x - x1 )(x - x2 ) = 0 ή ,ηζνδύλακα, ε 

x
2
 - (x1 + x2) x + x1 x2 = 0  (2) 

Με δηαίξεζε ησλ κειώλ ηεο (1) κε   
α ≠ 0 , βξίζθνπκε: 
 
          (3) 
 
Δπεηδή νη εμηζώζεηο (2) θαη (3) είλαη 
ίδηεο, νη αληίζηνηρνη ζπληειεζηέο 
πξέπεη λα είλαη ίζνη. Δπνκέλσο: 
 

  θαη      (4) 
 
Ζ ηαπηόηεηα  

(x1 - x2 )
2
 = (x1 + x2 )

2
 - 4x1 x2 ζε 

ζπλδπαζκό κε ηελ (4) δίλεη 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x
2
 + 

 β 

α
x + 

 γ 

α
 = 0

M at h Com poser  1. 1. 5
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x1 + x2 = - 
 β 

α
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x1x2 = - 
 γ 

α
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[εθόζνλ β
2
 - 4αγ ≥ 0]    (5) 

 
Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ 
εμηζώζεσλ (4) θαη (5) έρνπκε: 
 
 
 
 
θαη  
 
 
 

ρόιην: Δίλαη αξθεηό λα 
ζεσξήζνπκε κόλν ηε ζεηηθή 
ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο (5). Ζ 
αξλεηηθή ξίδα απιώο ελαιιάζζεη 

ηε δηάηαμε ησλ x1 θαη x2 . 
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β

2
- 4αγ

α
 ,±  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x1 =    
-β + β
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  ΑΝΙΧΔΙ 
 

3.1 ΑΝΙΧΔΙ 1νπ ΒΑΘΜΟΤ   

 

Οη αληζώζεηο:  
αx + β > 0 θαη αx + β < 0 
 

Γλσξίζακε ζην Γπκλάζην ηε 
δηαδηθαζία επίιπζεο κηαο 
αλίζσζεο ηεο κνξθήο αx + β > 0 ή 
ηεο κνξθήο αx + β < 0 , κε α θαη β 
ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνύο. 
Γεληθόηεξα έρνπκε: 
 

αx + β > 0     αx + β - β > -β     αx > -β 
 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο 
πεξηπηώζεηο: 
 Αλ α > 0, ηόηε: 
 
 
 
 

3 

M at h Com poser  1. 1. 5
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αx > -β      
αx

α
 > 

-β

α
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x > 
-β

α



 Αλ α < 0, ηόηε: 
 
 
 
 
 
 Αλ α = 0, ηόηε ε αλίζσζε γίλεηαη 
0x > -β, ε νπνία  
 αιεζεύεη γηα θάζε x    R, αλ είλαη  
β > 0, ελώ  
 είλαη αδύλαηε, αλ είλαη β < 0 . 
 

Γηα παξάδεηγκα: 
 Ζ αλίζσζε 4x > 8 γξάθεηαη: 
 
 
 

Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή 

αιεζεύεη γηα x    (2, +∞) 
 
 
 
 Ζ αλίζσζε -4x > 8 γξάθεηαη: 

M at h Com poser  1. 1. 5
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αx > -β      
αx

α
 < 

-β

α
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x < 
-β

α
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4x > 8      x > 
 8 

4
      x > 2 .

x  

 

x' 

  

 

2  
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Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή 

αιεζεύεη γηα x     (-∞,-2). 
 
 
 
• Ζ αλίζσζε 0x > -2 αιεζεύεη γηα 
θάζε x    R , ελώ ε αλίζσζε 0x > 2 
είλαη αδύλαηε. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓH 
 

i) Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 
2(x + 4) - (x + 6) < 12 - x   θαη 

                                      
 
 

ii) Να βξεζνύλ νη θνηλέο ιύζεηο 
ησλ δύν αληζώζεσλ. 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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-4x > 8     x < - 
 8 

4
     x < -2  .

x  

 

x' 

  

 

-2  
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ΛΤΗ 
i) Γηα ηελ πξώηε αλίζσζε έρνπκε: 
 

2(x + 4) - (x + 6) < 12 - x     
 2x + 8 - x - 6 < 12 - x 
 2x - x + x < 12 + 6 - 8  
 2x < 10 
 
 
 

 x < 5 . 
 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε 
πξαγκαηηθό αξηζκό x < 5 . 
 

Γηα ηε δεύηεξε αλίζσζε έρνπκε: 
 
 
 12x + x +10 ≥ 12(1 + x) 
 12x + x +10 ≥ 12 + 12x 
 x ≥ 2. 
Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε 
πξαγκαηηθό αξηζκό x ≥ 2 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2x

2
 < 

10

2
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2x + 
 x 

6
 + 

 5 

3
   2(1 + x)≥  
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ii) Δπεηδή ε πξώηε αλίζσζε 
αιεζεύεη γηα x < 5 θαη ε δεύηεξε 
γηα x ≥ 2, νη αληζώζεηο ζπλαιεζεύ-
νπλ γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x 
κε 2 ≤ x ≤ 5 , δειαδή νη αληζώζεηο 
ζπλαιεζεύνπλ όηαλ x    [2,5). 
Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ θνηλώλ 
ιύζεσλ ησλ δύν αληζώζεσλ καο 
δηεπθνιύλεη λα παξαζηήζνπκε ηηο 
ιύζεηο ηνπο ζηνλ ίδην άμνλα 
(ρήκα), απ’ όπνπ πξνθύπηεη όηη   
2 ≤ x ≤ 5 

 
 
 
 

Αληζώζεηο κε απόιπηεο ηηκέο 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ηεο 
απόιπηεο ηηκήο θαη ηεο έλλνηαο ηεο 
απόζηαζεο δύν αξηζκώλ, κπνξνύ-
κε λα επηιύνπκε αληζώζεηο πνπ 
πεξηέρνπλ απόιπηεο ηηκέο. ηε 

x' 

  

 

2 

  

 

5 

  

 

x 
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ζπλέρεηα ζα δνύκε κεξηθά 
παξαδείγκαηα επίιπζεο ηέηνησλ 
αληζώζεσλ. 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |x - 2| < 3 . 
 

ΛΤΗ 
 

Ζ επίιπζε ηεο αλίζσζεο |x - 2| < 3,  
κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηόηεηαο 
 

|x - x0| < ξ       x0 - ξ < x < x0 + ξ 
 

γίλεηαη σο εμήο: 
 

 |x - 2| < 3  2 - 3 < x < 2 + 3 
  -1 < x < 5 
Μπνξνύκε όκσο λα ιύζνπκε ηελ 
παξαπάλσ αλίζσζε θαη κε ηε 
βνήζεηα ηεο ηδηόηεηαο 
 

 |x| < ξ  -ξ < x < ξ 
 

σο εμήο: 
 

 |x - 2| < 3  -3 < x - 2 < 3 
  -3 + 2 < x - 2 + 2 < 3 + 2 
  -1 < x < 5 .  
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Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα  
x    (-1,5) . 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |2x -1| > 5 
 

ΛΤΖ 
 

Από ηελ ηδηόηεηα  
|x| > ξ      x < -ξ   ή   x > ξ έρνπκε :  
|2x - 1| > 5  2x - 1 < -5 ή 2x - 1 > 5 
  2x < -4 ή 2x > 6 
  x < -2 ή x > 3  
Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα  

x   (-∞,-2) U (3,+∞). 
 

 ΑΚΗΔΙ 

 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:  
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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i) 
x - 1

2
 + 

2x + 3

4
 < 

 x 

6
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2. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο 
νπνίεο ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο  
 

3x - 1 < x + 5 θαη  
 

3. Να εμεηάζεηε αλ ζπλαιεζεύνπλ 
νη αληζώζεηο: 
 
 
 

4. Να βξείηε ηα x    Z γηα ηα νπνία 
ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο: 
 
 
 

5. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

 i) |x| < 3 ii) |x -1| ≤ 4    

 iii) |2x +1| < 5 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
x - 12

2
 + 

 x 

2
 + 

 3 

4
 > x
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iii) 
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2
 + 

1 - 2x

5
 < 

 x 

10
 - 

 2 

5
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6. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

 i) |x| ≥ 3 ii) |x - 1| > 4   

 iii) |2x +1| ≥ 5. 
 

7. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

 i) |2x - 6| = 2x - 6 

 ii) |3x -1| = 1 - 3x. 
 

8. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 
 
 
 
 

9. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  
 
 

10. Να βξείηε ηελ αλίζσζε ηεο 

κνξθήο |x - x0| < ξ, πνπ έρεη σο 

ιύζεηο ηνπο αξηζκνύο ηνπ 
δηαζηήκαηνο (-7,3). 
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|x - 1| - 4

2
 + 

 5 

3
 < 
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ii) 
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2
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3
 .
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11. Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο 

βαζκνύο Κειζίνπ (
o
C) κε ηνπο 

βαζκνύο Φαξελάτη (
o
F) είλαη ε                         

 

                       . ηε δηάξθεηα κηαο  
 

λύρηαο ε ζεξκνθξαζία ζε κηα πόιε 

θπκάλζεθε από 41
o
F κέρξη 50

o
F. Να 

βξείηε ην δηάζηεκα κεηαβνιήο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο ζε 
o
C. 

 

Β' ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο 
νπνίεο ηζρύεη: 
 

 i) 3 ≤ 4x -1 ≤ 6 ii) -4 ≤ 2 - 3x ≤ -2. 
 

2. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο 
νπνίεο ηζρύεη: 
 

 i) 2 ≤ |x| ≤ 4 ii) 2 ≤ |x - 5| ≤ 4. 
 

3. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ 
παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο  

M at h Com poser  1. 1. 5
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αξηζκνύο -3 θαη 5 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην 
ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην 
δεηνύκελν ηεο αλίζσζεο                 
|x - 5| ≤ |x + 3| θαη λα βξείηε ηηο 
ιύζεηο ηεο. 

iii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα 
ζπκπεξάζκαηά ζαο. 
 

4. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ 
παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο 
αξηζκνύο 1 θαη 7 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην 
ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην 
δεηνύκελν ηεο εμίζσζεο                    
|x - 1| + |x - 7| = 6 θαη λα βξείηε ηηο 
ιύζεηο ηεο. 
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iii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα 
ζπκπεξάζκαηά ζαο, αθνύ 
πξνεγνπκέλσο ζπληάμεηε πίλαθα 
πξνζήκνπ ησλ παξαζηάζεσλ x - 1 
θαη x - 7 . 
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3.2 ΑΝΙΧΔΙ 2νπ ΒΑΘΜΟΤ       

 

Μνξθέο ηξησλύκνπ 

Ζ παξάζηαζε αx
2
 + βx + γ, α = 0 

ιέγεηαη ηξηώλπκν 2νπ βαζκνύ ή, 

πην απιά, ηξηώλπκν. Ζ δηαθξίλνπζα 
Γ ηεο αληίζηνηρεο εμίζσζεο            

αx
2
 + βx + γ = 0 ιέγεηαη θαη δηαθξί-

λνπζα ηνπ ηξησλύκνπ. Οη ξίδεο ηεο 

εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0, δειαδή  

 

νη  
 

νλνκάδνληαη θαη ξίδεο ηνπ 
ηξησλύκνπ. 
 

Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 

κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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x1 = 
 -β + Δ 

2α
  και  x2 = 

 -β - Δ 

2α
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αx
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2
 + 

 β 

α
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 γ 

α
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= α x
2
 + 2   x   

β

2α
 + 

β

2α

2

 + 
 γ 

α
• 
 

• 
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Δπνκέλσο: 
 

(1) 
 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο 
πεξηπηώζεηο: 
 

• Γ > 0 . Σόηε ηζρύεη                   , 
νπόηε έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δπνκέλσο: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2) , 

όπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
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β

2α

2
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4αγ - β

2

4α
2

  .
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Δ
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Δ
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β
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Δ
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Άξα, όηαλ Γ > 0, ηόηε ην ηξηώλπκν 
κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν ηνπ α επί 
δύν πξσηνβάζκηνπο παξάγνληεο. 
 

• Γ = 0 . Σόηε από ηελ ηζόηεηα (1) 
έρνπκε: 
 
 
 

Άξα, όηαλ Γ = 0, ηόηε ην ηξηώλπκν 
κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν ηνπ α επί 
έλα ηέιεην ηεηξάγσλν. 
 

• Γ < 0 . Σόηε ηζρύεη |Γ| = -Γ, νπόηε 
έρνπκε: 
 
 
 
Δπεηδή γηα θάζε x    R , ε παξάζηα-
ζε κέζα ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή, 
ην ηξηώλπκν δελ αλαιύεηαη ζε γηλό-
κελν πξσηνβάζκησλ παξαγόλησλ. 
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αx
2
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β
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2

 .
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2
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πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ 
ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο κνξθέο ηνπ 

ηξησλύκνπ αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κε 

δηαθξίλνπζα Γ έρνπκε: 
 

• Αλ Γ > 0 ,ηόηε: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1 )(x - x2),  

όπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
 

• Αλ Γ = 0, ηόηε: 
 
 
 
• Αλ Γ < 0, ηόηε: 
 
 
 
 
 

Γηα παξάδεηγκα: 

 Σν ηξηώλπκν 2x
2
 + 3x - 2 έρεη        

 

Γ = 9 + 16 = 25 > 0 θαη ξίδεο   
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θαη x2 = -2. Δπνκέλσο: 

 
 
 
 
 
 Σν ηξηώλπκν 
 
 

έρεη  
 
θαη                 επνκέλσο: 
 
  
 
                       

 Σν ηξηώλπκν 2x
2
 - 6x + 5 έρεη      

Γ= - 4 < 0 . Δπνκέλσο: 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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 1 

2
x

2
 + 3x + 

 9 

2
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 1 

2
   

 9 

2
 = 0• 

 

• 
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 9 
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 1 
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Πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηνπ 
ηξησλύκνπ 
 

Γηα λα κειεηήζνπκε ην πξόζεκν ησλ 

ηηκώλ ηνπ ηξησλύκνπ αx
2
 + βx + γ,  

α ≠ 0, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 
κνξθέο ηνπ αλάινγα κε ηε 
δηαθξίλνπζα. 
 

• Αλ Γ > 0, ηόηε, όπσο είδακε 
πξνεγνπκέλσο, ηζρύεη: 
 

αx
2
 + βx + γ = α (x - x1 )(x - x2)    (1) . 

 

Τπνζέηνπκε όηη x1 < x2  θαη 

ηνπνζεηνύκε ηηο ξίδεο ζε έλαλ 
άμνλα. 
 

 Αλ x < x1 <x2 (ρήκα), ηόηε x - x1 < 0 

θαη x - x2 < 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) > 0. 

Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο  (1), ην 
ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α . 
 
 
 

x' 

  

 
• 
 

• 
 

• 
 

x 
 

x 
 

x1 
 

x2 
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 Αλ x1 < x < x2 (ρήκα), ηόηε          

x - x1 > 0 θαη x - x2 < 0, νπόηε          

(x - x1)(x - x2) < 0. Δπνκέλσο, ιόγσ 

ηεο (1), ην ηξηώλπκν είλαη εηεξόζεκν 
ηνπ α . 
 
 
 
 

  Αλ x1 < x2 < x (ρήκα), ηόηε         

x - x1 > 0 θαη x - x2 > 0, νπόηε           

(x - x1)(x - x2) > 0. Δπνκέλσο, ιόγσ 

ηεο (1), ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν 
ηνπ α . 
 
 
 

• Αλ Γ = 0, ηόηε ηζρύεη: 
 
 
 

Δπνκέλσο, ην ηξηώλπκν είλαη  

x' 

  

 
• 
 

• 
 

• 
 

x 
 

x 
 

x1 
 

x2 
 

x' 

  

 
• 
 

• 
 

• 
 

x 
 

x 
 

x1 
 

x2 
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νκόζεκν ηνπ α γηα θάζε πξαγκαηηθό 
 

       , ελώ κεδελίδεηαη γηα 
 
 

• Αλ Γ < 0, ηόηε ηζρύεη: 
 
 
 
 

Όκσο ε παξάζηαζε κέζα ζηελ 
αγθύιε είλαη ζεηηθή γηα θάζε 
πξαγκαηηθό αξηζκό x. Δπνκέλσο ην 
ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α ζε 
όιν ην R. 
 

Σα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηνλ 
πίλαθα: 
 

Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx+ γ, α ≠ 0 

γίλεηαη: 

• Δηεξόζεκν ηνπ α , κόλν όηαλ είλαη 
Γ > 0 θαη γηα ηηο ηηκέο ηνπ x, πνπ 

βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ ξηδώλ. 
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β
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≠  
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β
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• Μεδέλ, όηαλ ε ηηκή ηνπ x είλαη 
θάπνηα από ηηο ξίδεο ηνπ ηξησλύ-
κνπ. 

• Οκόζεκν ηνπ α ζε θάζε άιιε 
πεξίπησζε. 
 

 

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο  

αx
2

 + βx + γ > 0 ή αx
2

 + βx + γ < 0 
 

Σα πξνεγνύκελα ζπκπεξάζκαηα 
ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ επίιπζε 
αληζώζεσλ ηεο κνξθήο                 

αx
2
 + βx + γ > 0 ή αx

2
 + βx + γ < 0,   

α ≠ 0 , ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε 

αληζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ. Ο 
ηξόπνο επίιπζεο απηώλ θαίλεηαη 
ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1ν 
Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο 

 i) 2x
2
  - 3x - 2 > 0   

ii) 2x
2
 - 3x - 2 < 0 

84 / 85 



ΛΤΗ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, γηα ηηο 

νπνίεο ην ηξηώλπκν 2x
2
 - 3x - 2 είλαη 

ζεηηθό ζηελ πεξίπησζε (i) θαη 
αξλεηηθό ζηελ πεξίπησζε (ii). 
Σν ηξηώλπκν έρεη ξίδεο ηνπο  
 

αξηζκνύο         θαη 2 θαη, επεηδή  
 

α = 2 > 0, ην πξόζεκό ηνπ θαίλεηαη 
ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 
 

x -∞  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 1 

2  
 2  +∞ 

f(x)  + 0 - 0 +  

 
Από ηνλ πίλαθα απηόλ πξνθύπηεη 
όηη: 

i) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 > 0 έρεη 

ιύζεηο ηα x     R γηα ηα νπνία ηζρύεη  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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- 
 1 

2
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                ή  x > 2 , δειαδή ηα  

 
                                             Οη ιύζεηο 
 
απηέο επνπηηθά θαίλνληαη ζην 
παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
  

ii) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 < 0 έρεη 

ιύζεηο ηα x   R γηα ηα νπνία ηζρύεη  
 

                      δειαδή ηα   
 

Οη ιύζεηο απηέο επνπηηθά θαίλνληαη 
ζην παξαθάησ ζρήκα.   
 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0 . 
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x < - 
 1 
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∞
  

 

U  

 

∞
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x     -     , - 
 1 

2
    (2, +    ).

x' 

  

 

x 

  

 

2 
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 < x < 2 ,
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ΛΤΗ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, πνπ είλαη 

ιύζεηο ηεο αλίζσζεο 2x
2
 - 3x - 2 < 0 

ή ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x
2
 - 3x - 2 = 0. 

Δπνκέλσο ζύκθσλα κε ην 1ν 
παξάδεηγκα νη ιύζεηο ηεο 

αλίζσζεο 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0 είλαη ηα  

 

x    R , κε                       δειαδή ηα   
 

 
                          Οη ιύζεηο απηέο  
 

επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 
 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3ν 
Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο 

 i) x
2
 - 2x + 1 > 0 

ii) x
2
 - 2x + 1 < 0 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 1 

2
   x   2 ,≤  
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x    - 
 1 

2
 , 2  .

x  
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ΛΤΗ 
 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ         

x
2
 - 2x + 1 είλαη Γ = 0, νπόηε έρεη 

δηπιή ξίδα ηελ x = 1. Άξα ην ηξηώ-
λπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α = 1, δε-
ιαδή ζεηηθό, γηα θάζε x    R κε  x ≠ 1. 
Δπνκέλσο νη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο 
(i) είλαη όινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 
x, κε x ≠ 1, ελώ ε αλίζσζε (ii) είλαη 
αδύλαηε. 
Οη ιύζεηο ηεο (i) επνπηηθά 
θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 4ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε x
2
 + x + 1 > 0 

 

ΛΤΗ 
Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ          

x
2
 + x + 1 είλαη Γ = -3 < 0, νπόηε ην 

ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α = 1, 

x  

 
1  

 

x' 
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δειαδή ζεηηθό, γηα θάζε x    R . 
Δπνκέλσο νη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο 
είλαη όινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ x    R 
γηα ηηο νπνίεο ζπλαιεζεύνπλ νη 
αληζώζεηο: 

x
2
 - 4x - 5 < 0 θαη x

2
 - x - 6 > 0. 

 

ΛΤΗ 
 

Λύλνπκε θάζε αλίζσζε ρσξηζηά θαη 
κεηά βξίζθνπκε ηηο θνηλέο ιύζεηο 
Έρνπκε: 

  x
2
 - 4x - 5 < 0  (x - 5)(x +1) < 0 

       -1< x < 5  
 

  x
2
 - x - 6 > 0  (x + 2)(x - 3) > 0  

  x < -2 ή x > 3 
 

5  

 

3  

 

-1  

 

-2  

 

x  

 

x' 
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 Άξα νη αληζώζεηο ζπλαιεζεύνπλ 
γηα x     (3,5). 
                    

2ε Γίλεηαη ε εμίζσζε  

x
2
 - (α + 1)x + α + 4 = 0, α    R 

 

 i)  Να βξεζεί ε δηαθξίλνπζα ηεο 
εμίζσζεο θαη λα κειεηεζεί ην 
πξόζεκό ηεο. 

 ii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε 
εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο άληζεο; 

iii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε 
εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα; 

iv)  Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε 
εμίζσζε είλαη αδύλαηε ζην R ; 

 

ΛΤΗ 
i) Έρνπκε: 
 

Γ  = [-(α +1)]
2
 - 4  1  (α + 4) =  

 = α
2
 - 2α - 15.  

Παξαηεξνύκε όηη ε δηαθξίλνπζα 
είλαη έλα ηξηώλπκν ηνπ α κε 
δηαθξίλνπζα 
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Γ' = (-2 )
2
 - 4  1  (-15) = 64 > 0. 

 

Δπνκέλσο ε δηαθξίλνπζα Γ έρεη 
ξίδεο: 
 
 
 
θαη ην πξόζεκό ηεο θαίλεηαη ζηνλ 
παξαθάησ πίλαθα. 
 

α -∞  -3  2  +∞ 

Γ  + 0 - 0 +  

 
Από ηνλ πίλαθα απηό πξνθύπηεη 
όηη: 

ii) Ζ εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο άληζεο 
αλ Γ > 0 , δειαδή αλ α < -3 ή α > 5. 

iii) Ζ εμίζσζε έρεη κία δηπιή ξίδα 
αλ Γ = 0 , δειαδή αλ α = -3 ή α = 5. 

iv) Ζ εμίζσζε είλαη αδύλαηε αλ      
Γ < 0, δειαδή -3 < α < 5. 
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α1 = 
2 + 8

2
 = 5  και  α2 = 

2 - 8

2
 = -3.
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 ΑΚΗΔΙ 

 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να κεηαηξέςεηε ζε γηλόκελα 
παξαγόλησλ ηα ηξηώλπκα: 
 

 i) x
2
 - 3x + 2 ii) 2x

2
 - 3x - 2.   

2. Να απινπνηήζεηε ηηο 
παξαζηάζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 

3. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ρ e Μ, 
λα βξείηε ην πξόζεκν ησλ 
ηξησλύκσλ:  

 i) x
2
 - 2x -15 ii) 4x

2
 - 4x + 1 

 iii) x
2
 - 4x + 13. 
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i) 
x

2
 - 3x + 2

2x
2
 - 3x - 2
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ii) 
2x

2
 + 8x - 42

x
2
 - 49
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iii) 
4x

2
 - 12x + 9

2x
2
 - 5x + 3
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4. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x    R, 
λα βξείηε ην πξόζεκν ησλ 
ηξησλύκσλ: 
 

 i) -x
2
 + 4x - 3 ii) -9x

2
 + 6x -1 

 iii) -x
2
 + 2x - 2. 

 

5. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

 i) 5x
2
 ≤ 20x ii) x

2
 + 3x ≤ 4 . 

 

6. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

 i) x
2
 - x - 2 > 0 ii) 2x

2
 - 3x - 5 < 0. 

 

7. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

 i) x
2
 + 4 > 4x ii) x

2
 + 9 ≤ 6x . 

 

8. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

 i) x
2
 + 3x + 5 < 0       

 ii) 2x
2
 - 3x + 20 > 0. 

 

9. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
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- 
 1 

4
(x

2
 - 4x + 3) > 0 .
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10. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x   R γηα 

ηηο νπνίεο ηζρύεη: 2x - 1 < x
2
 - 4 < 12 . 

 

11. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x   R γηα 
ηηο νπνίεο ζπλαιεζεύνπλ νη 

αληζώζεηο x
2
 - 6x + 5 < 0 θαη  

x
2
 - 5x + 6 > 0. 

 

Β' ΟΜΑΓΑ 
 

1. i) Να κεηαηξέςεηε ζε γηλόκελα 
παξαγόλησλ ηηο παξαζηάζεηο: 

α
2
 + αβ - 2β

2
 θαη α

2
 - αβ - 6β

2
. 

 

   ii) Να απινπνηήζεηε ηελ  
 

παξάζηαζε 
 
 

2. Να παξαγνληνπνηήζεηε ην 

ηξηώλπκν 2x
2
 + (2β - α)x - αβ. 

 

3. Να απινπνηήζεηε ηελ 
παξάζηαζε 
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α
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2

α
2
 - αβ - 6β

2
 .
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4. Γίλεηαη ε εμίζσζε  

ιx
2
 + 3ιx + ι + 5 = 0, ι   R . Να 

βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο 
ε εμίζσζε: 
 

 i) έρεη ξίδεο ίζεο  
 ii) έρεη ξίδεο άληζεο  
 iii) είλαη αδύλαηε. 
 

5. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι   R γηα 

ηηο νπνίεο ε αλίζσζε x
2
 + 3ιx + ι > 0 

αιεζεύεη γηα θάζε x   R. 
 

6. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν  

(ι + 2)x
2
 - 2ιx + 3ι, ι ≠ -2. 

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ 
ηξησλύκνπ θαη λα ιύζεηε ηελ 
αλίζσζε Γ < 0. 

ii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο 
νπνίεο ε αλίζσζε 
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x
2
 - αx + βx - αβ

x
2
 - 3αx + 2α

2
 .
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(ι + 2)x
2
 - 2ιx + 3ι < 0, ι ≠ -2 

αιεζεύεη γηα θάζε x    R. 
 

7. ην δηπιαλό ζρήκα ην ΑΒΓΓ 
είλαη ηεηξάγσλν πιεπξάο ΑΒ = 3 θαη 
ην Μ είλαη έλα ζεκείν ηεο δηαγσλίνπ 
ΑΓ . Να βξείηε ηηο ζέζεηο ηνπ 
ζεκείνπ Μ πάλσ ζηε δηαγώλην ΑΓ 
γηα ηηο νπνίεο ην άζξνηζκα ησλ 
εκβαδώλ ησλ ζθηαζκέλσλ 
ηεηξαγώλσλ είλαη κηθξόηεξν από 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. i) Να απνδείμεηε όηη α
2

 - αβ + β
2

 > 0 

γηα όια ηα α, β    R κε α, β ≠ 0. 
 

ii) Να θαζνξίζεηε ην πξόζεκν ηεο  

A B 
x E 

H 

Γ Ε Γ 

Θ 

Μ 
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παξάζηαζεο                             γηα ηηο 
 
δηάθνξεο ηηκέο ησλ α, β ≠ 0 . 
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 + 

 β 
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3.3 ΑΝΙΧΔΙ ΓΙΝΟΜΔΝΟ   
   & ΑΝΙΧΔΙ ΠΗΛΙΚΟ 

 

Πξόζεκν γηλνκέλνπ 
 

Έζησ όηη ζέινπκε λα κειεηήζνπκε 
έλα γηλόκελν  
P(x) = Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) σο πξνο 
ην πξόζεκό ηνπ, όπνπ νη παξάγν-
ληεο Α(x), Β(x) , … , Φ(x) είλαη ηεο 
κνξθήο αx + β (πξσηνβάζκηνη) ή 

ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ (ηξηώλπκα). 

Βξίζθνπκε ην πξόζεκν θάζε 
παξάγνληα ρσξηζηά θαη ζηε 
ζπλέρεηα ην πξόζεκν ηνπ P(x), 
όπσο θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα 
πνπ αθνινπζεί. 
 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 
 

Να βξεζεί γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 
x   R ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ     

P(x) = (x - 1) (x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) . 
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ΛΤΗ 
Αξρηθά βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηνπ 
θάζε παξάγνληα ρσξηζηά σο εμήο: 
  Δπεηδή 

x - 1 ≥ 0       x ≥ 1, 
ην x - 1 είλαη ζεηηθό γηα x > 1, κεδέλ 
γηα x = 1 θαη αξλεηηθό γηα x < 1.  
  Δπεηδή 

x
2
 + x - 6 ≥ 0       (x + 3)(x - 2) ≥ 0 

      x ≤ -3 ή x ≥ 2, 

ην x
2
 + x - 6 είλαη ζεηηθό γηα x < -3 

θαη γηα x > 2 , κεδέλ γηα x = -3 θαη 
γηα x = 2 θαη αξλεηηθό γηα -3 < x < 2 . 

  Δπεηδή ην 2x
2
 + x +1 έρεη 

δηαθξίλνπζα Γ = 1 - 8 = -7 < 0, ην 
ηξηώλπκν απηό είλαη ζεηηθό γηα θάζε 
x   R . Ο πξνζδηνξηζκόο, ηώξα, ηνπ 
πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ P(x) 
γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ 
πίλαθα, εθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα 
ησλ πξνζήκσλ. 
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x -∞  -3  1  2  +∞ 

x -1  - | - 0 + | +  

x
2
 + x - 6  + 0 - | - 0 +  

2x
2
 + x + 1  + | + | + | +  

P(x)  - 0 + 0 - 0 +  
 

Ώζηε ην γηλόκελν P(x) είλαη ζεηηθό 
γηα -3 < x < 1 θαη γηα x > 2, ελώ είλαη 
αξλεηηθό γηα x < -3 θαη γηα 1 < x < 2. 
Σέινο είλαη κεδέλ γηα x = -3, γηα       
x = 1 θαη γηα x = 2 . 
 

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο  
Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0  (< 0) 
 

Άκεζε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ 
έρνπκε ζηελ επίιπζε αληζώζεσλ 
ηεο κνξθήο Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0 
(< 0), όπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε 
αλίζσζε 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) < 0 
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Πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε ηελ 
αλίζσζε απηή αξθεί λα βξνύκε ηηο 
ηηκέο ηνπ x    R γηα ηηο νπνίεο ην 
γηλόκελν  

P(x) = (x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1)  

είλαη αξλεηηθό. 
Από ηελ πξώηε θαη ηελ ηειεπηαία 
γξακκή ηνπ πίλαθα πξνζήκνπ ηνπ 
P(x) δηαπηζηώλνπκε όηη ε αλίζσζε 

αιεζεύεη όηαλ x   (-∞, -3) U (1,2) . 
 
Αληζώζεηο ηεο κνξθήο 
 
 

Όπσο γλσξίδνπκε ην πειίθν θαη ην 
γηλόκελν δύν αξηζκώλ είλαη 
νκόζεκα. Δπνκέλσο: 
 
                                                θαη 
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A(x)

B(x)
 > 0 (<0)
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A(x)

B(x)
 > 0      A(x)   B(x) > 0• 
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A(x)

B(x)
 < 0      A(x)   B(x) < 0• 
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αθνύ, θακία από ηηο ιύζεηο ηεο        
Α(x)  Β(x) > 0 θαη ηεο Α(x)  Β(x) < 0 
δελ κεδελίδεη ην Β(x). 
Γηα παξάδεηγκα , έζησ όηη ζέινπκε 
λα ιύζνπκε ηελ αλίζσζε 
 
 
 
 

Ζ αλίζσζε απηή είλαη ηζνδύλακε κε 
ηελ 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) > 0, 

δειαδή κε ηελ P(x) > 0 , ε νπνία, 
από ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ ηνπ P(x) 

αιεζεύεη όηαλ x   (-3,1) U (2, +∞) . 
 

ΥΟΛΙΟ 
Μία αλίζσζε ηεο κνξθήο     
 

αιεζεύεη γηα εθείλνπο ηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x γηα ηνπο 
νπνίνπο ηζρύνπλ ζπγρξόλσο 
Α(x)  Β(x) > 0 θαη Β(x) ≠ 0. 
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(x - 1)(2x
2
 + x + 1)

x
2
 + x - 6

 > 0
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A(x)

B(x)
   0≥  
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Έζησ γηα παξάδεηγκα ε αλίζσζε  
 
                         . Έρνπκε: 
 
 
                               
      
   (x

2
 - 4x + 3)(x

2
 + 3x - 4 ) > 0  

θαη x
2
 + 3x - 4 ≠ 0. 

 

Οη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ x
2
 - 4x + 3 

είλαη νη 1 θαη 3, ελώ ηνπ ηξησλύκνπ 

x
2
 + 3x - 4 είλαη νη 1 θαη -4. 

πληάζζνπκε ηνλ πίλαθα 
πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ: 
 

P(x) = (x
2
 - 4x + 3)(x

2
 + 3x - 4) 

 

x -∞  -4  1  3  +∞ 

x
2
 - 4x + 3  + | + 0 - 0 +  

x
2
 + 3x - 4  + 0 - 0 + | +  

P(x)  + | - | - | +  
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x
2
 - 4x + 3

x
2
 + 3x - 4

   0≥  
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x
2
 - 4x + 3

x
2
 + 3x - 4

   0≥  
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Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη όηαλ           

x     (-∞, -4) U [3, +∞) . 
 

 

 ΑΚΗΔΙ 

 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ 
γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (2 - 3x)(x
2
 - x - 2)(x

2
 - x +1) . 

 

2. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ 
γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (-x
2
 + 4)(x

2
 - 3x + 2)(x

2
 + x + 1) . 

 

3. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  
 

(x - 1)(x
2
 + 2)(x

2
 - 9) > 0 . 

 

4. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  
 

(3 - x)(2x
2
 + 6x)(x

2
 + 3) ≤ 0 . 

 

5. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  
 

(2 - x- x
2
)(x

2
 + 2x + 1) ≤ 0 . 
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6. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  
 

(x - 3)(2x
2
 + x - 3)(x - 1 - 2x

2
) > 0 . 

 

7. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 
 
 

8. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
 
 
 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 
 

1. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 
 
 

2. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 
 
 

3. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
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i) 
x - 2

x + 1
 > 0
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ii) 
2x + 1

x - 3
   0 .≤  
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x
2
 - x - 2

x
2
 + x - 2

   0 .≤  
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i) 
2x + 3

x - 1
 > 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
x - 2

3x + 5
   4 .≤  
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x
2
 - 3x - 10

x - 1
  + 2   0 .≤ 
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i)  
x

3x - 5
    

2

x - 1
≤ 
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ii)  
x

2x - 1
    

3

x + 2
≥  
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4. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
 
 
 

5. Μία εηαηξεία παξάγεη ειεθηξηθνύο 
ιακπηήξεο. Γηα έλα ζπγθεθξηκέλν 
ηύπν ιακπηήξσλ ην ηκήκα έξεπλαο 
αγνξάο ηεο εηαηξείαο εθηηκά όηη αλ ε 
ηηκή πώιεζεο ησλ ιακπηήξσλ 
είλαη x επξώ αλά ιακπηήξα, ηόηε ην 
εβδνκαδηαίν θόζηνο Κ θαη ηα 
αληίζηνηρα έζνδα Δ (ζε ρηιηάδεο 
επξώ) δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο    

Κ = 7 - x θαη Δ = 5x - x
2
. Να βξείηε 

ηηο ηηκέο πώιεζεο ησλ ιακπηήξσλ 
γηα ηηο νπνίεο ε εηαηξεία έρεη 
θέξδνο. 
 

6. Έλα θάξκαθν είλαη απνηειεζκα-
ηηθό αλ ε ζπγθέληξσζή ηνπ ζην 
θπθινθνξηθό ζύζηεκα ππεξβαίλεη  
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x + 1

x
 > 2 .
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κία νξηζκέλε ηηκή, πνπ θαιείηαη 
ειάρηζην ζεξαπεπηηθό επίπεδν. 
Τπνζέηνπκε όηη ε ζπγθέληξσζε ζ 
ελόο θαξκάθνπ, t ώξεο ύζηεξα από 
ηε ιήςε ηνπ, δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
 
       Αλ γηα ην ζπγθε- 
 

θξηκέλν θάξκαθν ην ειάρηζην 
ζεξαπεπηηθό επίπεδν είλαη 4 mgr /lt, 
λα βξείηε πόηε ε ζπγθέληξσζή ηνπ 
ζα μεπεξάζεη ην επίπεδν ζ. 
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σ = 
20t

t
2
 + 4
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ΔΡΧΣΗΔΙ ΚΑΣΑΝΟΗΗ          
3νπ ΚΔΦΑΛΑΙΟΤ   
 
 

I. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα επηιέμεηε ηε 
ζσζηή απάληεζε. 
 

1. Αλ ε αλίζσζε -x
2
 + 2x + γ > 0 

είλαη αδύλαηε ηόηε: 
 Α)  γ > -1 Β)  γ = -1  
 Γ) γ < -1 Γ) γ ≥ -1. 
 

2. Αλ ε αλίζσζε x
2
 - 2x + γ > 0 

αιεζεύεη γηα θάζε x    R, ηόηε: 
 Α) γ < 1 Β) γ = 1  
 Γ)  γ > 1 Γ) γ ≤ 1. 
 

3. Αλ ε αλίζσζε -2x
2
 + 3ιx - ι

2
 ≤ 0 

αιεζεύεη γηα θάζε x    R, ηόηε: 
 Α)  ι > 0 Β)  ι < 0  
 Γ)  ι = 1 Γ)  ι = 0. 
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4. Ζ εμίζσζε |x - 1| + |x - 5| = 4 
αιεζεύεη αλ θαη κόλν αλ: 
 Α)  x < 1 Β)  x > 5  
 Γ)  1 ≤ x ≤ 5 Γ)  1 < x < 5. 
 

5. Ζ εμίζσζε |x - 1| = x - 1: 
Α) Δίλαη αδύλαηε  
Β) Έρεη κνλαδηθή ιύζε ηε x = 1 
Γ) Έρεη άπεηξεο ιύζεηο  
Γ) Δίλαη ηαπηόηεηα. 
 

II. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Φ, αλ ν 
ηζρπξηζκόο είλαη ςεπδήο. 
 
 

1. 
Ζ αλίζσζε x

2
 + ιx + ι

2
 > 0 

κε ι ≠ 0, αιεζεύεη γηα όια 
ηα x  R. 

A Φ 

2. 
Ζ αλίζσζε ι

2
x

2
 + 4ιx + 5 ≤ 0 

κε ι ≠ 0, αιεζεύεη γηα όια 
ηα x R είλαη αδύλαηε. 

Α Φ 
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3. 
Οη αληζώζεηο x

2
(x - 1) ≥ 0 

θαη x - 1 > 0 έρνπλ ηηο ίδηεο 
ιύζεηο. 

A Φ 

4. 
Οη αληζώζεηο x

2
(x - 1) ≤ 0 

θαη x - 1 ≤ 0 έρνπλ ηηο ίδηεο 
ιύζεηο.  

Α Φ 

5. 

 
Οη αληζώζεηο  θαη  
 

2x - 1 > x + 1 έρνπλ ηηο 
ίδηεο ιύζεηο. 

A Φ 

6. 

 
Οη αληζώζεηο             
 
θαη x - 1 ≥ 0 έρνπλ ηηο ίδηεο 
ιύζεηο. 

Α Φ 

7. 

 
Οη αληζώζεηο                     
 

θαη (x - 1) (x - 2)
2
 ≥ 0 έρνπλ 

ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 
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x - 1

(x - 2)
2
   1≥  

 



 

8. 

 
Οη αληζώζεηο    
 
θαη (x - 2)(x -1) ≥ 0 έρνπλ 
ηηο ίδηεο ιύζεηο.  

A Φ 

9. 

 
Οη αληζώζεηο      
 
θαη (x - 2)(x -1) < 0 έρνπλ 
ηηο ίδηεο ιύζεηο 

Α Φ 

10. 

 
Οη αληζώζεηο     
 

θαη (x + 1)
2
 < (x - 1)(x + 1) 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο.  

A Φ 

 

III. Να αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από 
ηα ηξηώλπκα ηεο Α' νκάδαο κε ηελ 
ηζνδύλακε κνξθή ηνπ από ηε Β' 
νκάδα. 
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Α' ΟΜΑΓΑ 

1 -2x
2
 + 6 x - 4 

2 x
2
 - 3x + 2 

3 -x
2
 + 3x - 2 

4 2x
2
 - 6x + 4 

 

IV. Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο 
παξαθάησ ζπιινγηζκνύο: 
 

1. Ζ αλίζσζε (2x - 6)(x - 1) > 0 
γξάθεηαη ηζνδύλακα: 
(2x - 6 )(x - 1) > 0        2x - 6 > 0 θαη  
x - 1 > 0      x > 3 θαη x > 1       x > 3 . 
Όκσο ν αξηζκόο 0 , αλ θαη είλαη 
κηθξόηεξνο ηνπ 3, επαιεζεύεη ηε 
δνζείζα αλίζσζε. 
 

2. Ζ αλίζσζε              γξάθεηαη  
 

ηζνδύλακα: 
 

 

Β' ΟΜΑΓΑ 

Α (x -1)( x - 2) 

Β -(x - 1)(x - 2) 

Γ 2(x - 1)(x - 2) 

Γ -2(x - 1)(x - 2 ) 
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                    x
2
 < 4      x

2
 - 4 < 0  

 
                -2 < x < 2.  
 

Όκσο ν αξηζκόο -1, αλ θαη είλαη 
κεηαμύ ηνπ -2 θαη ηνπ 2, δελ 
επαιεζεύεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 
 

3. Ζ αλίζσζε (x + 2)
2
 (x - 1) ≥ 0 

γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

(x + 2)
2
(x - 1) ≥ 0      x - 1 ≥ 0      x ≥ 1. 

 

Όκσο ν αξηζκόο -2, αλ θαη είλαη 
κηθξόηεξνο ηνπ 1, επαιεζεύεη ηε 
δνζείζα αλίζσζε. 
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 ΒΑΙΚΔ ΔΝΝΟΙΔ  
      ΣΧΝ ΤΝΑΡΣΗΔΧΝ 

 

4.1 Η ΔΝΝΟΙΑ ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ       

 

Δηζαγσγή 
 

ε πνιιά θαζεκεξηλά θαηλόκελα 
εκθαλίδνληαη δύν κεγέζε, ηα νπνία 
κεηαβάιινληαη έηζη, ώζηε ε ηηκή ηνπ 
ελόο λα θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηνπ 
άιινπ. Ζ δηαδηθαζία κε ηελ νπνία 
θάζε ηηκή ηνπ ελόο κεγέζνπο αληη-
ζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο ηηκή ηνπ 
άιινπ κεγέζνπο, πνιιέο θνξέο 
πεξηγξάθεηαη από έλα καζεκαηηθό 
ηύπν, όπσο θαίλεηαη ζηα 
παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

1. Ο ηόθνο Σ ζε επξώ πνπ απνδίδεη 
θεθάιαην 5000 επξώ ζε έλα έηνο κε  

4 
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εηήζην επηηόθην ε%, δίλεηαη θαηά ηα  
 

γλσζηά από ηνλ ηύπν  
 

Ο ηύπνο απηόο πεξηγξάθεη κηα 
δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή 
ηνπ ε αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο 
ηηκή ηνπ Σ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε = 3  
ηόηε Σ = 150 , ελώ αλ ε = 5, ηόηε        
Σ = 250 θηι. 
 

2. Σν δηάζηεκα S ζε km πνπ δηαλύ-
ζεθε από πνδειάηε ζε ρξνληθό 
δηάζηεκα 2h, κε κέζε ηαρύηεηα π ζε 
km/h, δίλεηαη από ηνλ ηύπν S = 2π . 
Ο ηύπνο απηόο πεξηγξάθεη κηα 
δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή 
ηνπ π αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο 
ηηκή ηνπ S. Γηα παξάδεηγκα, αλ        
π = 60, ηόηε S = 120 , ελώ αλ π = 70, 
ηόηε S = 140 , θηι. 
 

3. Σν εκβαδό Δ ελόο θύθινπ αθηίλαο 

ξ δίλεηαη από ηνλ ηύπν Δ = πξ
2
.    
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Οκνίσο θαη ν ηύπνο απηόο πεξηγξά-
θεη κηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία 
θάζε ηηκή ηνπ ξ αληηζηνηρίδεηαη ζε 
κηα αθξηβώο ηηκή ηνπ Δ. Γηα 
παξάδεηγκα αλ ξ = 1, ηόηε Δ = π, 
ελώ αλ ξ = 2, ηόηε Δ = 4π θηι. 
 

Τπάξρνπλ όκσο θαη πεξηπηώζεηο 
όπνπ ε δηαδηθαζία αληηζηνίρηζεο 
αλάκεζα ζηηο ηηκέο δύν κεγεζώλ 
δελ πεξηγξάθεηαη ή έζησ δελ 
γλσξίδνπκε αλ πεξηγξάθεηαη από 
θάπνην ηύπν. Γηα παξάδεηγκα:  
  Οη ώξεο ηεο εκέξαο θαη νη 
αληίζηνηρεο ζεξκνθξαζίεο ηνπο. 
  Οη κέξεο ηνπ έηνπο θαη νη ηηκέο 
ελόο μέλνπ λνκίζκαηνο (π.ρ. ηνπ 
δνιαξίνπ). 
Παξαηεξνύκε όηη ζε όια ηα παξα-
πάλσ παξαδείγκαηα ππάξρεη 
θάπνηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία 
θάζε ζηνηρείν ελόο ζπλόινπ Α 
αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
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ζηνηρείν θάπνηνπ άιινπ ζπλόινπ Β. 
Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία ιέγεηαη 
ζπλάξηεζε από ην Α ζην Β. 
Γειαδή: 
 

ΟΡΙΜΟ 

πλάξηεζε από έλα ζύλνιν Α ζε 
έλα ζύλνιν Β ιέγεηαη κηα 
δηαδηθαζία (θαλόλαο) κε ηελ νπνία 
θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Α 
αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β. 
 

Σν ζύλνιν Α ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ 

ή ζύλνιν νξηζκνύ ηεο ƒ . 
 

Οη ζπλαξηήζεηο παξηζηάλνληαη 
ζπλήζσο κε ηα κηθξά γξάκκαηα ƒ, 

g, h θηι. ηνπ Λαηηληθνύ αιθαβήηνπ. 

Αλ κε κηα ζπλάξηεζε ƒ από ην Α 
ζην Β, ην x    Α αληηζηνηρίδεηαη ζην  
y    Β , ηόηε γξάθνπκε: 

y = ƒ(x) 
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θαη δηαβάδνπκε «y ίζνλ ƒ ηνπ x». Σν 

ƒ(x) ιέγεηαη ηόηε ηηκή ηεο ƒ ζην x. 
Σν γξάκκα x, πνπ παξηζηάλεη 
νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ πεδίνπ 
νξηζκνύ ηεο ƒ, νλνκάδεηαη 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελώ ην y, 
πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο 
ζπλάξηεζεο ζην x, νλνκάδεηαη 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 
 

Σν ζύλνιν, πνπ έρεη γηα ζηνηρεία 
ηνπ ηηο ηηκέο ƒ(x) γηα όια ηα x    Α, 

ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο ƒ θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε ƒ(Α) . 
Ζ παξαπάλσ ζπλάξηεζε 
ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 

ƒ : Α      Β 
                             x     ƒ(x) 
 

Έηζη π.ρ. ε ζπλάξηεζε ƒ κε ηελ 
νπνία θάζε κε αξλεηηθόο αξηζκόο 
αληηζηνηρίδεηαη ζηελ ηεηξαγσληθή 
ηνπ ξίδα, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
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ƒ : [0, +∞)     R 
x       
 

Γηα θαιύηεξε θαηαλόεζε ηνπ 
παξαπάλσ νξηζκνύ αο δνύκε ηα 
παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλ: 
 

1ν ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 
 

Έζησ ƒ ε ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία 
θάζε εκέξα κηαο νξηζκέλεο εβδνκά-
δαο ελόο κήλα αληηζηνηρίδεηαη ζηελ 
πςειόηεξε ζεξκνθξαζία ηεο. 
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Γηα ηε ζπλάξηεζε απηή, ην πεδίν 
νξηζκνύ είλαη ην ζύλνιν 
 

Α = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 
 

ελώ ην ζύλνιν ηηκώλ ην ζύλνιν 

ƒ (Α) = {9
0
, 11

0
, 12

0
, 13

0
, 15

0
}  ⊆ Β 

Με αθνξκή ην παξάδεηγκα απηό 
ηνλίδνπκε ηα αθόινπζα ραξαθηεξη-
ζηηθά κηαο ζπλάξηεζεο ƒ : Α     Β . 
 

• Κάζε ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδε-
ηαη ζε έλα αθξηβώο ζηνηρείν ηνπ Β. 
• Μεξηθά ζηνηρεία ηνπ Β κπνξεί λα 

κελ απνηεινύλ ηηκέο ηεο ƒ (π.ρ. 18
0
). 

• Γύν ή πεξηζζόηεξα ζηνηρεία ηνπ Α 
κπνξεί λα αληηζηνηρίδνληαη ζην ίδην 
ζηνηρείν ηνπ Β (π.ρ. ηα 3 θαη 7 

αληηζηνηρίδνληαη ζην 13°). 
 

2ν ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 
 

Θεσξνύκε ηα ζύλνια Α = {α, β, γ} 
θαη Β = {1, 2, 3, 4, 5}, θαζώο επίζεο 
θαη ηα παξαθάησ ζρήκαηα 
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(βεινδηαγξάκκαηα). Παξαηεξνύκε 
όηη: 
  Σν ζρήκα (α) παξηζηάλεη 
ζπλάξηεζε, αθνύ θάζε ζηνηρείν ηνπ 
Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
ζηνηρείν ηνπ Β. 
  Σν ζρήκα (β) δελ παξηζηάλεη 
ζπλάξηεζε, αθνύ ην α    Α αληηζηνη-
ρίδεηαη ζε δύν ζηνηρεία ηνπ Β. 
  Σν ζρήκα (γ) δελ παξηζηάλεη 
ζπλάξηεζε, αθνύ ην γ    Α δελ 
αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα ζηνηρείν 
ηνπ Β. 
  Σν ζρήκα (δ) δελ παξηζηάλεη 
ζπλάξηεζε. Πξώηνλ δηόηη ην γ    Α 
δελ αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα 
ζηνηρείν ηνπ Β θαη δεύηεξνλ δηόηη ην 
α     Α αληηζηνηρίδεηαη ζε δύν 
ζηνηρεία ηνπ Β. 
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 Α         Β 
 
 
 
 

ρήκα α΄ 
 
  Α           Β 
 
 
 
 

ρήκα β΄ 
 
 

  Α           Β 
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     Α           Β 
 
 
 
 

ρήκα δ΄ 
 
 

πληνκνγξαθία ζπλάξηεζεο 
 

Δίδακε παξαπάλσ όηη, γηα λα 
νξηζηεί κηα ζπλάξηεζε ƒ, πξέπεη λα 
δνζνύλ ηξία ζηνηρεία: 
• Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο Α 
• Σν ζύλνιν Β θαη 
• Σν ƒ(x) γηα θάζε x    Α 
Οη ζπλαξηήζεηο, κε ηηο νπνίεο ζα 
αζρνιεζνύκε ζην βηβιίν απηό, είλαη 
ηεο κνξθήο ƒ : Α     Β, όπνπ Α ⊆ R 

θαη Β ⊆ R , είλαη δειαδή, όπσο 

ιέκε, πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο 
κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο. 
 

1 
  

 
• 
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Πνιιέο θνξέο αλαθεξόκαζηε ζε κηα 
ζπλάξηεζε ƒ δίλνληαο κόλνλ ηνλ 
ηύπν κε ηνλ νπνίν εθθξάδεηαη ην    
ƒ(x) . Λέκε π.ρ. δίλεηαη «ε ζπλάξηεζε 
ƒ, κε                         » ή, πην ζύλην-
κα, «ε ζπλάξηεζε                          » 
ή, αθόκα, «ε ζπλάξηεζε                      
                    ». 
 

ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε ζα 

ζεσξνύκε ζπκβαηηθά όηη: 
• Σν πεδίν νξηζκνύ Α ηεο ƒ είλαη ην 
«επξύηεξν» από ηα ππνζύλνια ηνπ 
R ζηα νπνία ην ƒ(x) έρεη λόεκα. 
• Σν ζύλνιν Β είλαη νιόθιεξν ην 
ζύλνιν R ησλ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ. 
 

Έηζη γηα ηε ζπλάξηεζε                    
ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην ζύλνιν        
 

                      αθνύ πξέπεη 1 - 4x ≥ 0,  
 
ελώ ην ζύλνιν Β είλαη όιν ην R . 
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ΗΜΔΙΧΗ 
 

Πνιιέο θνξέο κηα ζπλάξηεζε 
πεξηγξάθεηαη κε έλαλ ηύπν πνπ 
έρεη θιάδνπο, όπσο γηα παξάδεηγκα 
ε ζπλάξηεζε: 
 
 
 
 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο ƒ 
ζηα ζεκεία -1, 0 θαη 1 εξγαδόκαζηε 
σο εμήο: 
  Γηα x = -1 < 0, από ηνλ θιάδν    

ƒ(x) = x
2
 + 1, έρνπκε: 

ƒ(-1) = (-1)
2
 + 1 = 1 + 1 = 2. 

  Γηα x = 0, από ηνλ θιάδν              
ƒ(x) = x - 1, έρνπκε: 

ƒ(0) = 0 - 1 = -1. 
  Σέινο, γηα x = 1 ≥ 0, από ηνλ 
θιάδν ƒ(x) = x - 1, έρνπκε: 

ƒ(1) = 1 - 1 = 0. 
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ΥΟΛΙΟ 
Αλ θαη, γεληθά, ρξεζηκνπνηνύκε ην 
γξάκκα f γηα ηα ζπκβνιηζκό κηαο 
ζπλάξηεζεο θαη ην γξάκκα ρ γηα ην 
ζπκβνιηζκό ηνπ ηπραίνπ ζηνηρείνπ 
ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, σζηόζν 
κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
θαη άιια γξάκκαηα. Έηζη γηα 
παξάδεηγκα νη 

ƒ(x) = x
2
 - 4x + 7, g(t) = t

2
 - 4t + 7 θαη 

h(s) = s
2
 - 4s + 7 νξίδνπλ ηελ ίδηα 

ζπλάξηεζε. 
Δπνκέλσο ην x ζηνλ ηύπν κηαο 
ζπλάξηεζεο ζα παίδεη ην ξόιν κηαο 
«άδεηαο ζέζεο». Με απηό ην 
ζθεπηηθό, ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε 
ζα κπνξνύζε λα έρεη ηε κνξθή 

ƒ(  ) = (  )
2
 - 4 (  ) + 7, 

όπνπ νη παξελζέζεηο έρνπλ πάξεη 
ηε ζέζε ελόο γξάκκαηνο. 
Έηζη γηα λα ππνινγίζνπκε ην ƒ(-2) 
απιά ηνπνζεηνύκε ην -2 ζηηο 
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ζέζεηο, πνπ νξίδνπλ νη 
παξελζέζεηο: 

ƒ(-2) = (-2)
2
 - 4(-2) + 7 =  

= 4 + 8 + 7 = 19 
Οκνίσο, έρνπκε 

ƒ(3x) = (3x)
2
 - 4(3x) + 7 = 9x

2
 - 12x + 7 

Τπάξρεη όκσο θαη κηα παξαπέξα 
απινπνίεζε ησλ εθθξάζεώλ καο 
πνπ ζρεηίδνληαη κε ζπλαξηήζεηο. 
Πνιιέο θνξέο αληί λα ιέκε «ε  
 

ζπλάξηεζε                       », ζα ιέκε  
 
«ε ζπλάξηεζε                  », δειαδή  
 

γξάθνπκε s ππνλνώληαο ην s(t). 
Απηή ε απινπνίεζε γίλεηαη ζπρλό-
ηαηα ζε δηάθνξεο επηζηήκεο, πνπ 
ρξεζηκνπνηνύλ ηε καζεκαηηθή 
γιώζζα θαη ηα καζεκαηηθά εξγα-
ιεία, όπσο ε θπζηθή, ε ρεκεία θηι. 
πλήζσο ζηηο πεξηπηώζεηο απηέο 
ππάξρεη θάπνην πείξακα, όπνπ ην t 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

s(t) = 
 1 

2
gt

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

s = 
 1 

2
gt

2
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είλαη ε ηηκή ελόο κεγέζνπο, πνπ 
ππεηζέξρεηαη ζην πείξακα, θαη ην 
s(t) ε αληίζηνηρε ηηκή θάπνηνπ 
άιινπ κεγέζνπο. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
ζπλάξηεζεο 
 
                                      
 

ΛΤΗ 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη γηα εθείλα 
κόλν ηα x γηα ηα νπνία ηζρύεη 

x - 2 ≠ 0 θαη x - 1 ≥ 0 
ή, ηζνδύλακα, γηα 

x ≠ 2 θαη x ≥ 1 
Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ƒ είλαη ην 

ζύλνιν Α = [1,2) U (2, +∞) (ρήκα) 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ƒ(x) = 
1

x - 2
 + x - 1

1  

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

x 

 

0 

 

-1 

 

-2 

 

x' 
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 ΑΚΗΔΙ 
 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ 
παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 
 
 
 
 
 
 
 

2. Οκνίσο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 
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i) ƒ(x) = 
4

x - 1
 + 5

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) ƒ(x) = 
x

2
 - 16

x
2
 - 4x

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) ƒ(x) = 
1

x
2
 + 1

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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iv) ƒ(x) = 
1

|x| + x
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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i) ƒ(x) = x - 1 + 2 - x
M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) ƒ(x) = x
2
 - 4 

M at h Com poser  1. 1. 5
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iii) ƒ(x) = -x
2
 + 4x - 3 

M at h Com poser  1. 1. 5
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iv) ƒ(x) = 
1

x - 1
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3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
 
 
 
 

Να βξείηε ηηο ηηκέο ƒ(-5), ƒ(0)  
θαη ƒ (6). 
 

4. Μηα ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη σο 
εμήο: 
"θέςνπ έλαλ θπζηθό αξηζκό, 
πξόζζεζε ζ' απηόλ ην 1, 
πνιιαπιαζίαζε ην άζξνηζκα κε 4 
θαη ζην γηλόκελν πξόζζεζε ην 
ηεηξάγσλν ηνπ αξηζκνύ". 

i) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ƒ θαη ζηε 
ζπλέρεηα ηηο ηηκέο ηεο γηα x = 0 , 
x =1, x = 2 θαη x = 3.  
Ση παξαηεξείηε; 

ii) Να βξείηε ηνπο θπζηθνύο 
αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 
ƒ(x) = 36, ƒ(x) = 49, ƒ(x) = 100 θαη     
ƒ(x) = 144. 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ƒ(x) = x
3
 , αν x < 0

2x + 3 , αν x   0≥  
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5. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο 
νπνίεο ηζρύεη: 

i) ƒ(x) = 7  

ii) g(x) = 2 θαη  
 
 
 

 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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i) ƒ(x) = 
4

x - 1
 + 5 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) g(x) = 
x

2
 - 16

x
2
 - 4x

 και     

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) h(x) = 
1

x
2
 + 1

  .    

M at h Com poser  1. 1. 5
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iii) h(x) = 
1

 5 
  .    
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4.2 ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΑΗ    

   ΤΝΑΡΣΗΗ 

 

Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 
Ζ παξάζηαζε ελόο ζεκείνπ ηνπ 
επηπέδνπ κε έλα δηαηεηαγκέλν 
δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, 
βνήζεζε ζηελ επίιπζε γεσκεηξη-
θώλ πξνβιεκάησλ κε αιγεβξηθέο 
κεζόδνπο. Ζ παξάζηαζε απηή, 
όπσο κάζακε ζε πξνεγνύκελεο ηά-
μεηο, γίλεηαη σο εμήο: 
 

Πάλσ ζε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε 
δύν θάζεηνπο άμνλεο x'x θαη y'y κε 
θνηλή αξρή έλα ζεκείν Ο. Από 
απηνύο ν νξηδόληηνο x'x ιέγεηαη 

άμνλαο ησλ ηεηκεκέλσλ ή άμνλαο 
ησλ x, ελώ ν θαηαθόξπθνο y'y 

άμνλαο ησλ ηεηαγκέλσλ ή άμνλαο 
ησλ y. 
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Όπσο είλαη γλσζηό, ζε θάζε ζεκείν 
Μ ηνπ επηπέδνπ ησλ αμόλσλ 
κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε έλα 
δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α, β) 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη 
αληηζηξόθσο, ζε θάζε δηαηεηαγκέλν 
δεύγνο (α, β) πξαγκαηηθώλ αξηζ-
κώλ, κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε 
έλα κνλαδηθό ζεκείν Μ ηνπ 
επηπέδνπ, όπσο θαίλεηαη ζην 
ζρήκα: 
 
 
 
 
 
 

O  

 

β  

 

x  

 

1  

 

α  

 

y  

 

B(-2,1) 

M(α,β) 

Γ(3,-2) 

Γ(3,-1) 
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Οη αξηζκνί α, β ιέγνληαη ζπληε-

ηαγκέλεο ηνπ Μ. Δηδηθόηεξα ν α 

ιέγεηαη ηεηκεκέλε θαη ν β 

ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ. Σν 

ζεκείν Μ πνπ έρεη ζπληεηαγκέλεο α 

θαη β ζπκβνιίδεηαη κε Μ(α, β) ή, 

απιά, κε (α, β). 
Δπεηδή ε ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο 
δεπγώλ γηα ηελ παξάζηαζε 
ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ αλήθεη ζηνλ 
Καξηέζην, ην παξαπάλσ δεύγνο 

ησλ αμόλσλ ην ιέκε θαξηεζηαλό 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην 
επίπεδν θαη ην ζπκβνιίδνπκε Οxy , 
ελώ ην επίπεδν ζην νπνίν νξίζηεθε 

ην ζύζηεκα απηό ην ιέκε θαξηε-
ζηαλό επίπεδν. Αλ επηπιένλ νη 
κνλάδεο ησλ αμόλσλ έρνπλ ην ίδην 
κήθνο, ην ζύζηεκα Οxy ιέγεηαη 

νξζνθαλνληθό. 
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ΗΜΔΙΧΗ: 
ηα επόκελα, εθηόο αλ αλαθέξεηαη 
δηαθνξεηηθά, όηαλ ιέκε θαξηεζηαλό 
ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζα ελλν-
νύκε νξζνθαλνληθό θαξηεζηαλό 
ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα έλα ζύζηεκα 
Oxy ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. 
Σόηε: 
• Σα ζεκεία ηνπ άμνλα x'x θαη κόλν 
απηά έρνπλ ηεηαγκέλε ίζε κε ην κε-
δέλ, ελώ ηα ζεκεία ηνπ άμνλα y'y 
θαη κόλν απηά έρνπλ ηεηκεκέλε ίζε 
κε ην κεδέλ 
• Οη άμνλεο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε 
ηέζζεξα ηεηαξηεκόξηα, πνπ είλαη ηα  
 

εζσηεξηθά ησλ  γσληώλ         , yOx',  
 

x'Oy' θαη y'Ox θαη νλνκάδεηαη 1
ν
, 2

ν
, 

3
ν
 θαη 4

ν
, ηεηαξηεκόξην, αληηζηνί-

ρσο. Σα πξόζεκα ησλ 

^ 

xOy 

^ 

^ ^ 
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ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ ηνπο 
θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Αλ Α (α, β) είλαη έλα ζεκείν ηνπ 
θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ, κε ηε 
βνήζεηα ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο 
άμνλα θαη σο πξνο θέληξν, 
δηαπηζηώλνπκε όηη: 
  Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηνλ 
άμνλα x'x είλαη ην ζεκείν Γ (α,-β), 
πνπ έρεη ίδηα ηεηκεκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηαγκέλε (ρ. α'). 
  Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηνλ 
άμνλα y'y είλαη ην ζεκείν Β(-α,β), 

2o 1o 

3o 4o 

x < 0 , y > 0 x > 0 , y > 0 

x < 0 , y < 0 x > 0 , y < 0 

y  

 

x  

 
x' 
  

 

y' 
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πνπ έρεη ίδηα ηεηαγκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηκεκέλε (ρ. α'). 
  Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηελ 
αξρή ησλ αμόλσλ είλαη ην ζεκείν Γ 
(-α,-β), πνπ έρεη αληίζεηεο 
ζπληεηαγκέλεο (ρ. α'). 
  Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηε 
δηρνηόκν ηεο 1εο θαη 3εο γσλίαο 
ησλ αμόλσλ είλαη ην ζεκείν Α'(β,α) 
πνπ έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηαγκέλε 
ηνπ Α θαη ηεηαγκέλε ηελ ηεηκεκέλε 
ηνπ Α (ρ. β'). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα α' 

y  

 

x  

 

B(-α,β) Α(α,β) 

Γ(-α,-β) Γ(α,-β) 
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ρήκα β' 
 
Απόζηαζε ζεκείσλ 
Έζησ Oxy έλα ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν θαη 

Α(x1,y1) θαη Β(x2,y2) δύν ζεκεία 

απηνύ. Θα δείμνπκε όηη νη 
απόζηαζή ηνπο δίλεηαη από ηνλ 
ηύπν: 
 

 
 

 

y  

 

x  

 

O  

 

α  

 

β  

 

α  

 

β  

 

Α'(β,α) 

y = x 

Α(α,β) 

M at h Com poser  1. 1. 5
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(AB) = (x2 - x1)
2
 + (y2 - y1)

2
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ΑΠΟΓΔΙΞΗ: 
Από ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΚΑΒ 
ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο έρνπκε: 

(ΑΒ)
2
 = (ΚΑ)

2
 + (ΚΒ)

2
 

    =|x2- x1|
2
 + |y2 - y1|

2  

   = (x2 - x1)
2
 + (y2 - y1)

2
 

 

νπόηε: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ο παξαπάλσ ηύπνο ηζρύεη θαη ζηελ 
πεξίπησζε πνπ ε ΑΒ είλαη παξάι-
ιειε κε ηνλ άμνλα x'x (ρήκα γ') ή 
παξάιιειε κε ηνλ άμνλα y'y (ρήκα 
δ'). 

M at h Com poser  1. 1. 5
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(AB) = (x2 - x1)
2
 + (y2 - y1)

2

y  

 

O  

 

y2  

 

y1  

 

x1  

 

x2  

 

x  

 

B(x2,y2) 

K(x2,y1) 

A(x1,y1) 
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ρήκα γ' 
 
 
 
 
 
 
 
 

ρήκα δ' 
 
Γηα παξάδεηγκα, αλ Α(3,1), Β(3,5) 
θαη Γ (-1,1) είλαη νη θνξπθέο ελόο 
ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ηόηε ζα είλαη: 
 
 

y  

 

x  

 

O 

 
x1  

 

x2  

 

A(x1, y1)  

 
B(x1, y1)  

 
y1 = y2 

A(x1, y1)  

 

B(x2, y2)  

 

x1 = x2 

y  

 

x  

 

O 

 

y1  

 

y2  
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Αθνύ, ινηπόλ, είλαη (ΑΒ) = (ΑΓ), ην 
ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο θαη 
επεηδή επηπιένλ ηζρύεη  

(ΑΒ)
2
 + (ΑΓ)

2
 = 32 = (ΒΓ)

2
, ην 

ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη θαη νξζνγώλην . 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Έζησ C o θύθινο κε θέληξν ηελ 
αξρή O ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα ξ. 
Να απνδεηρηεί όηη έλα ζεκείν Μ 
(x, y) αλήθεη ζηνλ θύθιν C, αλ θαη 
κόλν αλ ηζρύεη 

x
2
 + y

2
 = ξ

2
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(AB) = (3 - 3)
2
 + (5 - 1)

2
 = 4

2
 = 4
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(AΓ) = (-1 - 3)
2
 + (1 - 1)

2
 = 4

2
 = 4
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(BΓ) = (-1 - 3)
2
 + (1 - 5)

2
 =
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2
 + 4

2
 = 4 2
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ΑΠΟΓΔΙΞΗ 
Δίλαη πξνθαλέο όηη έλα ζεκείν 
Μ(x,y) αλήθεη ζηνλ θύθιν C, αλ θαη 
κόλν αλ ηζρύεη (ΟΜ) = ξ . Όκσο 
                     

                               νπόηε έρνπκε: 
 
(ΟΜ) = ξ                     = ξ      

                      x
2
 + y

2
 = ξ

2
 

 

 
Δπνκέλσο ην ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη 
ζην θύθιν C (Ο,ξ), αλ θαη κόλν αλ 
νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηθαλνπνηνύλ 
ηελ εμίζσζε 

y  

 

x  

 

C  

 

M(x,y)  

 

O(0,0)  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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(OM) = x
2
 + y

2
 ,
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x
2
 + y

2
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x
2
 + y

2
 = ξ

2
    (1) 

 

Ζ εμίζσζε (1), πνπ ηθαλνπνηείηαη 
από ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 
ζεκείσλ ηνπ θύθινπ C (Ο, ξ) θαη 

κόλν από απηέο, ιέγεηαη εμίζσζε 

ηνπ θύθινπ κε θέληξν Ο θαη αθηί-
λα ξ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε ηνπ 
θύθινπ κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ = 1 

είλαη ε x
2
 + y

2
 = 1. Ο θύθινο απηόο 

ιέγεηαη θαη κνλαδηαίνο θύθινο. 
 

Γξαθηθή παξαζηαζε ζπλάξηεζεο 
 

Έζησ ƒ κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν 
νξηζκνύ Α θαη Oxy έλα ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Σν 
ζύλνιν ησλ ζεκείσλ M (x, y) γηα ηα 
νπνία ηζρύεη y = ƒ(x), δειαδή ην 
ζύλνιν ησλ ζεκείσλ M (x, ƒ(x)),  

x    A, ιέγεηαη γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ƒ θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε 
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Cƒ . Ζ εμίζσζε, ινηπόλ, y = ƒ(x) 

επαιεζεύεηαη από ηα ζεκεία ηεο Cƒ 
θαη κόλν από απηά. Δπνκέλσο, ε     
y = ƒ(x) είλαη ε εμίζσζε ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ. Γηα ην 
ιόγν απηό, ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

Cƒ ηεο ƒ ηε ζπκβνιίδνπκε, πνιιέο 
θνξέο, απιά κε ηελ εμίζσζή ηεο, 
δειαδή κε y = ƒ(x). 
Δπεηδή θάζε x     A αληηζηνηρίδεηαη 
ζε έλα κόλν y    R , δελ ππάξρνπλ 
ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 
ηεο ƒ κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε. Απηό 
ζεκαίλεη όηη θάζε θαηαθόξπθε 
επζεία έρεη κε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ ην πνιύ έλα 
θνηλό ζεκείν (ρ. α'). Έηζη, ν 
θύθινο δελ απνηειεί γξαθηθή 
παξάζηαζε ζπλάξηεζεο (ρ. β'). 

144 / 107 



 
 
 
 
 
 
     ρήκα α'                 ρήκα β' 
 
Όηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
κηαο ζπλάξηεζεο ƒ κπνξνύκε, επί-
ζεο, λα ζρεδηάζνπκε θαη ηε γξαθη-
θή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο -ƒ, 
παίξλνληαο ηε ζπκκεηξηθή ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ σο 
πξνο ηνλ άμνλα x'x θαη ηνύην δηόηη 
ε γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο -ƒ 
απνηειείηαη από ηα ζεκεία             
M'(x,-ƒ(x)) πνπ είλαη ζπκκεηξηθά 
ησλ ζεκείσλ M(x, ƒ(x)) ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ σο 
πξνο ηνλ άμνλα x'x . 
 

y 

O  

 

x  

 

A  

 

Cƒ  

 

x  

 

y  

 

O  

 

C  
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ΔΦΑΡΜΟΓH 
 

ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη νη 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο δύν 
ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g , πνπ είλαη 
νξηζκέλεο ζε όιν ην R.  
i) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηεο ƒ ζηα 
ζεκεία: 3, -2, -1, 0, 1 θαη 2 
ii) Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
ƒ(x) = 0, ƒ(x) = 2  &  ƒ(x) = g(x). 
iii)Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
ƒ(x) > 0 θαη ƒ(x) > g( x). 

y  

 

x  

 

O
  

 

y = ƒ(x)  

 

M(x, ƒ(x)) 

M'(x,-ƒ(x)) 

y = -ƒ(x)  

 

146 / 108 



 
 
 
 
 
 
 
 

ΛΤΗ 
i) Δίλαη: 
ƒ(-3) = 2, ƒ(-2) = 0, ƒ(-1) = -1,  
ƒ(0 ) = -1, ƒ(1) = 0 θαη ƒ(2) = 2. 
 

ii) Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 0 
είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ 
ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 
ηεο f θαη ηνπ άμνλα x'x, δειαδή νη 

αξηζκνί x1 = -2 θαη x2 = 1. 
 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 2 είλαη 
νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 

y  

 

x  

 

1  

 

O  

 

1  

 

y = ƒ(x)  

 

y = g(x)  
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έρνπλ ηεηαγκέλε 2, δειαδή νη 

αξηζκνί x1 = -3 θαη x2 = 2 . 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = g(x) 
είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ 
ζεκείσλ ησλ γξαθηθώλ παξαζηά-

ζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g , 

δειαδή νη αξηζκνί x1 = -1, x2 = 0 θαη 

x3 = 2 .  

iii) Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > 0 
είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 
βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα 
x'x, δειαδή όια ηα  

x    (-∞, -2) U (1, +∞). 

Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > g(x) 
είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 
βξίζθνληαη πάλσ από ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο g , δειαδή όια ηα   

x    (-∞, -1) U (0,2). 
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 ΑΚΗΔΙ 

 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 
1. Να ζεκεηώζεηε ζε έλα 
θαξηεζηαλό επίπεδν ηα ζεκεία: 
Α(-1,2), Β(3,4), Ο(0,0), Γ(3,0), Γ(0,-5) 
θαη Δ(-2,-3). 
 

2. Έλα ζεκείν Μ (x,y) θηλείηαη κέζα 
ζην νξζνγώλην ΑΒΓΓ ηνπ 
παξαθάησ ζρήκαηνο. Πνηνη 
πεξηνξηζκνί ηζρύνπλ γηα ηα x, y ; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 1 x 

A B 

Γ Γ 

Μ(x,y) 

y  
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3. Να βξείηε ην ζπκκεηξηθό ηνπ 
ζεκείνπ Α (-1,3), 

i) σο πξνο ηνλ άμνλα x' x 

ii) σο πξνο ηνλ άμνλα y' y 

iii)σο πξνο ηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο  
 

xΟy 

iv) σο πξνο ηελ αξρή O ησλ 
αμόλσλ. 
 

4. Να βξείηε ηηο απνζηάζεηο ησλ 
ζεκείσλ:  

i) Ο(0,0) θαη Α(4, -2),  

ii) Α(-1,1) θαη Β(3,4), 

iii) Α(-3,-1) θαη Β(1,-1); 

iv) Α(1,-1) θαη Β(1,4). 
 

5. Να απνδείμεηε όηη: 

i) Σα ζεκεία Α(1,2), Β(4,-2) θαη Γ(-3,5) 
είλαη θνξπθέο ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ. 

ii) Σα ζεκεία Α(1,-1), Β(-1,1) θαη 
Γ(4,2) είλαη θνξπθέο νξζνγσλίνπ 
ηξηγώλνπ. 

^ 
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6. Να ζρεδηάζεηε ην πνιύγσλν κε 
θνξπθέο ηα ζεκεία: 
Α(2,5), Β(5,1) , Γ(2,-3) , Γ(-1,1) θαη 
ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη 
απηό είλαη ξόκβνο. 
 

7. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ 
k γηα ηελ νπνία ην ζεκείν Μ αλήθεη 
ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο. 

i) ƒ(x) = x
2
 + k , Μ (2,6) 

ii) g(x) = kx
3
, Μ (-2,8) 

iii) h(x) =                 Μ(3,8). 
 

8. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ 
πεξηπηώζεηο, λα βξείηε ηηο 
ζπληεηαγκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ 
 

 ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 
ζπλάξηεζεο κε ηνπο άμνλεο. 

  i)  ƒ(x) = x - 4  

 ii)  g(x) = (x - 2)(x - 3) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

k x + 1  ,
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iii)  h(x) = (x - 1)
2
  

iv)  q(x) = x
2
 + x + 1 

 v)  θ(x) =   
 

vi)  ς(x) =  
 

9. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 -1. 

Να βξείηε: 

i) Σα ζεκεία ηνκήο ηεο Cƒ κε ηνπο 

άμνλεο. 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 

Cƒ πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ 

άμνλα x'x . 
 

10. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  

ƒ(x) = x
2
 - 5x + 4 θαη g(x) = 2x - 6.    

Να βξείηε: 

i) Σα θνηλά ζεκεία ησλ Cƒ θαη Cg . 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 

Cƒ πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηελ 

Cg . 
 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x x - 1  
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x x
2
 - 4  .
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Με απόθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνύ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππώλνληαη 
από ηνλ Οξγαληζκό Δθδόζεσο Γηδαθηη-
θώλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκόζηα ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ θέξνπλ 
βηβιηόζεκν πξνο απόδεημε ηεο γλεζηόηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πώιεζε θαη δε θέξεη βηβιηόζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηώθεηαη ζύκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νόκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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