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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 
 

Σν βηβιίν πνπ θξαηάηε ζηα ρέξηα 
ζαο πεξηιακβάλεη ηελ ύιε ηεο 
Άιγεβξαο πνπ πξνβιέπεηαη από ην 
πξόγξακκα ζπνπδώλ ηεο Α΄ ηάμεο 
ηνπ Γεληθνύ Λπθείνπ. 
Σν βηβιίν απηό πξνήιζε από 
αλακόξθσζε ηεο Α΄ έθδνζεο (1990) 
ηνπ βηβιίνπ ΑΛΓΔΒΡΑ Α΄ ΛΤΚΔΗΟΤ, 
ηνπ νπνίνπ ηε ζπγγξαθηθή νκάδα 
απνηεινύζαλ νη Αλδξεαδάθεο 
΢ηπιηαλόο, Καηζαξγύξεο Βαζίιεηνο, 
Παπαζηαπξίδεο ΢ηαύξνο, Πνιύδνο 
Γεώξγηνο, ΢βέξθνο Αλδξέαο, ελώ, 
ηελ νκάδα θξηηώλ απνηεινύζαλ νη 
Αρηζαισηίδεο Υξηζηόθνξνο, 
Γηθαηάθνπ- Μαπξνπδαία Καιιηόπε, 
Καινκεηζίλεο ΢πύξνο, Κνπδέιεο 
Αλδξέαο θαη Παληειίδεο Γεώξγηνο. 
΢ηελ αλακόξθσζε ηνπ βηβιίνπ, πνπ 
έγηλε από ηελ ίδηα ζπγγξαθηθή 



νκάδα κε απόθαζε θαη επνπηεία 
ηνπ Παηδαγσγηθνύ Ηλζηηηνύηνπ, 
ειήθζεζαλ ππόςε: 
 Οη νδεγίεο ηνπ Παηδαγσγηθνύ 
Ηλζηηηνύηνπ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο 
Άιγεβξαο ηεο Α΄ Λπθείνπ, νη νπνίεο 
αλαθέξνληαλ ζηελ αλαδηάηαμε ησλ 
πεξηερνκέλσλ θαη ζηε δηδαθηηθή 
κεζνδνινγία. 
 Σα λέα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα 
΢πνπδώλ θαη ηα λέα δηδαθηηθά 
βηβιία ησλ Μαζεκαηηθώλ ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη 
 Ο ηξόπνο αμηνιόγεζεο ησλ καζε-
ηώλ Λπθείνπ ζηα Μαζεκαηηθά, όπσο 
απηόο νξίδεηαη από ην Π. Γ 60/2006. 
Κξίζεθε αλαγθαίν λα πξνεγεζεί ηεο 
δηδαθηέαο ύιεο ηνπ βηβιίνπ έλα 
εηζαγσγηθό θεθάιαην κε ηα απνιύ-
ησο απαξαίηεηα ζηνηρεία από ηε 
καζεκαηηθή ινγηθή θαη ηε ζεσξία 
ζπλόισλ, ηα νπνία ζεσξνύληαη 



ρξήζηκα γηα ηε ζαθέζηεξε δηαηύ-
πσζε ησλ καζεκαηηθώλ ελλνηώλ, 
ησλ πξνηάζεσλ θηι. Σα ζηνηρεία 
απηά, πνπ ήηαλ δηάζπαξηα ζηελ Α΄ 
έθδνζε ηνπ βηβιίνπ, παξνπζηάδν-
ληαη ζηελ αλακνξθσκέλε έθδνζε 
κε νξγαλσκέλν ηξόπν. 
Σν πεξηερόκελν ηνπ βηβιίνπ, πνπ 
απνηειεί θαη ηελ δηδαθηέα ύιε ηεο 
Άιγεβξαο Α΄ Λπθείνπ, έρεη ζε 
γεληθέο γξακκέο έρεη σο εμήο: 

1. ΢ην 1ν Θεθάιαην 
επαλαιακβάλνληαη, ζπκπιεξώλν-
ληαη θαη επεθηείλνληαη ηα βαζηθά 
ζηνηρεία ηνπ αιγεβξηθνύ ινγηζκνύ 
πνπ δηδάρηεθαλ νη καζεηέο ζην 
Γπκλάζην. 

2. ΢ην 2ν Θεθάιαην επαλαιακβά-
λνληαη θαη εμεηάδνληαη ζπζηεκαηη-
θόηεξα όζα ήηαλ γλσζηά από ην 
Γπκλάζην γηα ηηο εμηζώζεηο 1νπ 
βαζκνύ, ηηο εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ, 



θαζώο θαη γηα εμηζώζεηο πνπ ε 
επίιπζή ηνπο αλάγεηαη ζε 
εμηζώζεηο 1 νπ θαη 2νπ βαζκνύ. 

3. ΢ην 3ν Θεθάιαην παξνπζηάδεηαη 
ε επίιπζε αληζώζεσλ 1νπ θαη 2νπ 
βαζκνύ, θαζώο θαη αληζώζεσλ πνπ 
ε επίιπζή ηνπο αλάγεηαη ζε 
αληζώζεηο 1νπ θαη 2νπ βαζκνύ. 
Με ηε δηδαζθαιία ησλ ηξηώλ 
πξώησλ θεθαιαίσλ νινθιεξώλεηαη 
ν αιγεβξηθόο ινγηζκόο ζην βαζκό 
πνπ είλαη απαξαίηεηνο όρη κόλν γηα 
ηελ απξόζθνπηε ζπλέρεηα ηεο 
δηδαζθαιίαο Άιγεβξαο, αιιά θαη 
γηα ηελ εμππεξέηεζε ησλ ζπλαθώλ 
καζεκάησλ. 

4. Σν 4ν Θεθάιαην αλαθέξεηαη ζηηο 
ζπλαξηήζεηο. Ζ ζπλάξηεζε είλαη 
κηα από ηηο ζεκειηώδεηο έλλνηεο ησλ 
Μαζεκαηηθώλ, ε νπνία είλαη ην 
εξγαιείν έθθξαζεο ελόο κεγάινπ 
θάζκαηνο θαηλνκέλσλ ηεο θύζεο 



θαη ηεο θνηλσλίαο. Ζ έλλνηα ηεο 
ζπλάξηεζεο ζα είλαη αληηθείκελν 
ζπζηεκαηηθήο κειέηεο θαη 
εκβάζπλζεο ζε όιν ην Λύθεην. 

5. ΢ην 5ν Θεθάιαην γίλεηαη θαη’ 
αξρήλ ε κειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ   
 

y = αx
2 

θαη               θαη   αθνινπζεί    
 

ε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο ηξηώλπκν  

y = αx
2
 + βx + γ, πνπ απνηειεί ηνλ 

θεληξηθό ζηόρν ηνπ θεθαιαίνπ 
απηνύ. 

6. ΢ην 6ν Θεθάιαην θαη’ αξρήλ 
επαλαιακβάλνληαη θαη ζπκπιεξώ-
λνληαη όζα δηδάρηεθαλ νη καζεηέο 
ζην Γπκλάζην γηα γξακκηθά ζπζηή-
καηα δπν εμηζώζεσλ κε δπν 
αγλώζηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα 
επηιύνληαη γξακκηθά ζπζηήκαηα κε 
ηξεηο αγλώζηνπο, θαζώο θαη κε 
γξακκηθά ζπζηήκαηα. Γηα ηελ 
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παξνπζίαζε ησλ ελλνηώλ ηνπ 
θεθαιαίνπ απηνύ 
ρξεζηκνπνηήζεθαλ 
αλαπαξαζηάζεηο από ηα θεθάιαηα 
ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

7. ΢ην 7ν Θεθάιαην, πνπ είλαη θαη 
ην ηειεπηαίν ηνπ βηβιίνπ, επαλα-
ιακβάλνληαη θαη επεθηείλνληαη νη 
γλσζηέο από ην Γπκλάζην έλλνηεο 
ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ αξηζκώλ θαη 
ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ηαπηνηήησλ 
θαη παξνπζηάδεηαη ε αλαγσγή ηνπ 
ππνινγηζκνύ ηξηγσλνκεηξηθώλ 
αξηζκώλ ζην 1ν ηεηαξηεκόξην. 
 

Δθηηκνύκε όηη ε παξνύζα 
αλακνξθσκέλε έθδνζε ηνπ βηβιίνπ 
ζα ζπκβάιεη ζηελ αλαβάζκηζε ηεο 
δηδαζθαιίαο ηεο Άιγεβξαο ζην 
Λύθεην. Χζηόζν, γηα πεξαηηέξσ 
βειηίσζε ηνπ βηβιίνπ, νπνηνζδή-
πνηε καζεηήο, θαζεγεηήο ή 
ελδηαθεξόκελνο γηα ηελ παηδεία 



ζηνλ ηόπν καο ζέιεη λα θάλεη 
ζρόιηα, παξαηεξήζεηο ή θξίζεηο γηα 
ην βηβιίν απηό, παξαθαιείηαη λα ηηο 
ζηείιεη ζην Παηδαγσγηθό 
Ηλζηηηνύην, Μεζνγείσλ 396, 15310 
Αγία Παξαζθεπή. 
 
 
 

Γεθέκβξηνο 2009 
Οη ΢πγγξαθείο 

 
 





ΔΗ΢ΑΓΧΓΗΚΟ ΚΔΦΑΛΑΗΟ 
 

Δ.1  ΣΟ ΛΔΞΗΛΟΓΗΟ ΣΖ΢ ΛΟΓΗΚΖ΢ 

 
΢ηε παξάγξαθν απηή ζα γλσξίζνπ-
κε κεξηθέο βαζηθέο έλλνηεο ηεο Λνγη-
θήο, ηηο νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπ-
κε ζηε ζπλέρεηα, όπνπ απηό θξίλε-
ηαη αλαγθαίν, γηα ηε ζαθέζηεξε 
δηαηύπσζε καζεκαηηθώλ ελλνηώλ, 
πξνηάζεσλ θηι. Σα παξαδείγκαηα 
πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε αλαθέ-
ξνληαη ζε έλλνηεο θαη ηδηόηεηεο πνπ 
είλαη γλσζηέο από ην Γπκλάζην. 
 

Ζ ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε δύν πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο α θαη β . Δίλαη γλσζηό όηη: 
Αλ νη αξηζκνί α θαη β είλαη ίζνη, ηόηε 
θαη ηα ηεηξάγσλα ηνπο ζα είλαη ίζα. 
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Απηό ζεκαίλεη όηη: 
 

Αλ ν ηζρπξηζκόο « α = β » είλαη 
αιεζήο, ηόηε θαη ν ηζρπξηζκόο         

« α
2
 = β

2
 » ζα είλαη αιεζήο. 

Γη’  απηό ιέκε όηη ν  ηζρπξηζκόο    

«α
2
 = β

2
»  ζπλεπάγεηαη ηνλ 

ηζρπξηζκό « α = β » θαη γξάθνπκε: 

α = β      α
2
 = β

2
 . 

 

Γεληθά: 
 

P θαη Q είλαη δύν ηζρπξηζκνί, ηέηνηνη 
ώζηε, όηαλ αιεζεύεη ν P λα 
αιεζεύεη θαη ν Q , ηόηε ιέκε όηη  

ν P ζπλεπάγεηαη ηνλ Q θαη 
γξάθνπκε P      Q. 

 

 Ο ηζρπξηζκόο «P      Q » ιέγεηαη 
ζπλεπαγσγή θαη πνιιέο θνξέο 

δηαβάδεηαη «αλ P, ηόηε Q». Ο P 

ιέγεηαη ππόζεζε ηεο ζπλεπαγσγήο, 

ελώ ν Q ιέγεηαη ζπκπέξαζκα 

απηήο
(1)

. 
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(1) ΢ηελ θαζεκεξηλή πξάμε, ζπλή-
ζσο, δελ ρξεζηκνπνηνύκε ζπλεπα-
γσγέο κε ςεπδή ππόζεζε. Αιιά θαη 
ε καζεκαηηθή επηζηήκε δελ έρεη 
αλάγθε ηέηνηνπ είδνπο ζπλεπαγσ-
γώλ. ΋κσο, γηα ηερληθνύο ιόγνπο 
πνπ ζπλδένληαη κε ηελ επθνιία ηεο 
έθθξαζεο καζεκαηηθώλ δεηεκάησλ, 
ζα πηνζεηήζνπκε ηε ζύκβαζε όηη ε 
ζπλεπαγσγή « P     Q » λα είλαη 
αιεζήο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 
ππόζεζε P είλαη ςεπδήο. Έηζη, ε 
ζπλεπαγσγή « P     Q » είλαη 
ςεπδήο, κόλν όηαλ ε ππόζεζε P 
είλαη αιεζήο θαη ην ζπκπέξαζκα Q 
είλαη ςεπδέο θαη αιεζήο ζε θάζε 
άιιε πεξίπησζε. Δθ πξώηεο 
όςεσο ε ζύκβαζε απηή θαίλεηαη 
πεξίεξγε, αιιά ζην πιαίζην ηνπ 
παξόληνο βηβιίνπ δελ κπνξνύλ λα 
εμεγεζνύλ νη ιόγνη πνπ νδήγεζαλ 
ζε απηή. 
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Ζ ηζνδπλακία ή δηπιή 
ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηηο γλσζηέο καο 
από ην Γπκλάζην ζπλεπαγσγέο: 

α = β      α
2
 = β

2
 (1) 

θαη 
α = β      α + γ = β + γ (2), 
πνπ ηζρύνπλ γηα όινπο ηνπο 
πξαγκαηηθνύο α, β θαη γ. 
Παξαηεξνύκε όηη: 
 
 Γηα ηελ πξώηε ζπλεπαγσγή, δελ 
ηζρύεη ην αληίζηξνθν. Γειαδή δελ 
ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή  
 

α
2
 = β

2
      α = β γηα όινπο ηνπο 

πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α θαη β, 
αθνύ γηα παξάδεηγκα είλαη  
 

(-3)
2
 = 3

2
, ελώ -3 ≠ 3 . 

 

 Γηα ηε δεύηεξε, όκσο, ζπλεπαγσ-
γή ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν. Γεια-
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δή γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο α, β, γ ηζρύεη θαη ε 
ζπλεπαγσγή: 
 

α + γ = β + γ      α = β 
 

Γη’ απηό ιέκε όηη νη δύν ηζρπξηζκνί 
είλαη ηζνδύλακνη θαη γξάθνπκε: 
 

α = β      α + γ = β + γ . 
 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δύν ηζρπξηζκνί, 
ηέηνηνη ώζηε, όηαλ αιεζεύεη ν P, λα 
αιεζεύεη θαη ν Q θαη όηαλ αιεζεύεη 
ν Q, λα αιεζεύεη θαη ν P, ηόηε ιέκε 

όηη ν P ζπλεπάγεηαη ηνλ Q θαη 
αληηζηξόθωο ή, αιιηώο, όηη  

ν P είλαη ηζνδύλακνο κε ηνλ Q θαη 

γξάθνπκε P      Q . 
 

Ο ηζρπξηζκόο « P      Q » ιέγεηαη 

ηζνδπλακία θαη αξθεηέο θνξέο 

δηαβάδεηαη «P αλ θαη κόλν αλ Q». 
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Ο ζύλδεζκνο «ή» 
 

Γλσξίδνπκε όηη: 
 

Σν γηλόκελν δύν πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ α θαη β είλαη ίζν κε ην 
κεδέλ, αλ θαη κόλν αλ έλαο 
ηνπιάρηζηνλ από ηνπο αξηζκνύο α 
θαη β είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 
Γηα λα δειώζνπκε όηη έλαο 
ηνπιάρηζηνλ από ηνπο α θαη β είλαη 
ίζνο κε ην κεδέλ, γξάθνπκε α = 0 ή 
β = 0 . Έηζη, έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 
 

       α  β = 0       α = 0 ή β = 0 
 

 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δύν ηζρπξηζκνί, 

ηόηε ν ηζρπξηζκόο P ή Q αιεζεύεη 
κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ έλαο 
ηνπιάρηζηνλ από ηνπο δύν 
ηζρπξηζκνύο αιεζεύεη. 
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Ο ηζρπξηζκόο «P ή Q» ιέγεηαη 

δηάδεπμε ησλ P θαη Q . Γηα 
παξάδεηγκα ε εμίζσζε 
 

(x
2
 - x)(x

2
 -1) = 0 

 

αιεζεύεη, αλ θαη κόλν αλ έλαο 
ηνπιάρηζηνλ από ηνπο παξάγνληεο 

x
2
 - x θαη x

2
 - 1 είλαη ίζνο κε ην 

κεδέλ, δειαδή, αλ θαη κόλν αλ 
ηζρύεη ε δηάδεπμε: 
 

x
2
 - x = 0  ή  x

2
 - 1 = 0. 

 

Παξαηεξνύκε εδώ όηη: 
 Γηα x = 1 αιεζεύνπλ θαη νη δύν 
εμηζώζεηο, ελώ 
 Γηα x = 0 αιεζεύεη κόλν ε πξώηε 
θαη γηα x = -1 αιεζεύεη κόλν ε δεύηε-
ξε. 
 

Ο ζύλδεζκνο «θαη» 
 

Γλσξίδνπκε όηη: 
«Σν γηλόκελν δύν πξαγκαηηθώλ  

21 / 11 



αξηζκώλ α θαη β είλαη δηάθνξν ηνπ 
κεδελόο, αλ θαη κόλνλ αλ θαη νη δύν 
αξηζκνί α θαη β είλαη δηάθνξνη ηνπ 
κεδελόο». 
Γηα λα δειώζνπκε όηη θαη νη δύν 
αξηζκνί α θαη β είλαη δηάθνξνη ηνπ 
κεδελόο γξάθνπκε 

α  ≠ 0 θαη β ≠ 0 
Έηζη, έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 

α  β ≠ 0        α ≠ 0 θαη β ≠ 0 
 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δύν ηζρπξηζκνί, 
ηόηε ν ηζρπξηζκόο P θαη Q αιεζεύεη 
κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ θαη νη 
δύν ηζρπξηζκνί αιεζεύνπλ. 

 

Ο ηζρπξηζκόο «P θαη Q» ιέγεηαη 

ζύδεπμε ησλ P θαη Q . 
Γηα παξάδεηγκα, ν ηζρπξηζκόο 

x(x -1) = 0 θαη (x -1)( x +1) = 0 
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αιεζεύεη γηα εθείλα ηα x γηα ηα 
νπνία αιεζεύνπλ θαη νη δύν 
εμηζώζεηο, δειαδή γηα x = 1 . 
 

ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α θαη β. 
Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Τ. 
 

1. α
2
 = 9      α = 3 Α Φ 

2. α
2
 = α      α = 1 Α Φ 

3. α
2
 ≠ α      α ≠ 1 Α  Φ 

4. α ≠ 2       α
2
 ≠ 4  Α  Φ 

5. α > 2      α
2
 > 4  Α  Φ 

6. α < 2      α
2
 < 4  Α  Φ 

7. α
2
 < 4      α < 2   Α  Φ 
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8. α
2
 > 4      α > 2  Α  Φ 

9. α < 2 θαη β < 3      α  β < 6 Α  Φ 
 

II. Λα αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από 
ηνπο ηζρπξηζκνύο ηεο νκάδαο Α' 
κε ηνλ ηζνδύλακό ηνπ ηζρπξηζκό 
από ηε νκάδα Β'. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 

Α 
x ≠ 0 θαη  
x ≠ 2 

Β x = 2 

Γ 
x = -2 ή  
x = 2 

Γ x = 0 

Δ 
x = 0 ή 
 x = 2 

Ε x = -2 

Α΄ ΟΜΑΓΑ 

1 x(x - 2) = 0 

2 x(x - 2) ≠ 0 

3 x
2
 = 4 

4 
x

2
 = 4  

θαη x < 0 

5 
x(x- 2) = 0  
θαη x(x-1) = 0 

6 
x

2
 = 4  

θαη x > 0 
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Δ.2 ΢ΤΝΟΛΑ 
 

Ζ έλλνηα ηνπ ζπλόινπ 
 

Πνιινί άλζξσπνη ζπλεζίδνπλ λα 
ζπιιέγνπλ δηάθνξα πξάγκαηα, 
όπσο π.ρ. γξακκαηόζεκα, λνκί-
ζκαηα, πίλαθεο δσγξαθηθήο, εθεκε-
ξίδεο, βηβιία θηι. Οη πεξηζζόηεξνη 
ζπιιέθηεο ηαμηλνκνύλ ηηο ζπιινγέο 
ηνπο ζε θαηεγνξίεο, π.ρ. «γξακκα-
ηόζεκα πνπ πξνέξρνληαη από ηελ 
ίδηα ρώξα», «λνκίζκαηα ηνπ πεξα-
ζκέλνπ αηώλα», «πίλαθεο ηεο 
αλαγέλλεζεο» θηι. 
Δπίζεο από αξραηνηάησλ ρξόλσλ 
νη άλζξσπνη ελδηαθέξζεθαλ γηα 
ηνπο αξηζκνύο θαη ηνπο ηαμηλόκε-
ζαλ ζε θαηεγνξίεο, όπσο είλαη π. ρ. 
«νη άξηηνη αξηζκνί», «νη πξώηνη 
αξηζκνί» θηι. 
΢πιινγέο ή θαηεγνξίεο όπσο νη 
παξαπάλσ ή αθόκε νκάδεο 
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αληηθεηκέλσλ, νκνεηδώλ ή όρη, πνπ 
κπνξνύκε κε θάπνην ηξόπν λα ηα 
μερσξίζνπκε, νλνκάδνληαη ζηα 

Μαζεκαηηθά ζύλνια. ΢ύκθσλα κε 
ηνλ κεγάιν καζεκαηηθό Cantor: 
 

Πύλνιν είλαη θάζε ζπιινγή 
αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξρνληαη 
από ηελ εκπεηξία καο ή ηε 
δηαλόεζή καο, είλαη θαιά νξηζκέλα 
θαη δηαθξίλνληαη ην έλα από ην 
άιιν. 

 

Σα αληηθείκελα απηά, πνπ 
απνηεινύλ ην ζύλνιν, νλνκάδνληαη 
ζηνηρεία ή κέιε ηνπ ζπλόινπ. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Έλα ζύλνιν πξέπεη λα είλαη, όπσο 
ζπλεζίδνπκε λα ιέκε, «θαιώο 
νξηζκέλν». Απηό ζεκαίλεη όηη ηα 
ζηνηρεία ηνπ κπνξνύλ λα  
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αλαγλσξίδνληαη κε ζηγνπξηά. Γηα 
παξάδεηγκα δελ κπνξνύκε λα 
κηιάκε γηα ην ζύλνιν ησλ κεγάισλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Απηό δελ 
είλαη ζύλνιν, κε ηε καζεκαηηθή 
έλλνηα ηνπ όξνπ, δηόηη δελ ππάξρεη 
θαλόλαο πνπ λα θαζνξίδεη αλ έλαο 
πξαγκαηηθόο αξηζκόο είλαη ή δελ 
είλαη κεγάινο. Αλ όκσο ζεσξή-
ζνπκε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 
πνπ είλαη κεγαιύηεξνη ηνπ 1000000, 
ηόηε απηνί απνηεινύλ ζύλνιν. 
 

Γηα λα ζπκβνιίζνπκε έλα ζύλνιν 
ζηα Μαζεκαηηθά, ρξεζηκνπνηνύκε 
έλα από ηα θεθαιαία γξάκκαηα ηνπ 
Διιεληθνύ ή ηνπ Λαηηληθνύ 
αιθαβήηνπ, ελώ γηα ηα ζηνηρεία ηνπ 
ρξεζηκνπνηνύκε ηα κηθξά γξάκκαηα 
απηώλ. Γηα παξάδεηγκα: 
 κε Ν ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν 
ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ,  
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 κε Ε ην ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ 
αξηζκώλ,  
 κε Q ην ζύλνιν ησλ ξεηώλ 
αξηζκώλ θαη  
 κε R ην ζύλνιν ησλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 

Σα ζύκβνια    θαη  
 

Γηα λα δειώζνπκε όηη ην x είλαη 
ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Α, γξάθνπκε 
x    Α θαη δηαβάδνπκε «ην x αλήθεη 
ζην Α», ελώ γηα λα δειώζνπκε όηη 
ην x δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ 
Α γξάθνπκε x    Α θαη δηαβάδνπκε 
«ην x δελ αλήθεη ζην Α». Γηα 
παξάδεηγκα 
 
 
 
                           θηι. 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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5
     N ,  

 3 

5
     Q , -2    Z , 
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Παξάζηαζε ζπλόινπ 
 

Γηα λα παξαζηήζνπκε έλα ζύλνιν 
ρξεζηκνπνηνύκε ζπλήζσο έλαλ 
από ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο: 
α) ΋ηαλ δίλνληαη όια ηα ζηνηρεία 
ηνπ θαη είλαη ιίγα ζε πιήζνο, ηόηε 
γξάθνπκε ηα ζηνηρεία απηά κεηαμύ 
δύν αγθίζηξσλ, ρσξίδνληαο ηα κε 
ην θόκκα. Έηζη π.ρ., αλ ην ζύλνιν 
Α έρεη σο ζηνηρεία ηνπο αξηζκνύο 2, 
4 θαη 6, γξάθνπκε: 

Α = {2, 4, 6} 
Πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηνύκε 
έλαλ παξόκνην ζπκβνιηζκό θαη γηα 
ζύλνια πνπ έρνπλ πνιιά ή άπεηξα 
ζηνηρεία, γξάθνληαο κεξηθά κόλν 
από απηά θαη απνζησπώληαο ηα 
ππόινηπα, αξθεί λα είλαη ζαθέο 
πνηα είλαη απηά πνπ παξαιείπν-
ληαη. Έηζη γηα παξάδεηγκα ην 
ζύλνιν Β ησλ αθεξαίσλ από ην 1 
κέρξη ην 100 ζπκβνιίδεηαη σο εμήο 
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Β = {1, 2, 3, ... , 100}, 
 

ελώ ην ζύλνιν ησλ θιαζκάησλ ηεο  
 

κνξθήο       , όπνπ λ ζεηηθόο  
 

αθέξαηνο, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 
 
 
Ο παξαπάλσ ηξόπνο παξάζηαζεο 
ελόο ζπλόινπ ιέγεηαη «παξάζηαζε 

ηνπ ζπλόινπ κε αλαγξαθή ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ». 
β) Αλ από ην ζύλνιν ησλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ επηιέμνπκε 
εθείλνπο πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα λα 
είλαη ζεηηθνί, ηόηε θηηάρλνπκε ην 
ζύλνιν ησλ ζεηηθώλ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ, ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε: 
{x    R | x > 0} 
θαη δηαβάδεηαη «Σν ζύλνιν ησλ       
x    R , όπνπ x > 0 ». 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

ν

M at h Com poser  1. 1. 5
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 1 

3
, 

 1 

4
, ...
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Οκνίσο ην ζύλνιν ησλ άξηησλ 
αθεξαίσλ ζπκβνιίδεηαη 
 

{x     Z | x άξηηνο} 
 

Γεληθά, αλ από έλα ζύλνιν Χ 
επηιέγνπκε εθείλα ηα ζηνηρεία ηνπ, 
πνπ έρνπλ κηα νξηζκέλε ηδηόηεηα Η, 
ηόηε θηηάρλνπκε έλα λέν ζύλνιν 
πνπ ζπκβνιίδεηαη κε: 
 

{x    Χ | x έρεη ηελ ηδηόηεηα Η} 
 

θαη δηαβάδεηαη «Σν ζύλνιν ησλ        
x    D, όπνπ x έρεη ηελ ηδηόηεηα Η». Ο 
παξαπάλσ ηξόπνο παξάζηαζεο 
ελόο ζπλόινπ ιέγεηαη «παξάζηαζε 

ηνπ ζπλόινπ κε πεξηγξαθή ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ». 
 

Ίζα ζύλνια 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηα ζύλνια: 
Α = {1, 2}    θαη    
Β= {x    R | (x - 1)(x - 2) = 0 }  
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Δπεηδή νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο        
(x - 1)(x - 2) = 0 είλαη νη αξηζκνί 1 θαη 
2, ην ζύλνιν Β έρεη ηα ίδηα αθξηβώο 
ζηνηρεία κε ην Α. ΢ε απηήλ ηελ 
πεξίπησζε ιέκε όηη ηα ζύλνια Α 
θαη Β είλαη ίζα. 
 
Γεληθά: 
 

Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, 
όηαλ έρνπλ ηα ίδηα αθξηβώο 
ζηνηρεία. 
 

Με άιια ιόγηα: 

«Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, 

όηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη 
ζηνηρείν ηνπ Β θαη αληηζηξόθωο 
θάζε ζηνηρείν ηνπ Β είλαη θαη 
ζηνηρείν ηνπ Α». 
΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε    

Α = Β. 
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Τπνζύλνια ζπλόινπ 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηα ζύλνια 
Α={1, 2, 3, ... , 15}      θαη       
Β={1, 2, 3, ... , 100} 
Παξαηεξνύκε όηη θάζε ζηνηρείν ηνπ 
ζπλόινπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ 
ζπλόινπ Β. ΢ηελ πεξίπησζε απηή 
ιέκε όηη ην Α είλαη ππνζύλνιν ηνπ 
Β. 
 

Γεληθά: 
 

Έλα ζύλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν 
ελόο ζπλόινπ Β, όηαλ θάζε ζηνηρείν 
ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε     

Α     Β . Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ 
νξηζκνύ είλαη νη: 
i) Α     Α, γηα θάζε ζύλνιν Α. 
ii) Αλ Α      Β θαη Β      Γ, ηόηε Α     Γ . 
iii) Αλ Α     Β θαη Β     Α, ηόηε Α = Β . 
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Σν θελό ζύλνιν 
 

Αο αλαδεηήζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ 

ζπλόινπ Α = {x    R | x
2
 = -1. Δίλαη 

θαλεξό όηη ηέηνηα ζηνηρεία δελ 

ππάξρνπλ, αθνύ ε εμίζσζε x
2
 = -1 

είλαη αδύλαηε ζην R. Σν ζύλνιν 
απηό, πνπ δελ έρεη θαλέλα ζηνηρείν, 

ιέγεηαη θελό ζύλνιν θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε Ø ή { }.  
 

Γειαδή: 
 

Θελό ζύλνιν είλαη ην ζύλνιν πνπ 
δελ έρεη ζηνηρεία. 

 

Γερόκαζηε όηη ην θελό ζύλνιν είλαη 
ππνζύλνιν θάζε ζπλόινπ. 
 

Γηαγξάκκαηα Venn 
 

Μηα επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ 
ζπλόισλ θαη ησλ κεηαμύ ηνπο 
ζρέζεσλ γίλεηαη κε ηα δηαγξάκκαηα 
Venn. 
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 Κάζε θνξά πνπ εξγαδόκαζηε κε 
ζύλνια, ηα ζύλνια απηά ζεσξνύ-
ληαη ππνζύλνια ελόο ζπλόινπ πνπ 

ιέγεηαη βαζηθό ζύλνιν θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε Υ. Γηα παξάδεηγκα, 
ηα ζύλνια R, Ε θαη Q, είλαη 
ππνζύλνια ηνπ βαζηθνύ ζπλόινπ 
Χ = R. 
 

 
 
 
 
 
Σν βαζηθό ζύλνιν ζπκβνιίδεηαη κε 
ην εζσηεξηθό ελόο νξζνγσλίνπ, 
ελώ θάζε ππνζύλνιν ελόο βαζηθνύ 
ζπλόινπ παξηζηάλεηαη κε ην 
εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο θακπύιεο 
πνπ πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ 
νξζνγσλίνπ. 
 
 

A 

Χ 
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 Αλ Α    Β, ηόηε ην Α παξηζηάλεηαη 
κε ην εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο 
θακπύιεο πνπ πεξηέρεηαη ζην 
εζσηεξηθό ηεο θιεηζηήο θακπύιεο 
πνπ παξηζηάλεη ην Β. 
 
 
 
 
 
 

Πξάμεηο κε ζύλνια 
 

Έζησ Χ = {1, 2, 3, ...,10} έλα βαζηθό 
ζύλνιν θαη δύν ππνζύλνιά ηνπ: 
Α = {1, 2, 3, 4}   θαη   Β = {3, 4, 5, 6} . 
 Σν ζύλνιν {1, 2, 3, 4, 5, 6}, πνπ 
έρεη σο ζηνηρεία ηα θνηλά θαη ηα κε 
θνηλά ζηνηρεία ησλ Α θαη Β, δειαδή 
ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ 
πνπ αλήθνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε έλα 
από ηα Α θαη Β ιέγεηαη έλσζε ησλ 
ζπλόισλ Α θαη Β. 

Β 

Χ 

Α 
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Γεληθά: 
 

Έλωζε δύν ππνζπλόισλ Α, Β ελόο 
βαζηθνύ ζπλόινπ Χ ιέγεηαη ην 
ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ 
αλήθνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε έλα από 
ηα ζύλνια Α θαη Β θαη ζπκβνιίδεηαη 

κε Α U Β . 

 

 
 
 
 
 
 

Γειαδή είλαη: 

Α U Β = {x     Υ| x    Α θαη x    Β} 
 
 Σν ζύλνιν {3, 4} πνπ έρεη σο 
ζηνηρεία ηα θνηλά κόλν ζηνηρεία 
ησλ Α θαη Β ιέγεηαη ηνκή ησλ Α θαη 
Β. 
 

Α 

Χ 

Β 
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Γεληθά: 
 

Ρνκή δύν ππνζπλόισλ Α, Β ελόο 
βαζηθνύ ζπλόινπ Χ ιέγεηαη ην 
ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ 
αλήθνπλ θαη ζηα δύν ζύλνια Α, Β 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α ∩ Β 
 

 
 
 
 
 
 
Γειαδή είλαη: 

Α ∩ Β = {x    Υ| x    Α θαη x     Β} 
 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δύν ζύλνια Α 
θαη Β δελ έρνπλ θνηλά ζηνηρεία, 
δειαδή όηαλ Α ∩ Β = 0 , ηα δύν 

ζύλνια ιέγνληαη μέλα κεηαμύ ηνπο. 
 
 
 

Α 

Χ 

Β 
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 Σν ζύλνιν {5, 6, 7, 8, 9, 10} πνπ 
έρεη σο ζηνηρεία ηα ζηνηρεία ηνπ Χ 
πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α, ιέγεηαη 
ζπκπιήξσκα ηνπ ζπλόινπ Α. 
 
Γεληθά: 
 

Ππκπιήξωκα ελόο ππνζπλόινπ Α 
ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ Χ ιέγεηαη ην 
ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ 
δελ αλήθνπλ ζην Α θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε Α΄. 

 
 

 
 
 
 
 
Γειαδή είλαη: 

Α΄ = {x    Υ | x     Α} 
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ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 

Η.  1. ΢ηνπο παξαθάησ πίλαθεο λα 
ζπκπιεξώζεηε κε ην ζύκβνιν ""     
εθείλα ηα ηεηξαγσλάθηα ησλ 
νπνίσλ ν αληίζηνηρνο αξηζκόο 
αλήθεη ζην αληίζηνηρν ζύλνιν.  
2. Πώο νλνκάδνληαη νη αξηζκνί γηα 
ηνπο νπνίνπο έρνπλ ζπκπιεξσζεί 
ηα ηεηξαγσλάθηα κόλν ηεο 
ηειεπηαίαο γξακκήο; 
3. Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηα δηαγξάκ-
καηα ηνπ Venn γηα λα παξαζηήζεηε 
ηηο δηαδνρηθέο ζρέζεηο εγθιεηζκνύ 
ησλ ζπλόισλ Ν, Ε, Q θαη R θαη λα 
ηνπνζεηήζεηε κέζα ζε απηά ηνπο 
αξηζκνύο απηνύο.  
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II. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω 
εξωηήζεηο λα ζπκπιεξώζεηε ηηο 
ηζόηεηεο. 
1. Αλ Α= {x    N |x δηαηξέηεο ηνπ 16} 
θαη Β= {x    N |x δηαηξέηεο ηνπ 24} , 
ηόηε: 
 

α) Α U Β ……………………………  
β) Α ∩ Β …………………………… 
 

2. Αο ζεσξήζνπκε σο βαζηθό 
ζύλνιν ην ζύλνιν Χ ησλ 
γξακκάησλ ηνπ ειιεληθνύ 
αιθαβήηνπ θαη ηα ππνζύλνιά ηνπ 
Α= {x    Χ| x θσλήελ}      
θαη    Β= {x    Χ| x ζύκθσλν}. 
 

Σόηε: 
α) Α U Β = .......     β) Α ∩ Β = ...... 
γ) Α΄ = ......          δ) B΄ = ...... 

III. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω 
εξωηήζεηο λα βάιεηε ζε θύθιν ηηο 
ζωζηέο απαληήζεηο. 
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1. Έζησ δύν ζύλνια Α θαη Β. Σόηε: 
α) Α     Α ∩ Β      β) Β     Α ∩ Β      
γ) Α ∩ Β     Α     δ) Α ∩ Β     Β 
 

2. Έζησ δύν ζύλνια Α θαη Β . Σόηε: 
α) Α     Α U Β      β) Α U Β     Β      
γ) Α U Β     Α      δ) Α U Β     Β 
 

IV. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω 
εξωηήζεηο λα ζπκπιεξώζεηε ηηο 
ηζόηεηεο. 
1. Έζησ Χ έλα βαζηθό ζύλνιν, Ø ην 
θελό ζύλνιν θαη Α      Χ .Σόηε: 
α) Ø΄ = ......   β) Χ΄ = ......   γ) (Α΄)΄ =..... 
2. Έζησ Α      Β .Σόηε 
α) Α ∩ Β = ......  β) Α U Β = ....... 
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ΝΗ ΞΟΑΓΚΑΡΗΘΝΗ ΑΟΗΘΚΝΗ 

 

1.1 ΟΗ ΠΡΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ  
               ΟΗ ΗΓΗΟΣΖΣΔ΢ ΣΟΤ΢  
(Δπαλαιήςεηο - ΢πκπιεξώζεηο) 

 

Δηζαγσγή 
΢ην Γπκλάζην κάζακε όηη νη 
πξαγκαηηθνί αξηζκνί απνηεινύληαη 

από ηνπο ξεηνύο θαη ηνπο άξξεηνπο 
αξηζκνύο θαη παξηζηάλνληαη κε ηα 

ζεκεία ελόο άμνλα, ηνπ άμνλα ηωλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 
 
 
 

Θπκίδνπκε όηη: 
 Κάζε ξεηόο αξηζκόο έρεη (ή 
κπνξεί λα πάξεη) θιαζκαηηθή  
 

1 

0 1 2 3 -4 5 -5 
x -3 -2 -1 4 

π -π 
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κνξθή, δειαδή ηε κνξθή      , όπνπ  
 

α, β αθέξαηνη, κε β ≠ 0. 
 Κάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα 
γξαθεί σο δεθαδηθόο ή πεξηνδηθόο 
δεθαδηθόο θαη, αληηζηξόθσο, θάζε 
δεθαδηθόο ή πεξηνδηθόο δεθαδηθόο 
κπνξεί λα πάξεη θιαζκαηηθή 
κνξθή. Γηα παξάδεηγκα, 
 
 
 
 
 
 
Μπνξνύκε δειαδή λα πνύκε όηη νη 
ξεηνί αξηζκνί απνηεινύληαη από 
ηνπο δεθαδηθνύο θαη ηνπο 
πεξηνδηθνύο δεθαδηθνύο αξηζκνύο. 
Τπάξρνπλ όκσο θαη αξηζκνί, όπσο  

νη     ,     , π, θηι., πνπ δελ κπνξνύλ  
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λα πάξνπλ ηε κνξθή      , όπνπ α, β  
 

αθέξαηνη, κε β ≠ 0 (ή, κε άιια ιόγηα, 
δελ κπνξνύλ λα γξαθνύλ νύηε σο 
δεθαδηθνί νύηε σο πεξηνδηθνί 
δεθαδηθνί). Οη αξηζκνί απηνί 

ιέγνληαη άξξεηνη αξηζκνί. 
 

Πξάμεηο 
΢ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο νξί-
ζηεθαλ νη πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο 
θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ θαη, κε 
ηε βνήζεηά ηνπο, ε αθαίξεζε θαη ε 
δηαίξεζε.  
 Γηα ηελ πξόζζεζε θαη ηνλ πνιια-
πιαζηαζκό ηζρύνπλ νη ηδηόηεηεο 
πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ επόκελν 
πίλαθα, νη νπνίεο θαη απνηεινύλ ηε 
βάζε ηνπ αιγεβξηθνύ ινγηζκνύ. 
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Ηδηόηεηα Ξξόζζεζε 
Ξνιιαπια-

ζηαζκόο 

Αληηκεηα-
ζεηηθή 

α + β = 
= β + α 

αβ = βα 

Ξξνζεηαη
-ξηζηηθή 

α + (β + γ) = 
= ( α + β) + γ 

α(βγ ) = 
= (αβ )γ 

Νπδέηεξν 
Πηνηρείν 

α + 0 = α α  1 = α 

Αληίζεηνο
/Αληί-
ζηξνθνο 
Αξηζκνύ 

α + (-α) = 0 
 

Δπηκεξη-
ζηηθή 

α ( β + γ) = αβ + αγ 

 
΢ηνλ πίλαθα απηόλ, αιιά θαη ζηε 
ζπλέρεηα ηνπ βηβιίνπ, ηα γξάκκαηα 
πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη παξηζηά-
λνπλ νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηη-
θνύο αξηζκνύο, εθηόο αλ δειώλεηαη 
δηαθνξεηηθά. 

α ≠ 0 
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Ο αξηζκόο 0 ιέγεηαη θαη νπδέηεξν 

ζηνηρείν ηεο πξόζζεζεο, δηόηη 
πξνζηηζέκελνο ζε νπνηνλδήπνηε 
αξηζκό δελ ηνλ κεηαβάιιεη. Δπίζεο 

ν αξηζκόο 1 ιέγεηαη θαη νπδέηεξν 
ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, 
δηόηη νπνηνζδήπνηε αξηζκόο 
πνιιαπιαζηαδόκελνο κε απηόλ δελ 
κεηαβάιιεηαη. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ αληηκεηαζεηηθή θαη ε πξνζεηαηξη-
ζηηθή ηδηόηεηα ηεο πξόζζεζεο 
έρνπλ σο ζπλέπεηα, θάζε άζξνηζκα 
κε πεξηζζόηεξνπο από δπν 
πξνζζεηένπο, λα ηζνύηαη κε 
νπνηνδήπνηε άιιν άζξνηζκα πνπ 
ζρεκαηίδεηαη από ηνπο ίδηνπο αξηζ-
κνύο κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ 
ηνπο πάξνπκε. Γηα παξάδεηγκα, 
-3 + 2 +     + 3 -     + 5 - 2 = 
= -3 + 3 + 2 - 2 + 5 +     -     = 5. 
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Οκνίσο, έλα γηλόκελν κε πεξηζζό-
ηεξνπο από δπν παξάγνληεο ηζνύ-
ηαη κε νπνηνδήπνηε άιιν γηλόκελν 
πνπ κπνξεί λα ζρεκαηηζζεί από 
ηνπο ίδηνπο αξηζκνύο κε νπνηαδή-
πνηε ζεηξά θαη αλ ηνπο πάξνπκε. 
Γηα παξάδεηγκα, 
 
 
 
 
 
 

(Ζ απόδεημε ησλ παξαπάλσ 
ηζρπξηζκώλ είλαη αξθεηά 
πνιύπινθε θαη παξαιείπεηαη). 
 Ζ αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε νξίδν-
ληαη κε ηε βνήζεηα ηεο πξόζζεζεο 
θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 
αληηζηνίρσο σο εμήο: 

α - β = α + (-β)       
 

θαη                                  (β ≠ 0) 
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Γειαδή: 
Γηα λα βξνύκε ηε δηαθνξά α - β , 
πξνζζέηνπκε ζην κεησηέν ηνλ 
αληίζεην ηνπ αθαηξεηένπ, ελώ γηα λα  
 

βξνύκε ην πειίθν      , κε β ≠ 0 ,  
 

πνιιαπιαζηάδνπκε ην δηαηξεηέν κε 
ηνλ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ 
Δπεηδή δηαίξεζε κε δηαηξέηε ην 
κεδέλ δελ νξίδεηαη, όπνπ ζην εμήο  
 

ζπλαληάκε ην πειίθν      , ελλνείηαη  
 

όηη β ≠ 0 θαη δελ ζα ηνλίδεηαη 
ηδηαίηεξα. 
 Γηα ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο θαη ηελ 
ηζόηεηα ηζρύνπλ θαη νη αθόινπζεο 
ηδηόηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο από ην 
Γπκλάζην: 
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1. 
 

 (α = β θαη γ = δ )      α + γ = β + δ 
 

δειαδή, δπν ηζόηεηεο κπνξνύκε λα 
ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε. 

2. 
 

(α = β θαη γ = δ)       αγ = βδ 

 

δειαδή, δπν ηζόηεηεο κπνξνύκε λα 
ηηο πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε. 

3. 
 

α = β      α + γ = β + γ 
 

δειαδή, κπνξνύκε θαη ζηα δπν κέιε 
κηαο ηζόηεηαο λα πξνζζέζνπκε ή 
λα αθαηξέζνπκε ηνλ ίδην αξηζκό. 

4. 

Αλ γ ≠ 0, ηόηε: α = β      αγ = βγ 

 

δειαδή, κπνξνύκε θαη ηα δπν κέιε 
κηαο ηζόηεηαο λα ηα πνιιαπιαζηά-
ζνπκε ή λα ηα δηαηξέζνπκε κε ηνλ 
ίδην κε κεδεληθό αξηζκό. 

51 / 21 



5. 

α  β = 0      α = 0 ή β = 0 

 

δειαδή, ην γηλόκελν δύν πξαγκαηη-
θώλ αξηζκώλ είλαη ίζν κε ην κεδέλ, 
αλ θαη κόλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ 
από ηνπο αξηζκνύο είλαη ίζνο κε ην 
κεδέλ. 
Άκεζε ζπλέπεηα ηεο ηδηόηεηαο 
απηήο είλαη ε αθόινπζε: 
 

α  β ≠ 0      α ≠ 0 θαη β ≠ 0 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
΋ηαλ από ηελ ηζόηεηα α + γ = β + γ 
ή από ηελ ηζόηεηα α  γ = β  γ 
κεηαβαίλνπκε ζηελ ηζόηεηα α = β, 

ηόηε ιέκε όηη δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην 
πξνζζεηέν ή ηνλ ίδην παξάγνληα 
αληηζηνίρσο. ΋κσο ζηελ πεξίπησ-
ζε πνπ δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην 
παξάγνληα πξέπεη λα ειέγρνπκε 
κήπσο ν παξάγνληαο απηόο είλαη 
ίζνο κε κεδέλ, νπόηε ελδέρεηαη λα  
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νδεγεζνύκε ζε ιάζνο, όπσο 
ζπκβαίλεη ζην αθόινπζν 
παξάδεηγκα. 
Έζησ α = 1. Σόηε έρνπκε δηαδνρηθά: 
 α = 1 
 α  α = α  1 

 α
2
 = α 

 α
2
 - 1 = α -1 

 (α + 1)(α - 1) = (α - 1)  1 
 α + 1 = 1 
 α = 0 
 

΋κσο έρνπκε θαη α = 1, νπόηε ην 1 
ζα είλαη ίζν κε ην 0. Οδεγεζήθακε 
ζην ιαλζαζκέλν απηό ζπκπέξαζκα, 
δηόηη ζηελ ηζόηεηα 
 

(α + 1)(α - 1) = (α - 1)  1 
 

δηαγξάςακε ηνλ παξάγνληα (α - 1) ν 
νπνίνο, ιόγσ ηεο ππόζεζεο, ήηαλ 
ίζνο κε κεδέλ. 
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Γπλάκεηο 
Δίλαη γλσζηή από ην Γπκλάζην ε 
έλλνηα ηεο δύλακεο αξηζκνύ κε 
εθζέηε αθέξαην. ΢πγθεθξηκέλα, αλ ν 
α είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη ν λ 
θπζηθόο, έρνπκε νξίζεη όηη: 
 

α
λ
 = α  α  α - α,     γηα λ > 1 θαη 

 

       λ παξάγνληεο 
 

α
1
 = α,         γηα λ = 1. 

 

Αλ επηπιένλ είλαη α ≠ 0, ηόηε 
νξίζακε όηη: 
 

α
0
 = 1      θαη   

 

ΠΣΝΙΗΝ 
Δλώ είλαη θαλεξό όηη, αλ α = β, ηόηε 

α
λ
 = β

λ
, δελ ηζρύεη ην αληίζηξνθν, 

αθνύ γηα παξάδεηγκα είλαη  

(-2)
2
 = 2

2
, αιιά -2 ≠ 2. 
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΢ηνλ επόκελν πίλαθα ζπλνςίδνληαη 
νη ηδηόηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε 
εθζέηε αθέξαην, κε ηελ πξνϋπόζεζε 
όηη θάζε θνξά νξίδνληαη νη δπλάκεηο 
θαη νη πξάμεηο πνπ ζεκεηώλνληαη. 
 

 

α
θ
  α

ι
 = α

θ+ι 

 
 

α
θ
  β

θ
 = (αβ)

θ
 

 
 

                    (α
θ
)
ι
 = α

θι
 

 

 

Αμηνζεκείσηεο ηαπηόηεηεο 
Ζ έλλνηα ηεο ηαπηόηεηαο είλαη γλσ-
ζηή από ην Γπκλάζην. ΢πγθεθξηκέλα, 
θάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη 
κεηαβιεηέο θαη επαιεζεύεηαη γηα 
όιεο ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ 

απηώλ ιέγεηαη ηαπηόηεηα. 
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΢ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί 
αλαθέξνληαη νη γλσζηέο καο πην 
αμηνζεκείσηεο ηαπηόηεηεο: 
 

(α + β )
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
 

(α - β)
2
 = α

2
 - 2αβ + β

2
 

α
2
 - β

2
 = ( α + β )  ( α - β ) 

(α + β )
3
 = α

3
 + 3α

2
 β + 3αβ

2
 + β

3
 

(α - β)
3
 = α

3
 - 3α

2
β + 3αβ

2
 - β

3
 

α
3
 + β

3
 =(α + β )  (α

2
 - αβ + β

2
) 

α
3
 - β

3
 =( α - β )  ( α

2
 + αβ + β

2
) 

(α + β + γ )
2
 =  

= α
2
 + β

2
 + γ

2
 + 2αβ - 2βγ + 2γα 

 

Μέζνδνη απόδεημεο  
 

1ε) Δπζεία Απόδεημε 
 

Έζησ όηη γηα ηξεηο πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο α, β θαη γ ηζρύεη ε ζπλζή- 
θε α + β + γ = 0 θαη ζέινπκε λα απν-

δείμνπκε όηη α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ, 
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δειαδή έζησ όηη ζέινπκε λα 
απνδείμνπκε ηε ζπλεπαγσγή: 

« Αλ α + β + γ = 0, ηόηε 

α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ ». 

Δπεηδή α + β + γ = 0, είλαη  
α = -(β + γ) , νπόηε ζα έρνπκε: 

α
3
 + β

3
 + γ

3
 = [-(β + γ)]

3
 + β

3
 + γ

3
 

= -(β + γ )
3
 + β

3
 + γ

3
 

= -β
3
 - 3β

2
γ - 3βγ

2
 - γ

3
 + β

3
 + γ

3
 

= - 3β
2
γ - 3βγ

2
 

= -3βγ(β + γ) 
= 3αβγ,     (αθνύ β + γ = -α). 
 
Γηα ηελ απόδεημε ηεο παξαπάλσ 
ζπλεπαγσγήο μεθηλήζακε κε ηελ 
ππόζεζε α + β + γ = 0   θαη  κε  
δηαδνρηθά  βήκαηα  θαηαιήμακε  ζην   

ζπκπέξαζκα α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ .  

Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία ιέγεηαη 

επζεία απόδεημε. 
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ΠΣΝΙΗΑ 
1ν) Δπζεία απόδεημε ρξεζηκνπνηή-
ζακε θαη ζην Γπκλάζην γηα ηελ 
απόδεημε ησλ γλσζηώλ καο 
ηαπηνηήησλ. Γηα παξάδεηγκα, γηα 
ηελ απόδεημε ηεο ηαπηόηεηαο   

(α + β )
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
, κε α,β     R, 

έρνπκε δηαδνρηθά: 

(α + β)
2
 = (α + β)(α + β)  

[Οξηζκόο δύλακεο] 
= α (α + β) + β (α + β)  

[Δπηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ] 

= α
2
 + αβ + βα + β

2
  

[Δπηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ] 

= α
2
 + 2αβ + β

2
  

[Αλαγσγή όκνησλ όξσλ] 
 

2ν) Γηα λα απνδείμνπκε όηη έλαο 
ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο, κεξηθέο 
θνξέο κε δηαδνρηθνύο κεηαζρεκαηη-
ζκνύο θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ινγηθά  
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ηζνδύλακν ηζρπξηζκό πνπ είλαη αιε-
ζήο. Έηζη ζπκπεξαίλνπκε όηη θαη ν 
αξρηθόο ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο. 
 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη γηα ηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β, x, y 
ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηελ 
ηαπηόηεηα: 

(α
2

 + β
2
)(x

2
 + y

2
) = (αx + βy)

2
 + (y - βx)

2
  

 

Έρνπκε δηαδνρηθά: 

(α
2
 + β

2
)( x

2
 + y

2
) = 

= (αx + βy)
2
 + (αy - βx)

2
  

      α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 =  

= α
2
x

2
 + 2αβxy + β

2
y

2
 + α

2
y

2
 -  

- 2αβxy  + β
2
x

2
         

α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 =  

= α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
,   

πνπ ηζρύεη. 
 

3ν)  Γηα λα απνδείμνπκε όηη έλαο 

ηζρπξηζκόο δελ είλαη πάληα  
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αιεζήο, αξθεί λα βξνύκε έλα παξά-
δεηγκα γηα ην νπνίν ν ζπγθεθξηκέ-
λνο ηζρπξηζκόο δελ ηζρύεη ή, όπσο 

ιέκε, αξθεί λα βξνύκε έλα 

αληηπαξάδεηγκα. Έηζη ν ηζρπξηζκόο 

«γηα θάζε α > 0 ηζρύεη α
2
 > α » 

 

δελ είλαη αιεζήο, αθνύ γηα  
 

έρνπκε                 , δειαδή α
2
 < α . 

 

2ε) Κέζνδνο ηεο Απαγωγήο  
ζε Άηνπν 
 

 

Έζησ όηη ζέινπκε λα απνδείμνπκε 
ηνλ ηζρπξηζκό: 
«Αλ ην ηεηξάγσλν ελόο αθεξαίνπ 
αξηζκνύ είλαη άξηηνο, ηόηε θαη ν 
αξηζκόο απηόο είλαη άξηηνο», 
δειαδή 

«Αλ ν α
2
 είλαη άξηηνο αξηζκόο, 

ηόηε θαη ν α είλαη άξηηνο αξηζκόο» 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 
 1 

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
2
 = 

 1 

4
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Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ηζρπξηζκνύ 
απηνύ ζθεπηόκαζηε σο εμήο: 
Έζησ όηη ν α δελ είλαη άξηηνο. Σόηε 
ν α ζα είλαη πεξηηηόο, δειαδή ζα 
έρεη ηε κνξθή α = 2θ + 1, όπνπ θ 
αθέξαηνο, νπόηε ζα έρνπκε: 

α
2
 = ( 2θ + 1)

2
 

= 4θ
2
 + 4θ + 1 

=2(2θ
2
 + 2θ) + 1 

= 2ι + 1 (όπνπ ι = 2θ
2
 + 2θ). 

Γειαδή α
2
 = 2ι + 1, ι     Ε, πνπ 

ζεκαίλεη όηη ν α
2
 είλαη πεξηηηόο. 

Απηό όκσο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε 

ηελ ππόζεζε όηη ν α
2
 είλαη άξηηνο. 

Δπνκέλσο, ε παξαδνρή όηη α δελ  
είλαη άξηηνο είλαη ιαλζαζκέλε. Άξα 

ν α είλαη άξηηνο. 
 
΢ηελ παξαπάλσ απόδεημε 
ππνζέζακε όηη δελ ηζρύεη απηό πνπ 
ζέιακε λα απνδείμνπκε θαη 
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ρξεζηκνπνηώληαο αιεζείο 
πξνηάζεηο θζάζακε ζε έλα ζπκπέ-
ξαζκα πνπ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε 
απηό πνπ γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη. 

Οδεγεζήθακε όπσο ιέκε ζε άηνπν. 
 

Ζ κέζνδνο απηή απόδεημεο 
ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξώηε θνξά 
από ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο θαη 

ιέγεηαη απαγωγή ζε άηνπν. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Λα απνδεηρζνύλ νη εμήο 
ηδηόηεηεο ηωλ αλαινγηώλ: 
 
                                      

(εθόζνλ βδ ≠ 0) 
 

 

 
 

(εθόζνλ βγδ ≠ 0) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      αδ = βγ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

γ
 = 

 β 

δ
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
      αδ = βγ      

 αδ 

γδ
 = 
βγ

γδ
 

 

 
 

(εθόζνλ βδ ≠ 0) 
 
 
 

(εθόζνλ βδ(β + δ) ≠ 0) 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

i) Γηα βδ ≠ 0 έρνπκε: 
 
 
 
 
ii) Γηα βγδ ≠ 0 έρνπκε: 
 

 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α + β 

β
 = 

 γ + δ 

δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iv) 
 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = 

α + γ

β + δ

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
      βδ   

 α 

β
 = βδ   

 γ 

δ
 αδ = βγ  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

γ
  = 

 β 

δ
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = λ , 

iii) Γηα βδ ≠ 0 έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 

iλ)  Γηα βδ (β + δ) ≠ 0, αλ ζέζνπκε 
  

                      έρνπκε:  
 
α = ιβ θαη γ = ιδ,  
νπόηε α + γ = ι(β + δ).  
 

Δπνκέλσο,                    δειαδή  
 
 
 
 

2ε Λα απνδεηρζεί όηη ν αξηζκόο      
είλαη άξξεηνο. Πηε ζπλέρεηα, κε ηε 
ρξήζε ηνπ θαλόλα θαη ηνπ δηαβή- 

ηε, λα παξαζηαζνύλ νη      θαη         

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α + β

β
 = 
γ + δ

δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

λ = 
α + γ

β + δ
 , 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
 = 

 γ 

δ
 = 

α + γ

β + δ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 2
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 α 

β
 = 

 γ 

δ
      

 α 

β
 + 1 = 

 γ 

δ
 + 1



ζηνλ άμνλα ηωλ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ. 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

Έζησ όηη ν      είλαη ξεηόο. Σόηε  
 

κπνξνύκε λα γξάςνπκε              
 
όπνπ θ, ι είλαη θπζηθνί αξηζκνί θαη  
 

     αλάγωγν θιάζκα (δειαδή  
 

θιάζκα ζην νπνίν έρνπλ γίλεη 
όιεο νη δπλαηέο απινπνηήζεηο). 
Σόηε έρνπκε δηαδνρηθά: 
 
 
 
 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 = 
 κ 

λ
 ,

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 κ 

λ
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

( )2
2
 = 

 κ 

λ

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

2 = 
 κ

2
 

λ
2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

κ
2
 = 2λ

2
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πνπ ζεκαίλεη όηη ν θ
2
 είλαη άξηηνο, 

νπόηε (ζει. 60-61) θαη ν θ είλαη 
άξηηνο, δειαδή είλαη ηεο κνξθήο  
θ = 2κ.  
Σόηε έρνπκε δηαδνρηθά: 

 θ
2
 = 2ι

2
  

 (2κ)
2
 = 2ι

2
  

 4κ
2
 = 2ι

2
 

 ι
2 

= 2κ
2
 

 

Πνπ ζεκαίλεη όηη ν ι
2
 είλαη άξηηνο, 

άξα θαη ν ι είλαη άξηηνο. 
 
Αθνύ ινηπόλ νη θ, ι είλαη άξηηνη, ην  
 

θιάζκα        δελ είλαη αλάγωγν  
 

(άηνπν).

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 κ 

λ
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΢ην ζεκείν Α ηνπ πξαγκαηηθνύ 
άμνλα πνπ παξηζηάλεη ηνλ αξηζκό 1 
πςώλνπκε θάζεην ηκήκα ΑΒ κε 
κήθνο 1. Σόηε ε ππνηείλνπζα ηνπ 
νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ έρεη 
κήθνο ίζν κε      . ΢ηε ζπλέρεηα κε 
θέληξν ην Ο θαη αθηίλα ΟΒ =        
γξάθνπκε θύθιν ν νπνίνο ηέκλεη 
ηνλ άμνλα x΄x ζηα ζεκεία Μ θαη M΄ 
πνπ παξηζηάλνπλ ηνπο αξηζκνύο        
θαη        αληηζηνίρσο. 
 
 

C 

B 

x x΄ O(0) A(1) Α΄(-1) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

M( 2)
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

M΄(- 2)
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Γίλεηαη ε παξάζηαζε  
 
 
 
 
 

i)   Να δείμεηε όηη Α = x
9
  y

9
 

ii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξά- 
 

ζηαζεο γηα x = 2010 θαη 
 

2. Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο  
παξάζηαζεο 
                                     
 
 
 
 

γηα x = 0,4 θαη y = - 2,5. 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = 
1

2010
 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 

       

(x
2
y

3
)
-2

   (xy
3
)
4

          

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3

y
-1

-3

A =  
: 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 

       

(xy
-1

) : (x
3
y

7
)
-1

       

2

A = 

2 
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3. Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηά-
ζεηο : 

i)   1001
2
 - 999

2
  

ii)    99  101 
 
 
 

4.  i) Να δείμεηε όηη  

(α + β)
2
 - (α - β)

2
 = 4αβ . 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο  
παξάζηαζεο: 

 
 
 
 

5.  i) Να απνδείμεηε όηη  

α
2
 - (α - 1)(α + 1)= 1. 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο  
παξάζηαζεο: 

(1,3265)
2
 - 0,3265  2,3265. 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) 
(7,23)

2
 - (4,23)

2

11,46

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

999

1000
 + 

1000

999

2

 - 
999

1000
 - 

1000

999

2
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6. Να δείμεηε όηη ε δηαθνξά ησλ 
ηεηξαγώλσλ δπν δηαδνρηθώλ 
θπζηθώλ αξηζκώλ (ηνπ κηθξόηεξνπ 
από ηνπ κεγαιύηεξνπ) ηζνύηαη κε ην 
άζξνηζκά ηνπο. 

7. Αλ λ θπζηθόο αξηζκόο, λα δείμεηε 

όηη ν αξηζκόο 2
λ
 + 2

λ+1
 + 2

λ+2
 είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 7. 
 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απινπνηήζεηε ηηο 
παξαζηάζεηο: 
 
 
 
 

2. Να απινπνηήζεηε ηηο 
παξαζηάζεηο: 
 
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
3
 - 2α

2
 + α

α
2
 - α

i) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
α

2
 - α  + 2α - 2

α
2
 - 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α - 
 1 

α

2

   
α

3
 + α

2

(α + 1)
3

 i) 
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3. Να απινπνηήζεηε ηηο 
παξαζηάζεηο: 
 

i)  (x + y)
2
  (x

-1
 + y

-1
)
-2

 

 
 
 
 

4. Να δείμεηε όηη    
 
  
 
 

5. Έζησ α, β θαη γ ηα κήθε ησλ 
πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Να 
δείμεηε όηη ην ηξίγσλν είλαη 
ηζόπιεπξν ζε θαζεκηά από ηηο 
παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
2
 + α + 1

α + 1
   
α

2
 - 1

α
3
 - 1

ii)  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
x + y

x - y
   

x
-1

- y
-1

x
-2

 - y
-2

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3
+ y

3

x
2
- y

2
 : 

x
2

x - y
 - y  = 1
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ii) Αλ α - β = β - γ = γ - α . 
 

6. Να δείμεηε όηη, αλ έλα νξζνγώλην 
έρεη πεξίκεηξν L = 4α θαη εκβαδόλ  

E = α
2
, ηόηε ην νξζνγώλην απηό 

είλαη ηεηξάγσλν κε πιεπξά ίζε κε α. 
 

7. Να δείμεηε όηη: 

i) Αλ α ξεηόο θαη β άξξεηνο, ηόηε    
α + β άξξεηνο. 

ii) Αλ α ξεηόο, κε α ≠ 0, θαη β 
άξξεηνο, ηόηε α  β άξξεηνο. 

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) Αν 
 α 

β
 = 

 β 

γ
 = 

 γ 

α
 .
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1.2 ΓΗΑΣΑΞΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ   
   ΑΡΗΘΜΧΝ 

 
Έλλνηα ηεο δηάηαμεο 
Οη έλλνηεο «κεγαιύηεξνο από», 
«κηθξόηεξνο από», πνπ είλαη 
γλσζηέο από ην Γπκλάζην, 
νξίζηεθαλ σο εμήο: 
 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 
 

Έλαο αξηζκόο α ιέκε όηη είλαη 

κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β, 

θαη γξάθνπκε α > β, όηαλ ε 

δηαθνξά α - β είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε επίζεο 

όηη ν β είλαη κηθξόηεξνο ηνπ α θαη 

γξάθνπκε β < α 
Από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό 
πξνθύπηεη ακέζσο όηη: 
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 Κάζε ζεηηθόο αξηζκόο είλαη 
κεγαιύηεξνο από ην κεδέλ. 
 Κάζε αξλεηηθόο αξηζκόο είλαη 
κηθξόηεξνο από ην κεδέλ. 
Έηζη ν αξρηθόο νξηζκόο γξάθεηαη 
ηζνδύλακα: 
 

α > β         α - β > 0 
 

Γεσκεηξηθά ε αληζόηεηα α > β 
ζεκαίλεη όηη, πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ 
πξαγκαηηθώλ ν αξηζκόο α είλαη 
δεμηόηεξα από ηνλ β . 
 
 
 
 
Αλ γηα ηνπο αξηζκνύο α θαη β ηζρύεη 
α > β ή α = β , ηόηε γξάθνπκε α > β 

θαη δηαβάδνπκε: «α κεγαιύηεξνο ή 
ίζνο ηνπ β». 
Από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 
γίλνληαη νη πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο 

β α 

0 1 2 3 -4 
x -3 -2 -1 4 x΄ 
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θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, 
πξνθύπηεη όηη: 
 

(α > 0 θαη β > 0)       α + β > 0 
(α < 0 θαη β < 0)       α + β < 0 

 

 

α, β νκόζεκνη     α  β > 0  
 
α, β εηεξόζεκνη     α  β < 0 
 

 
 
 

α
2
 ≥ 0,  γηα θάζε α     R 

(Ζ ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ    
α = 0) 

 

Από ηελ ηειεπηαία εύθνια 
πξνθύπηνπλ θαη νη ηζνδπλακίεο: 
 

α
2
 + β

2
 = 0       α = 0 θαη β = 0  

α
2
 + β

2
 > 0       α ≠ 0 ή β ≠ 0 

 

 
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β
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Ηδηόηεηεο ησλ αληζνηήησλ 
 

΢ηεξηδόκελνη ζηελ ηζνδπλακία  

α > β      α - β > 0, κπνξνύκε λα 
απνδείμνπκε ηηο παξαθάησ 
ηδηόηεηεο ησλ αληζνηήησλ: 
 

1. 
 

 

(α > β θαη β > γ)      α > γ 

 

2. 
 

 

 α > β       α + γ > β + γ 
 

 Αλ γ > 0, ηόηε: α > β      α  γ > β  γ 
 

 Αλ γ < 0, ηόηε: α > β      α  γ < β  γ 
 

3. 
 

 (α > β θαη γ > δ )      α + γ > β + δ 

 Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β, γ, δ 
ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: 
(α > β θαη γ > δ )      α  γ > β  δ 

76 / 31 



 

Ζ ηδηόηεηα 3. ηζρύεη θαη γηα πεξηζ-
ζόηεξεο αληζόηεηεο. ΢πγθεθξηκέλα: 
 

 (α1 > β1 θαη α2 > β2 θαη … θαη αλ > βλ)  

      α1 + α2 +... + αλ > β1 + β2 + ... + βλ     
 

 Αλ, επηπιένλ, ηα κέιε ησλ αληζν-

ηήησλ είλαη ζεηηθνί αξηζκνί, ηόηε: 
 

 (α1 > β1 θαη α2 > β2 θαη … θαη αλ > βλ)  

α1  α2  ...  αλ > β1  β2  ...  βλ   (*) 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα απνδείμνπκε θαη 
ηελ παξαθάησ ηδηόηεηα. 
 

4. 
 

Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη 
ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ε 
ηζνδπλακία: 

α > β       α
λ
 > β

λ
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 Έζησ α > β . Σόηε, από ηε (*), γηα 

α1 = α2 = ... = αλ = α > 0    θαη     

β1 = β2 = ... = βλ = β > 0, 

πξνθύπηεη όηη: α
λ
 > β

λ
. 

 Γηα ηελ απόδεημε ηνπ αληηζηξόθνπ 
ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν 
ηεο απαγσγήο ζε άηνπν. Έζησ 

ινηπόλ όηη α
λ
 > β

λ
 θαη α < β. Σόηε: 

 αλ ήηαλ α = β , από ηνλ νξηζκό 

ηεο ηζόηεηαο ζα είρακε α
λ
 = β

λ
 

(άηνπν), ελώ  

 αλ ήηαλ α < β , ζα είρακε α
λ
 < β

λ
   

(άηνπν). Άξα, α > β . 
Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ 
ηδηόηεηαο ζα απνδείμνπκε ηώξα όηη: 

Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη 
ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ε 
ηζνδπλακία: 

α = β      α
λ
 = β

λ
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
 Έζησ α = β . Σόηε, από ηνλ 
νξηζκό ηεο ηζόηεηαο πξνθύπηεη, 
όπσο είπακε θαη πξνεγνπκέλσο, 

όηη α
λ 

= β
λ
. 

 Γηα ηελ απόδεημε ηνπ αληηζηξόθνπ 
ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν 
ηεο απαγσγήο ζε άηνπν. Έζησ 

ινηπόλ όηη α
λ
 = β

λ
 θαη α ≠ β . Σόηε: 

 αλ ήηαλ α > β , ιόγσ ηεο (4), ζα 

είρακε α
λ
 > β

λ
 (άηνπν), ελώ 

  αλ ήηαλ α < β, ιόγσ ηεο (4), ζα 

είρακε α
λ
 < β

λ
 (άηνπν).  

Άξα, α = β. 
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ΠΣΝΙΗΑ 
1ν ΢ύκθσλα κε ηελ ηδηόηεηα 3, αλ 
δπν αληζόηεηεο ηεο ίδηαο θνξάο ηηο 
πξνζζέζνπκε θαηά κέιε, πξνθύ-
πηεη αληζόηεηα ηεο ίδηαο θνξάο. Γελ 
ζπκβαίλεη όκσο ην ίδην κε ηελ 
αθαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη  
10 > 6 θαη 7 > 2, αιιά 10 - 7 < 6 - 2 . 
 

2o Δπίζεο, ζύκθσλα κε ηελ ηδηόηε-
ηα 3, αλ δπν αληζόηεηεο ηεο ίδηαο 
θνξάο κε ζεηηθνύο, όκσο, όξνπο ηηο 
πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε, 
πξνθύπηεη αληζόηεηα ηεο ίδηαο θν-
ξάο. Γελ ζπκβαίλεη όκσο ην ίδην κε 
ηε δηαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη 
 

24 > 10 θαη 6 > 2, αιιά  
 
Γηαζηήκαηα 
Σν ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ x κε α ≤ x ≤ β ιέγεηαη 
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

24

6
 < 

10

2
 .

80 / 32-33 



θιεηζηό δηάζηεκα από α κέρξη β 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε [α, β]. 
Αλ ηώξα από ην θιεηζηό δηάζηεκα 

[α, β] παξαιείςνπκε ηα α θαη β 

πξνθύπηεη ην αληίζηνηρν αλνηθηό 
δηάζηεκα από ην α κέρξη β πνπ 
ζπκβνιίδεηαη κε (α, β) . 

Οη αξηζκνί α θαη β ιέγνληαη άθξα 
ηωλ δηαζηεκάηωλ απηώλ θαη θάζε 

αξηζκόο κεηαμύ ησλ α θαη β ιέγεηαη 

εζωηεξηθό ζεκείν απηώλ. 
Ζ δηαθνξά δειαδή κεηαμύ ελόο 
θιεηζηνύ θαη ηνπ αληίζηνηρνπ 
αλνηθηνύ δηαζηήκαηνο είλαη όηη ην 
πξώην πεξηέρεη ηα άθξα ηνπ, ελώ ην 
δεύηεξν δελ ηα πεξηέρεη. 
Άιιεο κνξθέο δηαζηεκάησλ είλαη: 

 Σν αλνηθηό δεμηά δηάζηεκα       

[α, β) πνπ απνηειείηαη από ηνπο 
αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 

α ≤ x ≤ β θαη 
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 Σν αλνηθηό αξηζηεξά δηάζηεκα 

(α, β] πνπ απνηειείηαη από ηνπο α-
ξηζκνύο κε x γηα ηνπο νπνίνπο 

ηζρύεη α < x ≤ β . 
Σέινο, ππό κνξθή δηαζηήκαηνο, 
 Σν ζύλνιν ησλ αξηζκώλ x γηα 

ηνπο νπνίνπο ηζρύεη α ≤ x 

ζπκβνιίδεηαη κε [α, +∞), ελώ 
 Σν ζύλνιν ησλ αξηζκώλ x γηα 

ηνπο νπνίνπο ηζρύεη x ≤ α 
ζπκβνιίδεηαη κε (-∞, α]. 
Με αλάινγν ηξόπν νξίδνληαη θαη ηα 

δηαζηήκαηα (α, +∞) θαη (-∞, α). Σα 

ζύκβνια +∞ θαη -∞, πνπ δηαβάδν-

ληαη «ζπλ άπεηξν» θαη «πιελ 
άπεηξν» αληηζηνίρσο, δελ παξηζηά-
λνπλ πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. 
΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπλνςίδν-
ληαη νη κνξθέο δηαζηεκάησλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη νη 
δηάθνξεο αλαπαξαζηάζεηο ηνπο: 
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ΓΗΑ΢ΣΖΜΑ 
ΑΝΗ΢Ο-
ΣΖΣΑ 

΢ΤΜΒΟ-
ΛΗ΢ΜΟ΢ 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β] 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β) 

 
 

α < x ≤ β (α, β] 

 
 

α < x ≤ β (α, β) 

 
 

x ≥ α [α, +∞) 

 
 

x > α (α, +∞) 

 
 

x ≤ α (-∞, α] 

 
 

x < α (-∞, α) 
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x΄ x α β 

x΄ x α β 

x΄ x α β 

x΄ x α β 

x΄ x α 

x΄ x α 

x΄ x α 

x΄ x α 



 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Λα απνδεηρζεί όηη : 
i) Αλ α, β νκόζεκνη αξηζκνί, ηόηε  
 
 
 

ii) Γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο α, β ηζρύεη  

α
2
 + β

2
 ≥ 2αβ 

 

iii) Αλ α > 0, ηόηε  
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

i) Αθνύ α, β είλαη νκόζεκνη αξηζκνί 
έρνπκε αβ > 0 . Δπνκέλσο ηζρύεη: 
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α < β      
 1 

α
 > 

 1 

β
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 < 

 β 
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 1 

β
 < 

 1 

α
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 1 

α
 > 

 1 
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ii) Έρνπκε: 

α
2
 + β

2
 ≥ 2αβ        α

2
 + β

2
 - 2αβ ≥ 0        

      (α - β)
2
 ≥ 0, πνπ ηζρύεη 

iii) Έρνπκε: 
 

α +       ≥ 2        α
2
 + 1 ≥ 2α        

 

      α
2
 +1 - 2α ≥ 0       (α - 1)

2
 ≥ 0,  

πνπ ηζρύεη. 
 

2ε Αλ                          θαη 
 
 

                        , λα απνδεηρζεί όηη: 
 

-11 < 8x -12y + 3 < 17 
 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Από ηελ αληζόηεηα  
 
έρνπκε δηαδνρηθά: 
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 1 

α
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 1 

2
 < x < 

 3 

4
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 -4 < 8x < 6     (1) 
 
Οκνίσο από ηελ                       
 

έρνπκε δηαδνρηθά:  
 
 
 

          - 8 < 12y < 10  
            8 > -12y > -10 
         -10 < -12y < 8     (2) 
 

Πξνζζέηνπκε ηώξα θαηά κέιε ηηο 
αληζόηεηεο (1) θαη (2), πνπ έρνπλ 
ηελ ίδηα θνξά, θαη έρνπκε: 

-14 < 8x -12y < 14, 
νπόηε ζα ηζρύεη: 

-14 + 3 < 8x -12y + 3 < 14 + 3 
Άξα 

-11 < 8x -12y + 3 < 17 

 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απνδείμεηε όηη: 
 

i) α
2
 + 9 ≥ 6α   ii) 2(α

2
 + β

2
) ≥ (α + β)

2
 

 

2. Να απνδείμεηε όηη  

α
2
 + β

2
 - 2α +1 ≥ 0. Πόηε ηζρύεη ε 

ηζόηεηα; 
 

3. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο x θαη y ζε θαζεκηά από ηηο 
παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

i)     Αλ (x - 2)
2
 +(y + 1)

2
 = 0         

ii)    Αλ x
2
 + y

2
 - 2x + 4y + 5 = 0 

 

4. Αλ 4,5 < x < 4,6 θαη 5,3 < y < 5,4, 
λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ 
νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή θαζεκηάο 
από ηηο παξαζηάζεηο: 
 

i) x + y   ii) x - y   iii)         iv) x
2
 + y

2
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5. Σν πιάηνο x θαη ην κήθνο y ελόο 
νξζνγσλίνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο 
αληζόηεηεο  2 < x < 3 θαη 3 < y < 5. 
Αλ απμήζνπκε ην πιάηνο θαηά 0,2 
θαη ειαηηώζνπκε ην κήθνο θαηά 0,1, 
λα βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο: 

i) ηεο πεξηκέηξνπ ii) ηνπ εκβαδνύ 
ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ. 
 

6. Αλ 0 < α < β, λα δείμεηε όηη 
 
 
 

7. Να βξείηε ην ιάζνο ζηνπο 
παξαθάησ ζπιινγηζκνύο: 
Έζησ x > 5 . Σόηε έρνπκε δηαδνρηθά 
 x > 5 
 5x > 25 

 5x - x
2
 > 25 - x

2
 

 x(5 -x) > (5 + x)(5 -x) 
 x > 5 + x 
 0 > 5. 
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Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Γίλνληαη έλα θιάζκα α κε  
 

ζεηηθνύο όξνπο θαη έλαο ζεηηθόο 
αξηζκόο γ. Να απνδείμεηε όηη: 
 

i)   
 
 

ii)  
 
 

2. Αλ α > 1 > β , λα απνδείμεηε όηη     
α + β > 1 + αβ 
 

3. Αλ α, β ζεηηθνί αξηζκνί, λα  
 

δείμεηε όηη  
 
 

4. Να απνδείμεηε όηη: 

i)     α
2
 + αβ + β

2
 ≥ 0  

ii)    α
2
 - αβ + β

2
 ≥ 0 
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1.3 ΑΠΟΛΤΣΖ ΣΗΜΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΟΤ   
   ΑΡΗΘΜΟΤ 
 

Οξηζκόο ηεο απόιπηεο ηηκήο 
Θεσξνύκε έλαλ αξηζκό α πνπ 
παξηζηάλεηαη κε ην ζεκείν Α πάλσ 
ζε έλαλ άμνλα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Γλσξίδνπκε από ην Γπκλάζην όηη ε 
απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Α από ηελ 
αξρή Ο, δειαδή ην κήθνο ηνπ 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΟΑ, νλνκά-

δεηαη απόιπηε ηηκή ηνπ αξηζκνύ α 
θαη ηελ ζπκβνιίδεηαη κε |α|.  

|α| = α 

Ο(0) Α(α) 

x΄ x 

|α| = -α 

Ο(0) Α(α) 

x΄ x 
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Από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 
θαηαζθεπάζηεθε ν άμνλαο 
πξνθύπηεη όηη: 
 
 |2| = 2,                     ,                  θαη 
 

γεληθά: |α| = α , γηα θάζε α > 0. 
Γειαδή: 

Ζ απόιπηε ηηκή ζεηηθνύ αξηζκνύ 
είλαη ν ίδηνο ν αξηζκόο. 
 
 |-2| = 2,                                       θαη  
 

γεληθά |α| = -α , γηα θάζε α < 0. 
Γειαδή: 

Ζ απόιπηε ηηκή αξλεηηθνύ 
αξηζκνύ είλαη ν αληίζεηόο ηνπ. 
 

 |0| = 0 
Δπνκέλσο, έρνπκε ηνλ αθόινπζν 
αιγεβξηθό νξηζκό ηεο απόιπηεο 
ηηκήο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ. 
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ΝΟΗΠΚΝΠ  
 
 

Ζ απόιπηε ηηκή ελόο πξαγκαηηθνύ 
αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε |α| θαη 
νξίδεηαη από ηνλ ηύπν: 
 
 
 
 

Από ηα πξνεγνύκελα 
ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο όηη: 
 

 |α| = |-α| ≥ 0 
 |α| ≥ α θαη |α| ≥ -α 

 |α|
2
 = α

2
 

 
 

Αλ ζ > 0, ηόηε: 
 |x| = ζ       x = ζ  ή  x = -ζ 
 |x| = |α|      x = α ή x = -α 
 

Γηα παξάδεηγκα, 
 |x| = 5         x = 5  ή  x = -5

92 / 37-38 

|α| = 

α, αλ α ≥ 0 

-α, αλ α < 0 



 |α - β| = |2α - 3β|       
α - β = 2α - 3β   ή  α - β = 3β - 2α 

 

      α = 2β  ή  
 

Ηδηόηεηεο ησλ απόιπησλ ηηκώλ 
Από ηνλ ηξόπν εθηέιεζεο ησλ 
πξάμεσλ κεηαμύ πξαγκαηηθώλ 
αξηζκώλ, πξνθύπηνπλ γηα ηηο 
απόιπηεο ηηκέο νη αθόινπζεο 
ηδηόηεηεο: 
 
 

1. |α  β| = |α|  |β| 
 

 
 
 

3. |α + β| ≤ |α| + |β| 

 

Οη ηδηόηεηεο απηέο, όκσο, κπνξνύλ 
λα απνδεηρζνύλ θαη κε ηε βνήζεηα 
ησλ πξνεγνύκελσλ 
ζπκπεξαζκάησλ. 
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο ηζόηε-
ηαο  |α  β| = |α|  |β| είλαη κε αξλε-
ηηθνί αξηζκνί, έρνπκε δηαδνρηθά: 
|α  β| = |α|  |β| 
 

|α  β|
2
 = (|α|  |β|)

2
 

|α  β|
2
 = |α|

2
  |β|

2
 

(α  β)
2
 = α

2
  β

2 
, πνπ ηζρύεη. 

 

2. Απνδεηθλύεηαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 
 

3. Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο 
αληζόηεηαο |α + β| < |α| + |β| είλαη κε 
αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε 
δηαδνρηθά: 
|α+β| ≤ |α| + |β|       

|α+β|
2
 ≤ (|α| + |β|)

2
       

     (α + β)
2
 ≤ |α|

2
 + |β|

2
 + 2|α|  |β|  

      α
2
 + β

2
 + 2αβ ≤ α

2
 + β

2
 + 2|αβ| 

      αβ ≤ |αβ|, πνπ ηζρύεη. 
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Δίλαη θαλεξό όηη ε ηζόηεηα αβ = |αβ| 
ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ αβ ≥ 0 , δεια-
δή αλ θαη κόλν αλ νη αξηζκνί  α θαη  
β είλαη νκόζεκνη ή έλαο ηνπιάρηζηνλ 
από απηνύο είλαη ίζνο κε κεδέλ. 
 
΢ΥΟΛΗΟ 
 Ζ ηζόηεηα |α  β| = |α|  |β| ηζρύεη 
θαη γηα πεξηζζόηεξνπο παξάγνληεο. 
΢πγθεθξηκέλα: 

|α1  α2  ...  αλ| = |α1|  |α2|  ...  |αλ|  

΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ 

είλαη α1 = α2 = ... = αλ = α, έρνπκε: 

|α
λ
| = |α|

λ 

 

 Ζ αληζόηεηα |α + β| ≤ |α| + |β| 
ηζρύεη θαη γηα πεξηζζόηεξνπο 
πξνζζεηένπο.  
΢πγθεθξηκέλα: 

|α1 + α2 + ... + αλ| ≤ |α1| + |α2| + ... + |αλ|  
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Απόζηαζε δπν αξηζκώλ 
 Αο πάξνπκε ηώξα δπν αξηζκνύο, 
γηα παξάδεηγκα ηνπο -2 θαη 3, πνπ 
παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε 
ηα ζεκεία Α θαη Β αληηζηνίρσο. 
 
 
 
 
 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη 
απόζηαζε ησλ αξηζκώλ -2 θαη 3. 
Παξαηεξνύκε όηη 
(ΑΒ ) = 5 = |(-2) - 3| = |3 - (-2)|. 
Γεληθόηεξα, αο ζεσξήζνπκε δπν 
αξηζκνύο α θαη β πνπ παξηζηάλν-
ληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία 
Α θαη Β αληηζηνίρσο. 
 

5 κνλάδεο 

Ο(0) Β(3) 

x΄ x 

Α(-2) 
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Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη 

απόζηαζε ησλ αξηζκώλ α θαη β, 
ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β) θαη είλαη ίζε 
κε |α- β|. Δίλαη δειαδή: 
 

d (α, β) = |α - β| 

 

Πξνθαλώο ηζρύεη d (α, β) = d (β, α) . 
΢ηελ πεξίπησζε κάιηζηα πνπ είλαη 
α < β, ηόηε ε απόζηαζε ησλ α θαη β 

είλαη ίζε κε β - α θαη ιέγεηαη κήθνο 
ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β]. 
 

 Αο ζεσξήζνπκε ηώξα έλα 
δηάζηεκα [α, β] θαη αο νλνκάζνπκε 
Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ 
ζηνλ άμνλα ηα άθξα α θαη β 
αληηζηνίρσο. 

d(α,β) = |α - β| 

Ο(0) Β(β) 

x΄ x 

Α(α) 
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Αλ Μ (x0) είλαη ην κέζνλ ηνπ 

ηκήκαηνο AB, ηόηε έρνπκε  
(MA) = (MB)       

d(x0, α) = d(x0, β)      

|x0 - α| = |x0 - β| 

x0 - α = β - x0, (αθνύ α < x0 < β)         

2x0 = α + β 

         
  

 
Ο αξηζκόο            πνπ αληηζηνηρεί  
 

ζην κέζνλ Μ ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγε-

ηαη θέληξν ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β],  
 

ελώ ν αξηζκόο                     
 

ιέγεηαη αθηίλα ηνπ [α, β]. 

x 

Μ(x0) Β(β) 

x΄ 

Α(α) 
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Χο κήθνο, θέληξν θαη αθηίλα ησλ 
δηαζηεκάησλ (α, β), [α, β) θαη (α, β] 
νξίδνπκε ην κήθνο, ην θέληξν θαη 
ηελ αθηίλα ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β]. 
 Έζησ ηώξα όηη ζέινπκε λα 
βξνύκε ηνπο πξαγκαηηθνύο 
αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 
|x - 3| < 2. 
 
 
 
 
 
 
 
Από ηνλ νξηζκό ηεο απόζηαζεο 
έρνπκε: 
|x - 3| < 2 d (x,3) < 2 
       3 - 2 < x < 3 + 2  
       x     (3 - 2, 3 + 2) 
 

x 

x 3 

x΄ 

1 5 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

d(x,3) 
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Γεληθά: 
 
 

 

Γηα x0    R θαη ξ > 0, ηζρύεη: 

|x - x0| < ξ      x    (x0 - ξ, x0 + ξ) 

                       xo - ξ < x < x0 + ξ 

 

Γειαδή, νη αξηζκνί x πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε |x -x0| < ξ 

είλαη ηα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο    

(x0 - ξ, x0 + ξ) πνπ έρεη θέληξν ην x0 

θαη αθηίλα ξ. 
 
 
 
 
 
 
΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   

x0 = 0 , έρνπκε: 

|x| < ξ      x    (-ξ, ξ)      -ξ < x < ξ . 
Γηα παξάδεηγκα, 

|x| < 2      x    (-2, 2)      -2 < x < 2 . 

d(x,x0) 

x 

x x0 

x΄ 

x0 - ξ 

ξ κνλάδεο ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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 Έζησ, ηώξα, όηη ζέινπκε λα βξνύ-
κε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x 
γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη |x - 3| > 2. 
 
 
 
 
 
 
 

Από ηνλ νξηζκό ηεο απόζηαζεο 
έρνπκε: 
|x - 3| > 2       

d (x,3) > 2 
x < 3 - 2   ή   x > 3 + 2 

      x    (-∞, 3 - 2) U (3 + 2, +∞). 
Γεληθά: 
 
 

 

Γηα x0    R θαη ξ > 0, ηζρύεη: 

|x - x0| < ξ       

      x    (-∞, x0 - ξ) U (x0 + ξ, +∞) 

      x < xo - ξ ή x > x0 + ξ 
 

d(x, 3) 

x 

1 3 

x΄ 

x 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

5 
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Γειαδή νη αξηζκνί x πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε |x - x0| > ξ 

αληηζηνηρνύλ ζε ζεκεία Μ(x) ηνπ 
άμνλα x΄x πνπ απέρνπλ από ην 

ζεκείν Κ(x0) απόζηαζε κεγαιύηεξε 

ηνπ ξ. 
 
 
 
 
 
 
 
΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   

x0 = 0 , ε ηειεπηαία ηζνδπλακία 

παίξλεη ηε κνξθή: 
|x| > ξ      x < -ξ  ή  x > ξ 

Γηα παξάδεηγκα: 
|x| > 2      x < -2 ή x > 2 . 

 

d(x, x0) 

x 

x0 - ξ x0 

x΄ 

x 

ξ κνλάδεο ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ 
παξαζηάζεηο ρσξίο απόιπηεο ηηκέο. 
i)   |π - 3| ii)  |π - 4| 
 

iii) |3 - π| +|4 - π|  
 

iv)    
 

2. Αλ 3 < x < 4 , λα γξάςεηε ρσξίο 
ηελ απόιπηε ηηκή ηελ παξάζηαζε 

|x - 3| + |x - 4| 
 

3. Να γξάςεηε ρσξίο ηελ απόιπηε 
ηηκή ηελ παξάζηαζε |x - 3| - |4 - x|, 
όηαλ:  
i)   x < 3    ii)    x > 4. 
 

4. Αλ α ≠ β, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο  
 

παξάζηαζεο  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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5. Αλ x ≠ 0 θαη y ≠ 0, λα βξείηε ηηο 
ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ε  
 

παξάζηαζε 
 
 

6. Ζ δηάκεηξνο ελόο δίζθνπ 
κεηξήζεθε θαη βξέζεθε 2,37dm. Σν 
ιάζνο ηεο κέηξεζεο είλαη ην πνιύ 
0,005dm. Αλ D είλαη ε πξαγκαηηθή 
δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ, ηόηε: 

i) Να εθθξάζεηε ηελ παξαπάλσ 
παξαδνρή κε ηε βνήζεηα ηεο 
έλλνηαο ηεο απόζηαζεο 

ii) Να βξείηε κεηαμύ πνηώλ νξίσλ 
βξίζθεηαη ε ηηκή D. 
 

7. Να ζπκπιεξώζεηε ηνλ 
παξαθάησ πίλαθα όπσο δείρλεη ε 
πξώηε γξακκή ηνπ. 
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ΠΗΝΑΚΑ΢ 
 

Απόιπηε 
Σηκή 

Απόζηαζε 
Γηάζηεκα ή 

έλσζε 
δηαζηεκάησλ 

|x - 4| ≤ 2 d(x,4) ≤ 2 [2, 6] 

|x + 3| < 4   

|x - 4| > 2   

|x + 3| ≥ 4   

 d (x,5) < 1  

 d (x,-1) > 2  

 d (x,5) ≥ 1  

 d (x,-1) ≤ 2  

  (-2, 2) 

  [-5, 1] 

  (-∞, - 2] 

U [2, +∞) 

  (-∞, - 5)  

U (1, +∞) 
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Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να απνδείμεηε όηη  
|α - β| ≤ |α - γ| + |γ - β|. 

 

2. Αλ α > β, λα απνδείμεηε όηη: 
 
 
 
 
 
 

3. Ση ζεκαίλεη γηα ηνπο αξηζκνύο x 
θαη y : 

i) H ηζόηεηα |x| + |y| = 0 ; 
ii) H αληζόηεηα |x| + |y| > 0; 

 

4. Έζησ 0 < α < β . 
i) Να δηαηάμεηε από ηνλ κηθξόηεξν 
ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο 
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1,  
 α 

β
  και 

 β 

α
 .
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ii) Να δείμεηε όηη ζηνλ πξαγκαηηθό  
 

άμνλα ν αξηζκόο       βξίζθεηαη  
 

πιεζηέζηεξα ζην 1 από όηη ν  
 

αξηζκόο        

 
 

5. Αλ |x - 2| < 0,1 θαη |y - 4| < 0,2 λα 
εθηηκήζεηε ηελ ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ 
ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ: 
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 α 

β
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 β 

α
 .

y y 

x 

x 

x 

y 

x 
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1.4 ΡΗΕΔ΢ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ 
ΑΡΗΘΜΧΝ 
 

Σεηξαγσληθή ξίδα κε αξλεηηθνύ 
αξηζκνύ 
 

΢ην Γπκλάζην κάζακε ηελ έλλνηα 
ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο κε 
αξλεηηθνύ αξηζκνύ θαη ηηο ηδηόηεηέο 
ηεο. ΢πγθεθξηκέλα κάζακε όηη:  
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

H ηεηξαγωληθή ξίδα ελόο κε 
αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη  

κε       θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο 
αξηζκόο πνπ, όηαλ πςσζεί ζην 
ηεηξάγσλν, δίλεη ηνλ α. 

 

Μπνξνύκε επνκέλσο λα πνύκε όηη:  

Αλ α > 0, ε      παξηζηάλεη ηε κε 
αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζωζεο  

x
2
 = α . 
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Γηα ηηο ηεηξαγσληθέο ξίδεο κε 
αξλεηηθώλ αξηζκώλ γλσξίζακε ηηο 
παξαθάησ ηδηόηεηεο: 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 

 
λ-νζηή ξίδα κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ 
 
Αο ππνζέζνπκε όηη 
ζέινπκε λα θαηα-
ζθεπάζνπκε κηα 
θπβηθή δεμακελή 
ρσξεηηθόηεηαο 64  
θπβηθώλ κέηξσλ θαη δεηάκε ηελ 
πιεπξά ηεο. Αλ x κέηξα είλαη ε 
πιεπξά ηεο δεμακελήο, ηόηε ν 

όγθνο ηεο ζα είλαη x
3
 θπβηθά κέηξα  

x 

x 

x 
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θαη επνκέλσο ζα ηζρύεη: x
3
 = 64. 

Αλαδεηνύκε ινηπόλ 
έλαλ αξηζκό x πνπ, 
όηαλ πςσζεί ζηνλ 
θύβν, ζα καο δώζεη 
64. Ο αξηζκόο απηόο, 
αθνύ παξηζηάλεη 
κήθνο, πξέπεη λα 
είλαη ζεηηθόο. Με δνθηκέο βξίζθνπκε 
όηη ν δεηνύκελνο αξηζκόο είλαη ν 4, 

δηόηη 4
3
 = 64 . 

Ο αξηζκόο 4 ιέγεηαη ηξίηε ξίδα ηνπ 

64 θαη ζπκβνιίδεηαη κε        .  

Γειαδή        = 4 . Ζ ηξίηε ξίδα ελόο 

αξηζκνύ ιέγεηαη θαη θπβηθή ξίδα ηνπ 
αξηζκνύ απηνύ. 
Γεληθεύνληαο ηώξα ηα παξαπάλσ 

γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην λ, δίλνπκε 
ηνλ αθόινπζν νξηζκό. 
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ΝΟΗΠΚΝΠ 
 

Ζ λ-νζηή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ  

αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε       θαη  

είλαη ν κε αξλεηηθόο αξηζκόο
(1)

 πνπ, 

όηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη ηνλ α. 
 

Δπίζεο γξάθνπκε 
 
 

Μπνξνύκε επνκέλσο λα πνύκε όηη: 

Αλ α ≥ 0, ηόηε ε       παξηζηάλεη ηε 
κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζωζεο    

x
λ
 = α . 

 

ΠΣΝΙΗΝ  
 

Δίλαη 10
4
 = 10000, νπόηε              = 10. 

Δίλαη επίζεο θαη (-10)
4
 = 10000. 

΋κσο, δελ επηηξέπεηαη λα  
 
(1)

Απνδεηθλύεηαη όηη ππάξρεη θαη 

είλαη κνλαδηθόο 
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10000
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γξάθνπκε               = -10, αθνύ, ζύκ-
θσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκό, ε  

είλαη ε κε αξλεηηθή ιύζε 

ηεο εμίζσζεο x
4
 = 10000. 

 
Ηδηόηεηεο ησλ ξηδώλ 
Από ηνλ νξηζκό ηεο λ-νζηήο ξίδαο 
ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α , 
ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο όηη: 
 

 Αλ α ≥ 0, ηόηε: 
 
 
 Αλ α ≤ 0 θαη λ άξηηνο, ηόηε: 
 

   
 

Γηα παξάδεηγκα: 
 

 
 

Ηζρύνπλ όκσο θαη νη αθόινπζεο 
ηδηόηεηεο, από ηηο νπνίεο νη δύν  
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πξώηεο είλαη αλάινγεο ησλ 
ηδηνηήησλ ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο: 
 

Αλ α, β ≥ 0, ηόηε: 
 
 
 
 (εθόζνλ β ≠ 0) 
 
 

 
 
 
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Έρνπκε: 
 
 
 
 
 
 

      α  β = α  β ,      πνπ ηζρύεη. 
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β
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 = 
 α 

β
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α 
λ β 

λ = α β 
λ 

 ( ) α 
λ β 

λ 
λ 
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2. Απνδεηθλύεηαη όπσο θαη ε 1. 
 

3. Έρνπκε: 
 
 
 
 

 
                                     πνπ ηζρύεη 
 

 

4. Έρνπκε: 
 
 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ ηδηόηεηα 1. ηζρύεη θαη γηα 
πεξηζζόηεξνπο από δπν κε 
αξλεηηθνύο παξάγνληεο. 
΢πγθεθξηκέλα, γηα κε αξλεηηθνύο 

αξηζκνύο α1, α2, ... , αθ ηζρύεη: 
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νμ μν

 = ( )  α
μν  
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 =   α
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 =  α
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΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε 

πνπ είλαη α1 = α2 = ... = αθ = α > 0, 

ηζρύεη: 
 
 

νπόηε, ιόγσ ηεο ηδηόηεηαο 1, γηα α , 
β ≥ 0 έρνπκε 
 
 

 
Γπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε 
 

΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε παξα- 
 

 

ζηάζεηο ηεο κνξθήο      , όπνπ α > 0,  
κ αθέξαηνο θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, 

ηηο νπνίεο ζα νλνκάζνπκε δπλάκεηο 
κε ξεηό εθζέηε. Ο νξηζκόο ζα γίλεη 
κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε λα δηαηεξνύ-
ληαη νη γλσζηέο καο ηδηόηεηεο ησλ 
δπλάκεσλ κε αθέξαην εθζέηε. 
Ση ζα πξέπεη, γηα παξάδεηγκα, λα  
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ζεκαίλεη ην       ; Αλ απαηηήζνπκε  
 

λα ηζρύεη ε ηδηόηεηα                      θαη 
γηα δπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε, ηόηε  
 
 

ζα είλαη                              . Άξα  
 
 

πξέπεη ν       λα είλαη ιύζε ηεο 

εμίζσζεο   x
5
 = 3

2
. 

 

Γειαδή πξέπεη λα είλαη                .  
Γεληθά: 
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

 

Αλ α > 0, κ αθέξαηνο θαη λ 
ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε νξίδνπκε: 
 
 
 

 

Δπηπιένλ, αλ κ, λ ζεηηθνί αθέξαηνη,  
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ηόηε νξίδνπκε              . Γηα 
παξάδεηγκα: 
 
                                 θαη 
 
 
 
 
Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
ξηδώλ απνδεηθλύεηαη όηη νη 
ηδηόηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην 
εθζέηε ηζρύνπλ θαη γηα δπλάκεηο κε 
ξεηό εθζέηε. Σν γεγνλόο απηό 
δηεπθνιύλεη ην ινγηζκό κε ηα ξηδηθά. 
Έηζη έρνπκε γηα παξάδεηγκα είλαη: 
 
 

                        
 

           . 
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3
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

1ε Αλ α θαη β είλαη κε αξλεηηθνί 
αξηζκνί, λα απνδεηρζεί ε 
ηζνδπλακία: 
 
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 
 
 

         α < β , πνπ ηζρύεη. 
 

2ε Λα ηξαπνύλ νη παξαζηάζεηο ζε 
ηζνδύλακεο, ρωξίο ξηδηθά ζηνπο 
παξνλνκαζηέο: 
 
 
 

Ι΢ΠΖ 
Έρνπκε: 
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α < β      αν  < βν
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αν  < βν       ( )αν
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iii) 
6

7 + 5
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3ε Λα απνδεηρζεί όηη: 
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ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ππνινγίζεηε ηηο ξίδεο: 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ 
παξαζηάζεηο ρσξίο ξηδηθά 
 
 
 
 
 

3. Να απνδείμεηε όηη: 
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3
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,    100000
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5
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4. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 

5. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 
 

6. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 
 

7. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 

8. Να απνδείμεηε όηη: 
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9. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 

10. Να κεηαηξέςεηε ηηο παξαθάησ 
παξαζηάζεηο ζε ηζνδύλακεο κε 
ξεηνύο παξαλνκαζηέο: 
 
 
 

 

11. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 

 

αθνύ αλαιύζεηε ηα ππόξηδα ζε 
γηλόκελα πξώησλ παξαγόλησλ. 
 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. i) Να απνδείμεηε όηη: 
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    ii) Αλ α, β > 0 λα απνδείμεηε όηη 
 
 
 
 

2. i) Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα ησλ 
 
 
    ii) Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 

3. i) Να απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο  
 
       είλαη ξεηόο 
 
   ii) Αλ α ζεηηθόο ξεηόο, λα  

 

απνδείμεηε όηη ν                    είλαη  
 

ξεηόο. 
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 3 
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4. Να απνδείμεηε όηη: 
 
 
 
 
 
 
 

5. ΢ε έλα νξζνγώλην ηξίγσλν νη 
θάζεηεο πιεπξέο ηνπ είλαη  
θαη  
i) Να ππνινγίζεηε ηελ ππνηείλνπζα 
ΒΓ ηνπ ηξηγώλνπ. 
ii) Με ηε βνήζεηα ηεο ηξηγσληθήο 
αληζόηεηαο λα απνδείμεηε όηη: 
 
 

iii) Γηα κε αξλεηηθνύο αξηζκνύο α 
θαη β , λα απνδείμεηε όηη  

                               Πόηε ηζρύεη ε 
ηζόηεηα; 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 

1νπ ΘΔΦΑΙΑΗΝ΢ 
 

1. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω 
πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β, γ θαη 
δ. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην 
γξάκκα Τ. 
 

1. 
(α = β θαη γ = δ)  
       α + γ = β + δ . 

Α  Φ 

2. Αλ α
2
 = αβ, ηόηε α = β. Α  Φ 

3. (α + β)
2
 = α

2
 + β

2
. Α  Φ 

4. 
Σν άζξνηζκα α + β δύν 
άξξεησλ αξηζκώλ α θαη β 
είλαη άξξεηνο αξηζκόο 

Α  Φ 

5. 
Σν γηλόκελν α  β δύν 
άξξεησλ αξηζκώλ α θαη β 
είλαη άξξεηνο αξηζκόο. 

Α  Φ 
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6. 
Αλ α > β θαη γ < δ, ηόηε     
α - γ > β - δ. 

Α  Φ 

7. Αλ α
2
 > αβ, ηόηε α > β. Α  Φ 

8. 
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Αν 
 α 

β
 > 1, τότε α > β .

 
Α  Φ 

9. 
Αλ α > β θαη α >- β, ηόηε   
α > 0 . 

Α  Φ 

10. 
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Αν α > 
 1 

α
 , τότε α > 1 .

 
Α  Φ 

11. Αλ α < β < 0, ηόηε α
2
 > β

2
. Α  Φ 

12. 
Αλ α >-2 θαη β > -3 , ηόηε 
αβ > 6 . 

Α  Φ 

13. 
Αλ α <-2 θαη β <-3 , ηόηε 
αβ > 6 . 

Α  Φ 

14. 4α
2
 - 20αβ + 25β

2
 ≥ 0. Α  Φ 

15. (α - 1)
2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 

16. (α
2
 - 1)

2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 

17. 
(α + β)

2
 +(α - β )

2
 = 0         

α = β = 0. 
Α  Φ 
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18. 
Αλ α  β > 0 , ηόηε              
|α + β| = |α| + |β|. 

Α  Φ 

19. Αλ α
2
 = β , ηόηε   Α  Φ 

20. 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
2
 = α . Α  Φ 

21. 
 

Α  Φ 

22. 
Αλ   α  β ≥ 0, ηόηε  
κπνξνύκε πάληνηε λα 
γξάθνπκε 

Α  Φ 

23. 
 

Α  Φ 

24. 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
2
 + β

2
 = α + β .  Α  Φ 

25. 

Αλ α ≥ 0, ηόηε   κπνξνύκε 
πάληνηε  λα  γξάθνπκε 
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
36
 = α . 

Α  Φ 

26. 
Μπνξνύκε πάληνηε λα  

γξάθνπκε   
Α  Φ 

27. 5
25

 > 25
5
 . Α  Φ 

28. 11
22

 > 22
11

 . Α  Φ 

≥ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Αν β   0, 

τότε α
2
  β = α   β .  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Αν α   0, τότε ( )α
2
 = α .≥ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α   β = α   β.  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α
24
 = α .
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II. Λα επηιέμεηε ηε ζωζηή 
απάληεζε ζε θαζεκηά από ηηο 
παξαθάηω πεξηπηώζεηο. 
 

1. Αλ 2 < x < 5 ηόηε ε παξάζηαζε   
|x - 2| + |x - 5| είλαη ίζε κε: 
 

Α) 2x - 7 Β) 7 - 2x  Γ) -3      Γ) 3. 
 

2. Αλ 10 < x < 20 ηόηε ε ηηκή ηεο  
 

παξάζηαζεο                                 
 

είλαη ίζε κε: 
 

Α) 2  Β) -2  Γ) 10  Γ) 0. 
 

3. Αλ                                               
ηόηε: 
Α) α < β < γ       Β) α < γ < β  
Γ) γ < α < β  Γ) β < γ < α. 
 

4. Ο αξηζκόο                είλαη ίζνο κε:  
 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

|x - 10|

x - 10
 + 

|x - 20|

x - 20

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α = 10
6  , β = 2 και γ = 3

3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

9 + 4 5
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Α) 3 + 2 5
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Β) 3 + 2 5
4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Γ) 2 + 5
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Γ) 2 + 5
4  .
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III. Πηνλ παξαθάηω άμνλα ηα 
ζεκεία Ν, Η, Α θαη Β παξηζηάλνπλ 
ηνπο αξηζκνύο 0, 1, α θαη β αληη-
ζηνίρωο, κε 0 < α < 1 θαη β > 1, 
ελώ ηα ζεκεία Γ, Γ, Δ, Ε, Ζ θαη Θ 
παξηζηάλνπλ ηνπο αξηζκνύο                 

α
2 

, β
2
, α

3
 θαη β

3
, όρη όκωο 

κε ηελ ζεηξά πνπ αλαγξάθνληαη. 
Λα αληηζηνηρίζεηε ηα ζεκεία Γ, Γ, 
Δ, Ε, Ζ θαη Θ κε ηνπο αξηζκνύο 
πνπ παξηζηάλνπλ. 
 
 
 
 
 

Γ Γ Δ Ε Ζ Θ 

      

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

α , β, 

β 

x Δ Η Ε Β Ο Γ Γ Α Ζ x΄ 

0 1 

Θ 

α 
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ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 

Ο «δηπιαζηαζκόο ηνπ ηεηξαγώ-
λνπ», δειαδή ε θαηαζθεπή ελόο 
ηεηξαγώλνπ κε εκβαδό δηπιάζην 
ελόο άιινπ δνζέληνο ηεηξαγώλνπ, 
κπνξεί λα γίλεη κε κηα απιή 
«γεσκεηξηθή» θαηαζθεπή. Λέγνληαο 
«γεσκεηξηθή» θαηαζθεπή ελλννύκε 
θαηαζθεπή κε ράξαθα θαη δηαβήηε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Χζηόζν, ε πιεπξά β, ηνπ ηεηξαγώ-
λνπ κε ην δηπιάζην εκβαδό, δελ 
πξνθύπηεη από ηελ πιεπξά α κε 

Δ 

 

  

   

Α 

Β Γ 

Γ Ε α 

α 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β = α 2
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πνιιαπιαζηαζκό επί ξεηό αξηζκό. 
Απηό ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρεη 
επζύγξακκν ηκήκα (σο κνλάδα 
κέηξεζεο) κε ην νπνίν κπνξνύκε 
λα κεηξήζνπκε αθξηβώο ηα δπν 
απηά ηκήκαηα, πιεπξά θαη δηαγώλην 
ηεηξαγώλνπ. Ζ απόδεημε ηεο 
ύπαξμεο άξξεησλ αξηζκώλ ζεσξεί-
ηαη κηα από ηηο ζπνπδαηόηεξεο 
αλαθαιύςεηο ησλ Ππζαγνξείσλ. 
(Ππζαγόξαο: 6νο π. Υ. αηώλαο). Οη 
αξραίνη Έιιελεο είραλ κηα βαζεηά 
πίζηε όηη πάληνηε δπν επζύγξακκα 
ηκήκαηα έρνπλ θνηλό κέηξν. Γη’ 
απηό, ζηα πιαίζηα ηεο επνρήο 
εθείλεο, ε αλαθάιπςε απηή ησλ 
Ππζαγνξείσλ δελ ήηαλ απιά θαη 
κόλν κηα ελδηαθέξνπζα καζεκαηηθή 
πξόηαζε, αιιά ζήκαηλε ηελ αλα-
ηξνπή ζεκειησδώλ θηινζνθηθώλ 
αληηιήςεσλ γηα ηνλ θόζκν θαη ηε 
θύζε. 
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Ήηαλ θεληξηθή αληίιεςε ησλ 
Ππζαγνξείσλ όηη ε νπζία θάζε 
όληνο κπνξεί λα αλαρζεί ζε 
θπζηθνύο αξηζκνύο. Ο 
λενππζαγόξεηνο Φηιόιανο γύξσ 
ζηα 450 π.Υ., έγξαθε: 
 

«Πραγκαηηθά ηο θαζεηί ποσ 
γλωρίδοσκε έτεη έλαλ αρηζκό 
(δειαδή θσζηθό). Αιιηώς ζα ήηαλ 
αδύλαηο λα ηο γλωρίζοσκε θαη λα ηο 
θαηαιάβοσκε κε ηε ιογηθή. Το έλα 
είλαη ε αρτή ηοσ παληός». 
 

Ζ αλαθάιπςε ινηπόλ όηη ππάξρνπλ 
κεγέζε θαη κάιηζηα απιά, όπσο ε 
ππνηείλνπζα ηεηξαγώλνπ, ηα νπνία 
δελ κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ ζηα 
πιαίζηα ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ, 
ζεσξήζεθε αιεζηλή ζπκθνξά γηα 
ηελ ππζαγόξεηα θηινζνθία. Υα-
ξαθηεξηζηηθνί είλαη νη ζξύινη πνπ 
πεξηβάιινπλ ην γεγνλόο απηό. Καηά 
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έλαλ από απηνύο, ε αλαθάιπςε ηεο 
ύπαξμεο ησλ άξξεησλ αξηζκώλ 
έγηλε από ηνλ ππζαγόξεην Ίπαζζν, 
όηαλ απηόο θαη άιινη Ππζαγόξεηνη 
ηαμίδεπαλ κε πινίν. Ζ αληίδξαζε 
ησλ Ππζαγνξείσλ ήηαλ λα πλίμνπλ 
ηνλ Ίπαζζν θαη λα ζπκθσλήζνπλ 
κεηαμύ ηνπο λα κε δηαδνζεί ε 
αλαθάιπςε πξνο ηα έμσ. 
Ζ ππέξβαζε ησλ «δπζθνιηώλ» πνπ 
θέξλεη ζηα Μαζεκαηηθά ε ύπαξμε 
άξξεησλ αξηζκώλ, θαηέζηε δπλαηή 
από ηνλ Δύδνμν (360 π.Υ.) κε ηελ 
ηδηνθπή «ζεσξία ησλ Λόγσλ». Ζ 
απόδεημε γηα ην όηη έλαο 
ζπγθεθξηκέλνο αξηζκόο είλαη 
άξξεηνο είλαη έλα πξόβιεκα πνπ 
απαηηεί πνιιέο θνξέο 
πνιύπινθνύο ζπιινγηζκνύο. 
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Με απόθαζε ηεο Διιεληθήο Κπβέξλεζεο 
ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ Γεκνηηθνύ, ηνπ 
Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ ηππώλνληαη 
από ηνλ Οξγαληζκό Δθδόζεσο Γηδαθηη-
θώλ Βηβιίσλ θαη δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα 
Γεκόζηα ΢ρνιεία. Σα βηβιία κπνξεί λα 
δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ θέξνπλ 
βηβιηόζεκν πξνο απόδεημε ηεο γλεζηόηε-
ηάο ηνπο. Κάζε αληίηππν πνπ δηαηίζεηαη 
πξνο πώιεζε θαη δε θέξεη βηβιηόζεκν, 
ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο 
δηώθεηαη ζύκθσλα µε ηηο δηαηάμεηο ηνπ 
άξζξνπ 7, ηνπ Νόκνπ 1129 ηεο 15/21 
Μαξηίνπ 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄). 
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