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1ν ΚΔΦΑΛΑΗΟ 

Δίκαη πεξίεξ- 
γνο λα δσ, 

πσο ζα βξεηο 
ην χςνο ηεο 

 



 
 
 
 
 
 

ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ 

 
1.1 Ηζφηεηα ηξηγψλσλ 

1.2 Λφρνο επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 

1.3 Θεψξεκα ηνπ Θαιή 

1.4 Οκνηνζεζία 

1.5 Οκνηφηεηα 

1.6 Λφγνο εκβαδψλ νκνίσλ ζρεκάησλ 
 
Γεληθέο αζθήζεηο 1νπ Κεθαιαίνπ Δπαλάιεςε - 
Αλαθεθαιαίσζε 



 

 

 1.1.  Ηζφηεηα ηξηγψλσλ 
 Θπκάκαη πνηα είλαη ηα ζηνηρεία ελόο 
ηξηγώλνπ (θύξηα - δεπηεξεύνληα) θαη ηα 
είδε ησλ ηξηγώλσλ.  

 Μαζαίλσ πόηε δύν ηξίγσλα είλαη ίζα 

θαη πνηα είλαη ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο 
ηξίγσλσλ. 

 Μαζαίλσ πνηα είλαη ηα θξηηήξηα ηζόηεηαο 

νξζνγσλίσλ ηξηγώλσλ. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

Αλ κεηαηνπίζνπκε θαηάιιεια ην ηξίγσλν ΑΒΓ, ρσξίο 
απηφ λα κεηαβιεζεί, ηφηε ζα ηαπηηζηεί κε έλα απφ ηα 

ηξίγσλα Σ1, Σ2, Σ3, Σ4. 
 
 
 
 
 
 

1. Να απνηππψζεηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ ζε δηαθαλέο ραξηί 

θαη λα βξείηε κε πνην απφ ηα ηξίγσλα Σ1, Σ2, Σ3, Σ4 

ηαπηίδεηαη. 
2. Να ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο: 
ΑΒ = ......,   ΒΓ = ......,   ΓΑ = ......,  

Α = ......   Β = ..... θαη   Γ = ..... 

 

Κύξηα θαη δεπηεξεύνληα ζηνηρεία ηξηγώλνπ - Δίδε 
ηξηγώλσλ 

΢ε θάζε ηξίγσλν νη πιεπξέο θαη νη γσλίεο ηνπ νλνκάδν-

ληαη θύξηα ζηνηρεία ηνπ ηξηγψλνπ. Οη πιεπξέο ελφο  

Γ 

Δ Ε 
Σ1 

Ζ Η 

Θ 

Σ2 

Κ 

Λ 

Μ Σ3 

Ρ 

Ν 

΢ 
 

Σ4 

Α 

Β Γ 
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ηξηγψλνπ ΑΒΓ πνπ βξίζθνληαη απέλαληη απφ ηηο γσ- 

λίεο ηνπ Α, Β, Γ ζπκβνιίδνληαη αληηζηνί- 
ρσο α, β, γ.  

Γηα ηηο γσλίεο θάζε ηξηγψλνπ ηζρχεη 

 

Ζ γσλία ηνπ ηξηγψλνπ πνπ πεξηέρεηαη κεηαμχ δχν πιεπ-

ξψλ ιέγεηαη πεξηερόκελε γσλία ησλ πιεπξψλ απηψλ, 
π.ρ. πεξηερφκελε γσλία ησλ πιεπξψλ ΑΒ, ΑΓ είλαη ε  

γσλία Α. Οη γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ πνπ έρνπλ θνξπθέο ηα 

άθξα κηαο πιεπξάο ιέγνληαη πξνζθείκελεο γσλίεο ηεο 
πιεπξάο απηήο π.ρ. πξνζθείκελεο γσλίεο ηεο πιεπξάο 

ΒΓ είλαη νη Β θαη Γ. Έλα ηξίγσλν αλάινγα κε ην είδνο 
ησλ γσληψλ ηνπ νλνκάδεηαη: 

 
 
   
 
 
 
 
΢ε θάζε νξζνγψλην ηξίγσλν ε πιεπξά πνπ βξίζθεηαη 
απέλαληη απφ ηελ νξζή γσλία νλνκάδεηαη  

ππνηείλνπζα, ελψ νη άιιεο δχν νλνκάδνληαη θάζεηεο 

πιεπξέο. 

Έλα ηξίγσλν αλάινγα κε ηηο ζρέζεηο πνπ ζπλδένληαη νη 
πιεπξέο ηνπ νλνκάδεηαη: 

 

Α 

Β Γ 
α 

β γ 

 

Α + Β + Γ = 180
ν
 

Α Β 

Γ 

Αμβλςγώνιο,  
φηαλ έρεη κία 

γσλία ακβιεία 

Οπθογώνιο, 
φηαλ έρεη κία  
γσλία νξζή 

 

Α Β 

Γ 

Οξςγώνιο, φηαλ 
έρεη φιεο ηνπ ηηο 

γσλίεο νμείεο 

Α 

Β Γ 
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΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ = ΑΓ ε πιεπξά ΒΓ 

νλνκάδεηαη βάζε ηνπ θαη ην ζεκείν Α θνξπθή ηνπ. 

΢΄ έλα ηξίγσλν, εθηφο απφ ηα θχξηα ζηνηρεία, ππάξρνπλ 

θαη ηα δεπηεξεύνληα ζηνηρεία, πνπ είλαη νη δηάκεζνη, νη 
δηρνηφκνη θαη ηα χςε. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

Β Γ 

Σκαληνό, φηαλ 
έρεη θαη ηηο  

ηξεηο πιεπξέο  
ηνπ άληζεο 

 

Ιζοζκελέρ, 
φηαλ έρεη δχν 

πιεπξέο ίζεο 

Α 

Β Γ 

Ιζόπλεςπο, φηαλ έρεη 
θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο 

ηνπ ίζεο 
 

Α 

Β Γ 

Γιάμεζορ, ελφο 
ηξηγψλνπ νλν-

κάδεηαη ην επζχ-
γξακκν ηκήκα 
πνπ ελψλεη κηα 
θνξπθή ηνπ ηξη-
γψλνπ κε ην κε-
ζν ηεο πέλαληη 

πιεπξάο. 

 
 

Α 

Β Γ Μ 

Γισοηόμορ, ελφο 
ηξηγψλνπ νλνκά-

δεηαη ην επζχ-
γξακκν ηκήκα 
πνπ θέξνπκε 

απφ κηα θνξπθή, 
ρσξίδεη ηε γσλία 

ζε δχν ίζεο 
γσλίεο θαη θαηα-
ιήγεη ζηελ απέ-
λαληη πιεπξά. 

 
 

 

Α 

Β 
 

Γ 
Ζ 

Ύτορ, ελφο ηξη-
γψλνπ νλνκά-
δεηαη ην επζχ-
γξακκν ηκήκα 
πνπ θέξνπκε 

απφ κηα θνξπθή 
θαη είλαη θάζεην 
ζηελ επζεία ηεο 

απέλαληη 
πιεπξάο. 

 
 

 

Α 

Β Γ 
Γ 
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Ίζα ηξίγσλα 

Αλ κεηαηνπίζνπκε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ 
ζε κηα άιιε ζέζε θαη ζεσξήζνπκε  
φηη θαηά ηε κεηαηφπηζή ηνπ απηφ  
δε κεηαβάιιεηαη, ηφηε νη θνξπθέο  
ηνπ Α, Β, Γ ζα πάξνπλ ηηο ζέζεηο  
ησλ ζεκείσλ Α΄, Β΄, Γ΄ αληηζηνίρσο  
θαη ην ηξίγσλν ΑΒΓ ζα πάξεη ηε ζέζε ηνπ ηξηγψλνπ 
Α΄Β΄Γ΄. Αθνχ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ ηαπηίδνληαη, 
ηφηε νη αληίζηνηρεο πιεπξέο θαη γσλίεο ηνπο ζα είλαη 
ίζεο, αθνχ θαη απηέο ηαπηίδνληαη. Έηζη έρνπκε: 

ΑΒ = Α΄Β΄,  ΒΓ = Β΄Γ΄, ΑΓ = Α΄Γ΄ 

θαη Α = Α΄ , Β = Β΄ ,   Γ = Γ΄ . 
Γχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄, γηα ηα νπνία ηζρχνπλ νη 
πξνεγνχκελεο ηζφηεηεο, ιέκε φηη είλαη ίζα. Γειαδή 

 Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία 

πξνο κία θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο, ηόηε 
είλαη ίζα. 

Ηζρχεη αθφκε θαη ην αληίζηξνθν. Γειαδή 

 Αλ δύν ηξίγσλα είλαη ίζα, ηόηε ζα έρνπλ ηηο πιεπξέο 
ηνπο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία. 

΢ην εμήο ζε θάζε κεηαηφπηζε ηξηγψλνπ ζα ζεσξνχκε φηη 
απηφ δε κεηαβάιιεηαη. Απηφ ζεκαίλεη φηη, αλ έρνπκε δχν 
ίζα ηξίγσλα θαη κεηαηνπίζνπκε θαηάιιεια ην έλα απφ 
απηά, ηφηε ηα ηξίγσλα ηαπηίδνληαη. 

Γηα λα απνδείμνπκε φηη δχν ηξίγσλα είλαη ίζα δελ είλαη 
απαξαίηεην λα απνδείμνπκε φηη έρνπλ φιεο ηηο πιεπξέο 
ηνπο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ίζεο κία πξνο κία. 

Α 

Β Γ 
Α΄ 

Β΄ Γ΄ 
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΢ηε ζπλέρεηα, ζα κάζνπκε πξνηάζεηο κε ηηο νπνίεο 
δηαπηζηψλνπκε φηη θαη κε ιηγφηεξα ζηνηρεία είλαη 
δπλαηφλ λα δηαθξίλνπκε αλ δχν ηξίγσλα είλαη ίζα. 

Οη πξνηάζεηο απηέο είλαη γλσζηέο σο θξηηήξηα 

ηζόηεηαο ηξηγώλσλ. 
 
Κξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλσλ 
1ν θξηηήξην ηζφηεηαο (Π - Γ - Π) 

Γηα δχν ηξίγσλα ηζρχεη ε παξαθάησ βαζηθή ηδηόηεηα 

ηζόηεηαο 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία 
θαη ηελ πεξηερόκελε γσλία ηνπο ίζε, ηόηε είλαη ίζα. 
 

Πξάγκαηη,  ζρεδηάδνπκε  
δχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
Α΄Β΄Γ΄ πνπ λα έρνπλ δχν  
πιεπξέο ίζεο ΑΒ = Α΄Β΄,  
ΑΓ = Α΄Γ΄ θαη ηελ πεξηερφκελε γσλία ηνπο ίζε Α = Α΄. 
Αλ κεηαηνπίζνπκε ην ηξίγσλν ΑΒΓ, έηζη ψζηε ε γσλία 

Α λα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο γσλία Α΄ θαη ε πιεπξά ΑΒ 
λα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο πιεπξά Α΄Β΄, ηφηε ε  
πιεπξά ΑΓ ζα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο πιεπξά Α΄Γ΄ θαη 
νη θνξπθέο Β, Γ ζα ζπκπέζνπλ κε ηηο θνξπθέο Β΄, Γ΄ 
αληηζηνίρσο. Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ 
ηαπηίδνληαη, νπφηε είλαη ίζα. 
 

Γηα παξάδεηγκα, ηα ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη ΓΔΕ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη ίζα, αθνχ  
έρνπλ δχν πιεπξέο ίζεο  
(ΑΒ = ΓΔ = 4 cm, ΒΓ = ΔΕ =  
= 5 cm) θαη ηελ πεξηερφκε- 

Α 

Β Γ 
70

ν
 

Δ 

Γ 

Ε 

70
ν
 

Α 

Β Γ 

Α΄ 

Β΄ Γ΄ 
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λε γσλία ηνπο ίζε (Β = Δ = 70
ν
). Δπνκέλσο, ηα ηξίγσλα 

ζα έρνπλ θαη ηα ππφινηπα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, 
δειαδή 

ΑΓ = ΓΕ, Γ= Ε θαη Γ= Α. 

Παξαηεξνχκε φηη νη ίζεο γσλίεο Γ, Ε βξίζθνληαη απέλα-
ληη απφ ηηο ίζεο πιεπξέο ΑΒ, ΔΓ. Γεληθά: 

Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο πιεπξέο βξίζθνληαη 
ίζεο γσλίεο. 
 

2ν θξηηήξην ηζφηεηαο (Γ - Π - Γ). 
΢ρεδηάδνπκε δχν ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ πνπ λα έρνπλ  
κία πιεπξά ίζε ΒΓ = Β΄Γ΄  
θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ 

πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο Β = Β΄ θαη Γ = Γ΄. β Αλ 
κεηαηνπίζνπκε ην ηξίγσλν ΑΒΓ, έηζη ψζηε ε πιεπξά 
ηνπ ΒΓ λα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο πιεπξά Β΄Γ΄ θαη ε  

γσλία Β λα ζπκπέζεη κε ηε ίζε ηεο γσλία Β΄, ηφηε ε  

γσλία Γ ζα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο γσλία Γ΄ θαη ε 
θνξπθή Α ζα ζπκπέζεη κε ηελ θνξπθή Α΄. 
Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ ηαπηίδνληαη, νπφηε είλαη 
ίζα. Δπνκέλσο 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο 
πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο 
κία, ηόηε είλαη ίζα. 
 

Γηα παξάδεηγκα, ηα ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη ΓΔΕ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη ίζα, αθνχ  
έρνπλ κία πιεπξά ίζε  
(ΑΓ = ΓΔ = 8 cm) θαη ηηο  
πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά  
απηή γσλίεο ίζεο  

Α 

Β Γ 

Α΄ 

Β΄ Γ΄ 

60
ν
 

40
ν
 

Α 

Β 

Γ 

8 cm 

Δ 

60
ν
 

40
ν
 

Γ 

Ε 

8 cm 
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( Α = Γ = 60
ν
, Γ = Δ = 40

ν
). Δπνκέλσο ηα ηξίγσλα ζα 

έρνπλ θαη ηα ππφινηπα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, 
δειαδή 

Β = Ε,  ΑΒ = ΓΕ,  ΒΓ = ΔΕ. 
Παξαηεξνχκε φηη νη ίζεο πιεπξέο ΑΒ, ΓΕ βξίζθνληαη  

απέλαληη απφ ηηο ίζεο γσλίεο Γ, Δ. Γεληθά: 

Σε ίζα ηξίγσλα απέλαληη από ίζεο γσλίεο βξίζθνληαη 
ίζεο πιεπξέο. 
 
3ν θξηηήξην ηζφηεηαο (Π - Π - Π) 
΢ρεδηάδνπκε δχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ πνπ λα έρνπλ 
θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπο ίζεο 

(ΑΒ = Α΄Β΄, ΒΓ = Β΄Γ΄, ΑΓ = Α΄Γ΄). 

Αλ κεηαηνπίζνπκε θαηάιιεια  
ην ηξίγσλν ΑΒΓ, ηφηε απηφ ηαπ- 
ηίδεηαη κε ην ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄,  
νπφηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα.  
 

Δπνκέλσο 
 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία, ηόηε είλαη ίζα. 
 

Γηα παξάδεηγκα, ηα ηξίγσ- 
λα ΑΒΓ θαη ΓΔΕ ηνπ δη- 
πιαλνχ ζρήκαηνο είλαη  
ίζα, αθνχ έρνπλ θαη ηηο  
ηξεηο πιεπξέο ηνπο ίζεο, 
ΑΒ = ΓΔ = 3 cm,  
ΑΓ = ΓΕ = 6 cm θαη ΒΓ = ΔΕ = 5 cm. Άξα ζα έρνπλ θαη ηα 
ππφινηπα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, δειαδή 

Α = Γ, Β = Δ θαη  Γ = Ε. 

Γ 

Δ 

Ε Α 

Β 

Γ 

Α 

Β 

Γ 

Β΄ 

Α΄ 

Γ΄ 
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Κξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγσλίσλ ηξηγώλσλ 
Σα πξνεγνχκελα θξηηήξηα ηζφηεηαο ηξηγψλσλ κπνξνχ-
κε λα ηα εθαξκφζνπκε θαη ζηα νξζνγψληα ηξίγσλα. 

 
 
 
 
 
 

΢ην ζρήκα 1 ηα νξζνγψληα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη 
ίζα, γηαηί έρνπλ ηηο θάζεηεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία θαη ηελ πεξηερφκελε γσλία ηνπο ίζε, αθνχ απηή 
είλαη νξζή. 
 
΢ην ζρήκα 2 ηα νξζνγψληα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ 
έρνπλ ηελ ππνηείλνπζα θαη κηα θάζεηε πιεπξά ίζε θαη 
φπσο πξνθχπηεη απφ ην Ππζαγφξεην ζεψξεκα ζα έρνπλ 
θαη ηελ ηξίηε πιεπξά ηνπο ίζε. Άξα ηα ηξίγσλα ζα είλαη 
ίζα, αθνχ έρνπλ θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία 
πξνο κία. 
 
Οη δχν απηέο πεξηπηψζεηο ζπλνςίδνληαη ζην εμήο 
θξηηήξην ηζφηεηαο νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ.  
 

Αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ δύν αληίζηνηρεο 
πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε είλαη ίζα. 
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Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ 

Σσήμα 1 

Γ 
Α 

B 

Σρήκα 2 

Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ Γ 



 
 
 
 
 

΢ην ζρήκα 3 ηα νξζνγψληα ηξίγσλα είλαη ίζα, γηαηί 
έρνπλ κία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ 
πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία. 
 
΢ηα ζρήκαηα 4 θαη 5 ηα νξζνγψληα ηξίγσλα έρνπλ δχν 
γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, νπφηε ζα έρνπλ θαη ηελ ηξίηε 
γσλία ηνπο ίζε, αθνχ ην άζξνηζκα ησλ γσληψλ ελφο 

ηξηγψλνπ είλαη 180
ν
. Άξα είλαη ίζα γηαηί έρνπλ κία 

πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή 
γσλίεο ίζεο κία πξνο κία. 
 
Ο ηξεηο απηέο πεξηπηψζεηο ζπλνςίδνληαη ζην εμήο 
θξηηήξην ηζφηεηαο ησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ. 

Αλ δύν νξζνγώληα ηξίγσλα έρνπλ κία αληίζηνηρε 
πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία γσλία ίζε, ηόηε 
είλαη ίζα. 
 
Απφ ηα πξνεγνχκελα θξηηήξηα ηζφηεηαο νξζνγσλίσλ 
ηξηγψλσλ δηαπηζηψλνπκε φηη:  
 
 

Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ 
• δύν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία ή 
• κία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία 
γσλία ίζε. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1  ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ)  
θέξλνπκε ηε δηρνηφκν ΑΓ. α) Να ζπγθξη- 
ζνχλ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ. 

β) Να απνδεηρζεί φηη Β = Γ θαη φηη ε δηρν- 
ηφκνο ΑΓ είλαη δηάκεζνο θαη χςνο. 
 

Λχζε  

α) ΢πγθξίλνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, ΑΓΓ  
θαη παξαηεξνχκε φηη έρνπλ: 
 ΑΓ = ΑΓ, θνηλή πιεπξά 
 ΑΒ = ΑΓ απφ ηελ ππφζεζε 

 Α1 = Α2, αθνχ ΑΓ δηρνηφκνο ηεο γσλίαο Α. Άξα ηα 
ηξίγσλα είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ δχν πιεπξέο ίζεο κία 
πξνο κία θαη ηελ πεξηερφκελε γσλία ηνπο ίζε. 

β) Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη ίζα, ζα έρνπλ  

φια ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, νπφηε Β = Γ, ΒΓ = 

= ΓΓ θαη Γ1 = Γ2. 

Αθνχ είλαη Γ1 = Γ2 θαη Γ1 + Γ2 = 180
ν
, ζα έρνπκε Γ1 = Γ2 

= 90
ν
, νπφηε ε δηρνηφκνο ΑΓ είλαη θαη χςνο. Ζ δηρνηφ-

κνο ΑΓ είλαη θαη δηάκεζνο, αθνχ ΒΓ = ΓΓ. 
 
Απνδείμακε ινηπφλ φηη: 

Σε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν: 
α) Οη γσλίεο ηεο βάζεο ηνπ είλαη ίζεο. 
 

β) Η δηρνηόκνο, ην ύςνο θαη ε δηάκεζνο πνπ 
θέξλνπκε από ηελ θνξπθή πξνο ηε βάζε ηνπ 
ζπκπίπηνπλ. 

Α 

Β Γ 

1 

1 

2 

2 
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 2   ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  

Α = Γ = σ θαη ΑΓ = ΓΓ. Να  

απνδεηρζεί φηη ΑΒ = ΓΔ. 

 

Λχζε  
΢πγθξίλνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ, ΓΓΔ θαη παξαηεξνχκε φηη 
έρνπλ: 
 ΑΓ = ΓΓ   απφ ηελ ππφζεζε 

 Α = Γ  απφ ηελ ππφζεζε 

 Γ1 = Γ2    γηαηί είλαη θαηαθνξπθήλ γσλίεο 

Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΓΔ είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ κηα 
πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζε απηή ηελ πιεπξά 
γσλίεο ίζεο κία πξνο κία. 
Αθνχ ηα ηξίγσλα είλαη ίζα, ζα έρνπλ θαη φια ηα ππφινη-
πα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, νπφηε ΑΒ = ΓΔ. 
 
 3   Να απνδεηρζεί φηη θάζε ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ 
ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ηζαπέρεη απφ ηα άθξα ηνπ. 
 
 

Λχζε  
Φέξνπκε ηε κεζνθάζεην ε ελφο επζχ- 
γξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ πνπ ην ηέκλεη  
ζην ζεκείν Μ. Αλ ΢ είλαη ηπραίν ζεκείν  
ηεο κεζνθαζέηνπ, ζα απνδείμνπκε φηη  
΢Α = ΢Β. ΢πγθξίλνπκε ηα νξζνγψληα  
ηξίγσλα ΑΜ΢, ΒΜ΢ θαη παξαηεξνχκε  
φηη έρνπλ: 
 ΢Μ = ΢Μ, θνηλή πιεπξά θαη 
 ΑΜ = ΜΒ,αθνχ ην Μ είλαη κέζνλ ηνπ ΑΒ.  
Άξα ηα νξζνγψληα απηά ηξίγσλα είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ 
δχν αληίζηνηρεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. Αθνχ 
ηα ηξίγσλα είλαη ίζα, ζα έρνπλ θαη ηα ππφινηπα αληί-
ζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, νπφηε ΢Α = ΢Β. 

σ 
σ 1 2 

Α 

Β 

Γ 
 

Γ 

Δ 

Α Β Μ 

΢ 

(ε) 
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Φαξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ησλ ζεκείσλ ηεο 
κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 
 

Απφ ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα ζπκπεξαίλνπκε 
ινηπφλ φηη: 

Κάζε ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκνπ 
ηκήκαηνο ηζαπέρεη από ηα άθξα ηνπ. 
Απνδεηθλχεηαη αθφκε φηη ηζρχεη θαη ην αληίζηξνθν, 
δειαδή 

Κάζε ζεκείν πνπ ηζαπέρεη από ηα άθξα ελόο επζύ-
γξακκνπ ηκήκαηνο είλαη ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ 
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο. 
 
 4   Να απνδεηρζεί φηη θάζε ζεκείν ηεο δηρνηφκνπ 
γσλίαο ηζαπέρεη απφ ηηο πιεπξέο ηεο. 
 
Λχζε  
Φέξλνπκε ηε δηρνηφκν Οz ηεο γσλίαο xOy θαη πάλσ ζ’ 
απηήλ παίξλνπκε έλα ηπραίν ζεκείν Α. Αλ ΑΒ, ΑΓ είλαη 
νη απνζηάζεηο ηνπ ζεκείνπ Α απφ ηηο πιεπξέο ηεο 
γσλίαο, ζα απνδείμνπκε φηη ΑΒ = ΑΓ.  
΢πγθξίλνπκε ηα νξζνγψληα ηξίγσλα  
ΟΑΒ, ΟΑΓ θαη παξαηεξνχκε φηη  
έρνπλ: 
 ΟΑ = ΟΑ θνηλή πιεπξά θαη 

 Ο1 = Ο2, αθνχ ε Oz είλαη  

δηρνηφκνο ηεο γσλίαο xOy. Άξα  
ηα νξζνγψληα απηά ηξίγσλα είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ αληί-
ζηνηρα κηα πιεπξά θαη κηα νμεία γσλία ίζε. 
Αθνχ ηα ηξίγσλα είλαη ίζα, ζα έρνπλ θαη ηα ππφινηπα 
αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα, νπφηε ΑΒ = ΑΓ. 

Α 

B 

Γ 

Ο 
1 
2 

x 

y 

z 
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Φαξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ησλ ζεκείσλ ηεο δηρνηόκνπ 
κηαο γσλίαο 
 

Απφ ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα ζπκπεξαίλνπκε 
ινηπφλ φηη: 

Κάζε ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο ηζαπέρεη από 
ηηο πιεπξέο ηεο γσλίαο. 
Απνδεηθλχεηαη αθφκε φηη : 

Κάζε εζσηεξηθό ζεκείν κηαο γσλίαο πνπ ηζαπέρεη από 
ηηο πιεπξέο είλαη ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ ηεο. 
 
   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να εμεγήζεηε γηαηί είλαη ίζα  
ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΔΓ ηνπ  
παξαθάησ ζρήκαηνο θαη λα  
ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο 

Β = ....., Γ = ......  θαη  ΒΓ = ....... 
 
 2  Να εμεγήζεηε γηαηί δελ  
είλαη ίζα ηα ηξίγσλα ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκαηνο, αλ  
θαη έρνπλ δχν πιεπξέο  
ίζεο θαη κηα γσλία ίζε. 
 
 3  Να εμεγήζεηε γηαηί  
είλαη ίζα ηα ηξίγσλα  
ηνπ δηπιαλνχ ζρήκα- 
ηνο θαη λα ζπκπιε- 
ξψζεηε ηηο ηζφηεηεο  
ΑΒ = .....  θαη  
ΑΓ = ..... 

Α 

B Γ 

Δ Γ 

Α 

Β Γ 
45

ν
 

Δ Ε 

Γ 

45
ν
 

70
ν
 

80
ν
 

Α 

Β Γ 

70
ν
 

80
ν
 

Γ 

Δ Ε 
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 4  Να βξείηε ην δεχγνο ησλ ίζσλ ηξηγψλσλ ηνπ παξα-
θάησ ζρήκαηνο. Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 
 
 
 
 
 5  Δίλαη ίζα ηα ηξίγσλα  
ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο;  
Να αηηηνινγήζεηε ηελ  
απάληεζή ζαο. 
 
 
 6  Να εμεγήζεηε γηαηί είλαη ίζα  
ηα ηξίγσλα ηνπ ζρήκαηνο ηεο  
επφκελεο ζειίδαο θαη λα  
ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο 

Α = ..... ,  Β = .....  θαη  Γ = ..... 
 
 7  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

α) Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ ηηο γσλίεο ηνπο ίζεο  
κία πξνο κία, ηφηε είλαη ίζα.  

β) Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο  
κία πξνο κία, ηφηε είλαη ίζα. 

γ) ΢ε δχν ηξίγσλα απέλαληη απφ  
ίζεο πιεπξέο βξίζθνληαη ίζεο γσλίεο.  

δ) ΢ε δχν ίζα ηξίγσλα απέλαληη απφ ίζεο γσλίεο 
βξίζθνληαη ίζεο πιεπξέο.    
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ε) Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ δχν γσλίεο ίζεο κία πξνο  
κία, ηφηε ζα έρνπλ θαη ηελ ηξίηε ηνπο γσλία ίζε.  

ζη)Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ δχν πιεπξέο ίζεο κία  
πξνο κία, ηφηε ζα έρνπλ θαη ηελ ηξίηε ηνπο  
πιεπξά ίζε. 
 
 8  Δίλαη ίζα ηα νξζνγψληα  
ηξίγσλα ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο; Να αηηηνινγή- 
ζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
 9  Να βξείηε ην δεχγνο ησλ ίζσλ ηξηγψλσλ. Να αηηηνιν-
γήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 
 
 
 
 
 10  Σα νξζνγψληα  
ηξίγσλα ηνπ δηπιαλνχ 
ζρήκαηνο έρνπλ δχν  
πιεπξέο ίζεο. Να εμεγή- 
ζεηε γηαηί δελ είλαη ίζα. 
 
 
 11  Να αηηηνινγήζεηε γηαηί είλαη  
ίζα ηα νξζνγψληα ηξίγσλα ΑΒΓ  
θαη ΑΓΓ. 
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        ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 

 
 1  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη ΑΒ = ΑΓ  
θαη ΑΓ = ΑΔ. Να απνδείμεηε φηη  
ΒΓ = ΓΔ. 

 

 
 

 2  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ε Οδ είλαη  

δηρνηφκνο ηεο γσλίαο xOy. Αλ  
ΟΑ = ΟΒ θαη ΢  ηπραίν ζεκείν  
ηεο δηρνηφκνπ, λα απνδείμεηε  

φηη ΢Α = ΢Β. 
 
 3  ΢ηε βάζε ΒΓ ελφο ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα 
πάξεηε ζεκεία Γ, Δ, ψζηε ΒΓ = ΓΔ. Να απνδείμεηε φηη 
ΑΓ = ΑΔ.  

 
 4  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ΟΑ = ΟΓ θαη ΟΒ = ΟΓ. Να  
απνδείμεηε φηη ΒΓ = ΑΓ. 
 
 
 5  Κάζε πιεπξά ηνπ ηζνπιεχξνπ  
ηξηγψλνπ ΑΒΓ είλαη 8 cm.  
Αλ είλαη Α΢ = ΒΓ = ΓΔ = 3 cm, 
 λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν  
ΓΔΕ είλαη ηζφπιεπξν. 
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Α Β 
Ο 

Γ 
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 6  ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ ίζσλ  
πιεπξψλ ΑΒ, ΑΓ ελφο ηζν- 
ζθεινχο ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα  
πάξεηε αληηζηνίρσο ηκήκαηα  
ΒΓ = ΓΔ.  
Να απνδείμεηε φηη Γ = Δ. 
 
 7  ΢’ έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ ε δηαγψληνο ΑΓ δηρνηνκεί  

ηηο γσλίεο Α θαη Γ. Να απνδείμεηε φηη ΑΒ = ΑΓ θαη  
ΒΓ = ΓΓ. 
 
 8  Να απνδείμεηε φηη νη απέλαληη πιεπξέο ελφο παξαι-
ιεινγξάκκνπ είλαη ίζεο. 
 
 9  Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
Α΄Β΄Γ΄ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο έρνπλ ηηο δηρν- 
ηφκνπο ΑΓ θαη Α΄Γ΄ ίζεο.  
Να απνδείμεηε φηη:  

α) ΑΒ = Α΄Β΄ 

β) ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα. 

 
 10  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ην  
ζεκείν Α ηζαπέρεη απφ ηα  
ζεκεία Β θαη Γ ελφο θχθινπ  
πνπ έρεη θέληξν ην ζεκείν Ο.  
Να απνδείμεηε φηη ηα ηξίγσλα  
ΟΑΒ θαη ΟΑΓ είλαη ίζα. 
 
 11  Αλ Ο, Α είλαη ηα θέληξα ησλ  
θχθισλ ηνπ δηπιαλνχ ζρή- 
καηνο, λα απνδείμεηε φηη ε ΑΟ  

δηρνηνκεί ηε γσλία ΒΑΓ. 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

Α 

Β 

Γ 

Ο 

70
ν
 

30
ν
 

Α 

Β Γ Γ 

70
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30
ν
 

Α΄ 

Β΄ Γ΄ Γ΄ 

Γ 

Α 

Β 

Ο 

25 / 195 



 12  Σα ηζνζθειή ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
ΓΒΓ ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο  
έρνπλ θνηλή βάζε ΒΓ. Να απνδείμεηε  

φηη ε ΑΓ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο Α θαη Γ. 
 
 13  ΢ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  
Α΄Β΄Γ΄ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο νη δηάκεζνη  
ΑΜ θαη Α΄Μ΄ είλαη ίζεο.  
Αλ ΑΒ = Α΄Β΄ θαη  
ΒΜ = Β΄Μ΄, ηφηε λα  
απνδείμεηε φηη:  

α) Β = Β΄. 

β) ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα. 
 
 14  ΢ην ηζνζθειέο ηξί- 
γσλν ΑΒΓ ην ζεκείν Μ 
είλαη κέζν ηεο βάζεο  
ΒΓ. Αλ είλαη ΒΓ = ΓΔ, 
λα απνδείμεηε φηη: 
α) ην ηξίγσλν ΜΓΔ  
είλαη ηζνζθειέο 
β) ηα ηξίγσλα ΑΓΜ θαη ΑΔΜ είλαη ίζα. 
 
 15  ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  

(ΑΒ = ΑΓ) λα θέξεηε ΑΓ  ΑΒ θαη  

ΑΔ  ΑΓ. Αλ είλαη ΑΓ = ΑΔ, λα  
απνδείμεηε φηη ΒΓ = ΓΔ. 
 
 16  ΢ε ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη  

Β = Γ = 90
ν
 θαη ΑΒ = ΑΓ. Να  

απνδείμεηε φηη ΒΓ = ΓΓ θαη φηη ε ΑΓ 
είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΒΓ. 

Α 

Β Γ 

Γ 

Α 

Β Μ Γ 

Α΄ 

Β΄ Μ΄ Γ΄ 

Α 

Β Γ Μ 

Γ Δ 

Α 

Β Γ 
Μ 

Γ Δ 

26 / 195-196 



 

 17  ΢ε νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α = 90
ν
) λα θέξεηε ηε 

δηρνηφκν ΒΓ. Αλ ΓΔ  ΒΓ, λα απνδείμεηε φηη ΑΒ = ΒΔ. 
 
 18  Μηα επζεία (ε) δηέξρεηαη απφ ην κέζνλ Μ ελφο 
ηκήκαηνο ΑΒ. Να απνδείμεηε φηη ηα ζεκεία Α, Β 
ηζαπέρνπλ απφ ηελ επζεία (ε). 
 
 19  Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  

Α΄Β΄Γ΄ έρνπλ Α = Α΄ θαη  
ΑΒ = Α΄Β΄. Αλ ηα χςε  
ηνπο ΑΓ θαη Α΄Γ΄ είλαη  
ίζα, λα απνδείμεηε φηη: 

α) Β = Β΄  
β) ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄  
είλαη ίζα. 
 
 20  Αλ νη ρνξδέο ΑΒ, ΓΓ ελφο  
θχθινπ είλαη ίζεο, λα απνδείμεηε  
φηη θαη ηα απνζηήκαηά ηνπο  
ΟΜ, ΟΝ είλαη ίζα θαη αληηζηξφθσο. 
 
 
 
 21  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ε ΑΒ είλαη  
δηάκεηξνο ηνπ θχθινπ. Αλ νη  
ρνξδέο ΑΓ θαη ΑΓ είλαη ίζεο, λα  
απνδείμεηε φηη θαη νη ρνξδέο ΒΓ  
θαη ΒΓ είλαη ίζεο. 

Α 

Β Γ Γ 

Α΄ 

Β΄ Γ΄ Γ΄ 
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ΔΝΑ ΘΔΜΑ ΑΠΟ ΣΖΝ Η΢ΣΟΡΗΑ  
ΣΧΝ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ 
 

Υπνινγηζκόο ηεο απόζηαζεο ελόο πινίνπ από ηε 
ζηεξηά 
Αν ένα πλοίο βπίζκεηαι ζηη θέζη  
Α ζηη θάλαζζα, εμείρ ζηεκόμαζηε  
ζηη θέζη Β ζηη ζηεπιά και θέλοςμε  
να ςπολογίζοςμε ηην απόζηαζη  
ΑΒ, ηόηε: 
 

 Ξεθηλάκε απφ ην ζεκείν Β θαη  
πεξπαηψληαο πάλσ ζηελ παξαιία  
θάζεηα ζηελ ΑΒ δηαλχνπκε κηαλ  
απφζηαζε ΒΓ. ΢ην ζεκείν Γ βάδνπκε έλα ζεκάδη, π.ρ. 
ζηεξεψλνπκε έλα ξαβδί θαη ζπλερίδνληαο πάλσ ζηελ 
ίδηα επζεία δηαλχνπκε ηελ απφζηαζε ΓΓ = ΒΓ. 
 

 ΢ην ζεκείν Γ αθνπ βάινπκε έλα ζεκάδη, π.ρ. κηα 
πέηξα, θάλνπκε ζηξνθή θαη πεξπαηψληαο θάζεηα ζηε 
ΒΓ ζηακαηάκε φηαλ βξεζνχκε ζ’ έλα ζεκείν Δ, απφ ην 
νπνίν ηα ζεκεία Α θαη Γ θαίλνληαη λα είλαη πάλσ ζηελ 
ίδηα επζεία. 
 

Ζ δεηνχκελε απφζηαζε ΑΒ είλαη ίζε κε ηελ απφζηαζε 
ΓΔ ηελ νπνία κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε, αθνχ είλαη 
πάλσ ζηε ζηεξηά. 
 

Σε κέζνδν απηή, ιέγεηαη, φηη εθάξκνζε πξηλ απφ 2.500 

ρξφληα πεξίπνπ ν Θαιήο ν Μηιήζηνο. 
 

Πψο ήηαλ ζίγνπξνο ν Θαιήο φηη ΑΒ = ΓΔ; Μπνξείηε λα 
ην απνδείμεηε; Βξείηε ηηο πέληε πξνηάζεηο πνπ απέδεημε 
ν Θαιήο θαη ζεκεηψζηε πνηα απ’ απηέο ρξεζηκνπνίεζε 
γηα λα ππνινγίζεη ηελ απφζηαζε ηνπ πινίνπ απφ ηε 
ζηεξηά. 

Α 

Β Γ 
Γ 

Δ 
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 1.2.  Λφγνο επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 
 Μαζαίλσ πόηε παξάιιειεο επζείεο 

νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα ζε κηα επζεία πνπ ηηο 
ηέκλεη. 

 Μαζαίλσ λα δηαηξώ έλα επζύγξακκν ηκήκα ζε λ  
ίζα ηκήκαηα. 
 Μαζαίλσ ηη νλνκάδεηαη ιόγνο δύν επζπ- 

γξάκκσλ ηκεκάησλ θαη πώο ππνινγίδεηαη. 
 Μαζαίλσ πόηε δύν επζύγξακκα ηκήκαηα  

είλαη αλάινγα πξνο δύν άιια ηκήκαηα. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

1. Να ραξάμεηε κηα επζεία ε θάζεηε ζηηο γξακκέο ηνπ 
ηεηξαδίνπ ζαο θαη λα δηαπηζηψζεηε φηη ηξεηο δηαδνρηθέο 
γξακκέο ηνπ ηεηξαδίνπ νξίδνπλ ζηελ επζεία ε ίζα επζχ-
γξακκα ηκήκαηα. 
2. Αλ ραξάμεηε κηα άιιε επζεία ε΄ πνπ δελ είλαη θάζεηε 
ζηηο γξακκέο ηνπ ηεηξαδίνπ, ηφηε νη ηξεηο πξνεγνχκελεο 
δηαδνρηθέο γξακκέο νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζηελ ε΄; 

 

Ίζα ηκήκαηα κεηαμύ παξαιιήισλ επζεηώλ 

Παίξλνπκε ηξεηο παξάι- 

ιειεο επζείεο ε1, ε2, ε3  
πνπ ηέκλνπλ ηελ επζεία  
ε ζηα ζεκεία Α, Β, Γ  
αληηζηνίρσο, έηζη ψζηε  
ηα επζχγξακκα ηκήκαηα  
ΑΒ, ΒΓ λα είλαη ίζα  
κεηαμχ ηνπο. 

Αλ κηα άιιε επζεία ε΄ ηέκλεη ηηο ε1, ε2, ε3 ζηα ζεκεία Α΄, 
Β΄, Γ΄ αληηζηνίρσο, ηφηε ζα απνδείμνπκε φηη θαη ηα   
επζχγξακκα ηκήκαηα Α΄Β΄, Β΄Γ΄ είλαη ίζα κεηαμχ ηνπο. 

1 
2 

1 
2 

Α 

Β 
Γ 
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Πξάγκαηη, αλ θέξνπκε Α΄Γ // ε, Β΄Δ // ε θαη ζπγθξίλνπκε 
ηα ηξίγσλα Α΄Β΄Γ θαη Β΄Γ΄Δ παξαηεξνχκε φηη έρνπλ: 
 Α΄Γ = Β΄Δ    γηαηί Α΄Γ = ΑΒ, Β΄Δ = ΒΓ σο απέλαληη 
πιεπξέο ησλ παξαιιεινγξάκκσλ ΑΑ΄ΓΒ, ΒΒ΄ΔΓ 
αληηζηνίρσο θαη απφ ηελ ππφζεζε έρνπκε ΑΒ = ΒΓ. 

 Β2΄ = Γ2΄    γηαηί είλαη εληφο εθηφο θαη επί ηα απηά  

κέξε ησλ παξαιιήισλ ε2, ε3 πνπ ηέκλνληαη απφ ηελ ε΄. 

 Α1΄ = Β1΄   γηαηί είλαη εληφο εθηφο θαη επί ηα απηά κέξε 

ησλ παξαιιήισλ Α΄Γ, Β΄Δ πνπ ηέκλνληαη απφ ηελ ε΄. 
Σα ηξίγσλα απηά είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ κηα πιεπξά ίζε 
θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά απηή γσλίεο ίζεο κία 
πξνο κία. Άξα, ζα έρνπλ θαη ηα ππφινηπα αληίζηνηρα 
ζηνηρεία ηνπο ίζα, νπφηε Α΄Β΄ = = Β΄Γ΄. Απνδείμακε, 
ινηπφλ, φηη: 
 

Αλ παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα ζε κηα 
επζεία, ηφηε ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζε νπνηαδή-
πνηε άιιε επζεία πνπ ηηο ηέκλεη. 

 
Γηα παξάδεηγκα, ζ’ έλα ηξαπέδην 
ΑΒΓΓ (ΑΒ // ΓΓ) αλ απφ ην κέζν  
Μ ηεο ΑΓ θέξνπκε επζεία ΜΝ  
παξάιιειε πξνο ηηο βάζεηο ηνπ,  
ηφηε νη παξάιιειεο ΑΒ, ΜΝ, ΓΓ,  
αθνχ νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα ζηελ ΑΓ, ζα νξίδνπλ ίζα 
ηκήκαηα θαη ζηελ ΒΓ. Άξα ΒΝ = ΝΓ. 
 
Οκνίσο, ζ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ, αλ  
απφ ηελ θνξπθή Α θέξνπκε  
επζεία ε // ΒΓ θαη απφ ην κέζν Μ  
ηεο ΑΒ θέξνπκε ΜΝ // ΒΓ, ηφηε νη  
παξάιιειεο ε, ΜΝ, ΒΓ αθνχ νξί- 
δνπλ ίζα ηκήκαηα ζηελ ΑΒ, ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη 
ζηελ ΑΓ. Άξα ΑΝ = ΝΓ. Απνδείμακε, ινηπφλ, φηη: 

Α Β 

Μ Ν 

Γ Γ 

Α 

Β Γ 

Μ Ν 

(ε) 
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Αλ απφ ην κέζν κηαο πιεπξάο ελφο ηξηγψλνπ θέξνπκε 
επζεία παξάιιειε πξνο κία άιιε πιεπξά ηνπ, ηφηε 
απηή δηέξρεηαη απφ ην κέζν ηεο ηξίηεο πιεπξάο ηνπ. 

 

Γηαίξεζε επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ζε λ ίζα ηκήκαηα 
Αλ πάξνπκε έλα επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ = 5 cm θαη 
ζέινπκε λα ην δηαηξέζνπκε ζε ηξία ίζα ηκήκαηα, ηφηε ην  
κήθνο θάζε ηκήκαηνο ζα είλαη 1,66... cm, νπφηε θαζέλα 
απφ απηά δελ πξνζδηνξίδεηαη κε αθξίβεηα. 
Μπνξνχκε φκσο λα δηαηξέ- 
ζνπκε ην επζχγξακκν ηκήκα  
ΑΒ ζε ηξία ίζα ηκήκαηα κε  
αθξίβεηα, αλ εξγαζηνχκε κε  
ηε βνήζεηα θαλφλα θαη δηαβήηε  
σο εμήο: 
Απφ ην ζεκείν Α θέξνπκε κηα ηπραία  
εκηεπζεία Αx θαη πάλσ ζ’ απηήλ παίξλνπκε κε ην 
δηαβήηε ηξία δηαδνρηθά ίζα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΔ, 
ΔΕ, ΕΖ. Δλψλνπκε ηα ζεκεία Β, Ζ θαη απφ ηα ζεκεία Ε, 
Δ, Α θέξλνπκε ΕΓ, ΔΓ, Αy παξάιιειεο πξνο ηε ΒΖ. Οη 
παξάιιειεο απηέο νξίδνπλ ζηελ Αx ίζα ηκήκαηα, νπφηε 
ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζηελ ΑΒ. Άξα έρνπκε ΑΓ = 
ΓΓ = ΓΒ. 
Με ηνλ ίδην ηξφπν κπνξνχκε λα δηαηξέζνπκε ην επζχ-
γξακκν ΑΒ ζε 4, 5, 6, ..., λ ίζα ηκήκαηα. 
 

H έλλνηα ηνπ ιόγνπ δύν επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 
 Αλ έρνπκε έλα επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ θαη ζε κηα επζεία 
ε πάξνπκε ηέζζεξα δηαδνρηθά επζχγξακκα ηκήκαηα 
πνπ ην θαζέλα είλαη ίζν κε ΑΒ, ηφηε θαηαζθεπάδνπκε ην 
επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ, γηα ην νπνίν ιέκε φηη είλαη ίζν κε 
4  ΑΒ θαη γξάθνπκε ΓΓ = 4  ΑΒ. 
Ζ ηζφηεηα απηή γξάθεηαη θαη σο εμήο:          = 4. 

Α 
Β Γ Γ 
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 ΓΓ. 
ΑΒ 
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΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε  

φηη ν ιόγνο ηνπ επζχγξακκνπ 
ηκήκαηνο ΓΓ πξνο ην επζχ- 
γξακκν ηκήκα ΑΒ είλαη ν  
αξηζκφο 4. 
 
 Αλ δηαηξέζνπκε έλα επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ ζε ηξία ίζα 
επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΓ, ΓΓ, ΓΒ, ηφηε ιέκε φηη  

ην ηκήκα ΑΓ είλαη ίζν κε       ΑΒ θαη γξάθνπκε: 
 

ΑΓ =       ΑΒ  ή 
 

        =       . 
 

Λέκε αθφκε φηη: 
 

ΑΓ =       ΑΒ  ή           =  
 
Γειαδή ν ιφγνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΓ πξνο  

ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ είλαη      , ελψ ν ιφγνο ηνπ  

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΓ πξνο ην επζχγξακκν ηκήκα  

ΑΒ είλαη      .  

΢πκπεξαίλνπκε, ινηπφλ, φηη: 

Ο ιφγνο ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΓ πξνο ην  

επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ ζπκβνιίδεηαη          θαη είλαη ν  

αξηζκφο ι, γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη ΓΓ = ι  ΑΒ. 

 

 Αλ πάξνπκε ηα επζχγξακκα  
ηκήκαηα ΑΒ = 3 cm θαη  
ΓΓ = 6 cm, ηφηε κπνξνχ- 
κε λα δηαπηζηψζνπκε φηη  

 1. 
3 

 
 

Α Β Γ Γ 
 1. 
3 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 1. 
3 

 
 

 1. 
3 

 
 

 2. 
3 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 2. 
3 

 
 

 2. 
3 

 
 

 ΓΓ. 
ΑΒ 
 
 

Α B 3 cm 

Γ Γ 
6 cm 

4  ΑΒ 

Α Β 

Γ Γ 
(ε) 
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ν ιφγνο ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ πξνο ην  

επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ είλαη       , δειαδή είλαη ίζνο κε ην  

ιφγν ησλ κεθψλ ηνπο             =      .  
 

Γενικά 

Ο ιφγνο δχν επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ είλαη ίζνο κε ην 
ιφγν ησλ κεθψλ ηνπο, εθφζνλ έρνπλ κεηξεζεί κε ηελ 
ίδηα κνλάδα κέηξεζεο. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ έρνπκε ΓΔ = 120 cm θαη ZH = 1,5 m, 
ηφηε 
 

                       =                =                =            
 

Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη ν ιφγνο δχν επζπγξάκκσλ 
ηκεκάησλ είλαη έλαο αξηζκφο πνπ εθθξάδεη ηε ζρέ-ζε 
πνπ ζπλδέεη ηα κήθε ηνπο. 
Αλ γλσξίδνπκε ινηπφλ ην ιφγν δχν επζπγξάκκσλ  

ηκεκάησλ π.ρ.          = 2, απηφ ζεκαίλεη φηη ην κήθνο ηνπ 

ΑΒ είλαη δηπιάζην απφ ην κήθνο ηνπ ΓΓ, αιιά δε γλσξί-
δνπκε ην κήθνο θάζε ηκήκαηνο, αθνχ είλαη δπλαηφ λα 
είλαη ΑΒ = 80 cm θαη ΓΓ = 40 cm ή ΑΒ = 18 cm θαη ΓΓ = 
9 cm θ.η.ι. 

 
Αλάινγα επζύγξακκα ηκήκαηα 

 
 
 
Αλ πάξνπκε ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΒ = 9 cm θαη ΓΓ =   

= 3 cm, ηφηε ν ιφγνο ηνπ ΑΒ πξνο ην ΓΓ είλαη          = 3.  

 ΓΔ. 
ΕΖ 

 
 

 120 cm. 
1,5 m  

 
 

 120 cm. 
150 cm  

 
 

 4. 
5 

 
 

 AΒ. 
ΓΓ 

 
 

Α B 
9 cm 

Γ Γ 

6 cm 
Δ Ε Ζ Θ 

3 cm 

2 cm 

cm 

 AB. 
ΓΓ 

 
 

 3 cm. 
6 cm 
 
 

 1. 
2 

 
 

 1. 
2 
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Οκνίσο, αλ πάξνπκε ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΔΕ = 6 cm 
θαη ΖΘ = 2 cm, ηφηε ν ιφγνο ηνπ ΔΕ πξνο ην ΖΘ είλαη   

        = 3. 

Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη          =         = 3, δειαδή ν  

ιφγνο ηνπΑΒ πξνο ην ΓΓ είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ ΔΕ 
πξνο ην ΖΘ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη ηα επζχ-

γξακκα ηκήκαηα ΑΒ, ΔΕ είλαη αλάινγα πξνο ηα επζχ-
γξακκα ηκήκαηα ΓΓ, ΖΘ. 

 
Γενικά 

Σα επζχγξακκα ηκήκαηα α, γ είλαη αλάινγα πξνο ηα  

επζχγξακκα ηκήκαηα β, δ, φηαλ ηζρχεη       =  
 

Ζ ηζφηεηα      =      νλνκάδεηαη αλαινγία κε φξνπο ηα  

επζχγξακκα ηκήκαηα α, β, γ, δ. Σα επζχγξακκα ηκήκαηα 

α, δ νλνκάδνληαη άθξνη όξνη, ελψ ηα επζχγξακκα 

ηκήκαηα β, γ νλνκάδνληαη κέζνη όξνη ηεο αλαινγίαο. 
΢ε κηα αλαινγία κε φξνπο ηα επζχ-γξακκα ηκήκαηα α, β, 
γ, δ ρξεζηκνπνηνχκε ηηο γλσζηέο ηδηφηεηεο ησλ 
αλαινγηψλ πνπ ηζρχνπλ θαη ζηνπο αξηζκνχο. ΢ηελ 
πεξίπησζε απηή σο α, β, γ, δ ζεσξνχκε ηα κήθε ησλ 
επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. 
 
Οη ζεκαληηθφηεξεο ηδηφηεηεο ησλ αλαινγηψλ είλαη: 
 ΢ε θάζε αλαινγία ην γηλφκελν ησλ άθξσλ φξσλ είλαη 
ίζν κε ην γηλφκελν ησλ κέζσλ φξσλ. 
 
 
 

 ΔΕ. 
ΖΘ 
 
 

 AB. 
ΓΓ 

 
 

 ΔΕ. 
ΖΘ 
 
 

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
 
  α. 

β 
 
 

 γ. 
δ 
 
 

Αλ       =       ηφηε αδ = βγ 

 

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
 
 

34 / 201 



 ΢ε θάζε αλαινγία κπνξνχκε λα ελαιιάμνπκε ηνπο 
κέζνπο ή ηνπο άθξνπο φξνπο θαη λα πξνθχςεη πάιη 
αλαινγία. 

 
 
 
 Λφγνη ίζνη κεηαμχ ηνπο είλαη θαη ίζνη κε ην ιφγν πνπ 
έρεη αξηζκεηή ην άζξνηζκα ησλ αξηζκεηψλ θαη 
παξνλνκαζηή ην άζξνηζκα ησλ παξνλνκαζηψλ. 
 

 
 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 
 1   ΢ε ηεηξαγσληζκέλν ραξηί  
έρνπκε ραξάμεη ην επζχγξακκν  
ηκήκα ΑΒ. 
α) Να ζπγθξηζνχλ ηα  
ηκήκαηα ΑΓ, ΓΓ θαη ΓΒ. 

β) Να βξεζνχλ νη ιφγνη          ,        , 

 

 

Λχζε  

α) Οη παξάιιειεο επζείεο ε1, ε2, ε3, ε4 νξίδνπλ ίζα 

ηκήκαηα ζηελ επζεία δ1, νπφηε ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα 
θαη ζηελ ΑΒ.  Άξα ΑΓ = ΓΓ = ΓΒ. 

β) Αθνχ ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΓ, ΓΓ, ΓΒ είλαη ίζα, 
έρνπκε: 
 

       =     ,          =      ,          =      = 1 

Αλ       =       ηφηε       =        ή         = 
 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
 
 

 α. 
γ 

 
 

 β. 
δ 

 
 

 δ. 
β 
 
 

 γ. 
α 
 
 

Αλ       =        ηφηε       =      =         

 

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
 
 

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
 
 

 α + γ. 
β + δ 
 
 

Α 
Γ 

Γ 
Β 

ε1 ε2 ε3 ε4 

δ1 

δ2 

δ3 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΒΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 1. 
3 

 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 3. 
2 

 
 

 ΑΓ. 
ΒΓ 

 
 

 2. 
2 
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 2   ΢ε Αλ Γ είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο  
ΑΒ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, ΓΔ // ΒΓ θαη  
ΔΕ // ΑΒ, λα απνδεηρηεί φηη: 
α) Ε ην κέζνλ ηεο πιεπξάο ΒΓ 

β) ΓΔ = 
 

 

Λχζε  

α) ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ έρνπκε Γ κέζν ΑΒ θαη ΓΔ // ΒΓ, 
νπφηε Δ κέζν ηεο ΑΓ. Δπεηδή Δ ην κέζν ηεο ΑΓ θαη ΔΕ // 
ΑΒ, έρνπκε Ε κέζν ΒΓ. 

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΓΔΕΒ είλαη παξαιιειφγξακκν, 
αθνχ έρεη ηηο απέ-λαληη πιεπξέο ηνπ παξάιιειεο, άξα 

ΓΔ = ΒΕ. ΋κσο ΒΕ =         , νπφηε θαη ΓΔ =         . 

Άκεζα ινηπφλ πξνθχπηεη φηη: 
 

Σν επζχγξακκν ηκήκα πνπ ζπλδέεη ηα κέζα δχν 
πιεπξψλ ηξηγψλνπ είλαη παξάιιειν πξνο ηελ ηξίηε 
πιεπξά θαη ίζν κε ην κηζφ ηεο. 

 
 3   Αλ ΑΓ δηάκεζνο νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ ΑΒΓ (Α = 90
ν
) θαη  

ΓΔ // ΑΒ, λα απνδεηρηεί φηη: 

α) Δ κέζν ηεο πιεπξάο ΑΓ 

β) ΑΓ = 
 

 

Λχζε  

α) ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ έρνπκε Γ κέζν ηεο ΒΓ θαη ΓΔ // ΑΒ, 
νπφηε Δ κέζν ηεο ΑΓ. 

 ΒΓ. 
2 

 
 

 ΒΓ. 
2 

 
 

 ΒΓ. 
2 

 
 

Α Β 

Γ 

Γ Δ 

 ΒΓ. 
2 

 
 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

Ε 
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β) Δπεηδή ΓΔ // ΑΒ θαη ΑΒ   ΑΓ, ζα είλαη ΓΔ   ΑΓ. Άξα, 
ΓΔ κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ θαη απφ ηε ραξαθηεξηζηηθή 
ηδηφηεηα ηεο κεζνθαζέηνπ έρνπκε ΑΓ = ΓΓ. ΋κσο  

ΓΓ =        , νπφηε θαη ΑΓ =         . Απνδείμακε ινηπφλ φηη: 
 

Ζ δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα νξζνγσ-
λίνπ ηξηγψλνπ είλαη ίζε κε ην κηζφ ηεο ππνηείλνπζαο. 

 
 4   Αλ Α, Β, Γ, Γ είλαη δηαδνρηθά ζεκεία κηαο επζείαο ε 
ηέηνηα ψζηε ΑΒ = 2 cm, ΒΓ = 4 cm θαη ΓΓ = 3 cm, λα 
απνδεηρζεί φηη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΒ, ΓΓ είλαη 
αλάινγα πξνο ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΒΓ, ΑΓ. 

 

 
 

Λχζε  

α) Δίλαη           =            =       θαη           =            =      .   
 
Άξα έρνπκε:          =          πνπ ζεκαίλεη φηη ηα επζχ- 

γξακκα ηκήκαηα ΑΒ, ΓΓ είλαη αλάινγα πξνο ηα επζχ-
γξακκα ηκήκαηα ΒΓ, ΑΓ. 

 
   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ε1 // ε2 // ε3. Να  
ππνινγίζεηε  
ην x. 

 

 ΒΓ. 
2 

 
 

 ΒΓ. 
2 

 
 

Α Β Γ Γ 
ε 2 cm 4 cm 3 cm 

 ΑΒ. 
ΒΓ 

 
 

 2 cm. 
4 cm 
 
 

 1. 
2 

 
 

 ΓΓ. 
ΑΓ 
 
 

 3 cm. 
6 cm 
 
 

 1. 
2 

 
 

 ΑΒ. 
ΒΓ 

 
 

 ΓΓ. 
ΑΓ 
 
 

4 

4 

5 

x 
ε2 

ε3 

ε1 

ε ε΄
; 
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 2  Αλ Β΄Β // ΓΓ΄ // ΓΓ΄  
θαη ε δηάκεηξνο ΓΓ ηνπ  
δεχηεξνπ εκηθπθιίνπ  
είλαη 4 cm, ηφηε λα βξείηε  
ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ  
ηκήκαηνο ΑΒ. 
 
 3  ΢ην ηξαπέδην ΑΒΓΓ ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκαηνο είλαη  
ε ΔΕ παξάιιειε πξνο ηηο  
βάζεηο ηνπ; Να αηηηνινγή- 
ζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
 4  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο ηζφηεηεο: 

 
 
α)         = ––––            β)         = –––– 
 
γ)         = ––––            δ)         = –––– 
 
 

 5  Αλ ΑΒ = ΒΓ = ΓΓ = ΓΔ λα ζπκπιεξψζεηε ηηο 
ηζφηεηεο: 
 

 
 
α)          = ––––      β)          = ––––         γ)          = ––––      
 
δ)          = ––––      ε)          = ––––            

 
 6  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
 

α) Αλ ΑΒ = 8 cm θαη ΓΓ = 12 cm, ηφηε          =      . 

Α B Γ Γ 

Γ΄ 

Γ΄ 

Β΄ x 

Α Β 

Δ Ε 

Γ Γ 

4 

4 

5 

6 

Α Β Γ 4 cm 12 cm 

 ΑΒ. 
ΒΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΓ 
 
 

Α Β Γ Γ Δ 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΒΔ 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΔ 
 
 

 ΑΔ. 
ΒΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΔ 

 
 

 ΑΒ. 
ΓΓ 

 
 

 2. 
3 
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β) Αλ         =     , ηφηε ΑΒ = 2 θαη ΓΓ = 3. 

γ) Ο ιφγνο δχν πιεπξψλ ηεηξαγψλνπ είλαη ίζνο  
κε 1. 

δ) Αλ           =       , ηφηε ην επζχγξακκν 

ηκήκα ΑΒ είλαη κηθξφηεξν απφ ην ΓΓ. 

ε) Ο ιφγνο ηεο αθηίλαο ελφο θχθινπ πξνο ηε  
δηάκεηξν ηνπ είλαη 2. 

ζη) Αλ Μ είλαη ην κέζν ηνπ επζχγξακκνπ  

ηκήκαηνο ΑΒ, ηφηε           =      . 
 

δ) Ο ιφγνο κηαο πιεπξάο ηζφπιεπξνπ 
ηξηγψλνπ πξνο ηελ πεξίκεηξν ηνπ είλαη       . 
 
 7  Βιέπνληαο ηελ αλαινγία           =       ε Μαξία ηζρπ- 

ξίζηεθε φηη ΑΒ = 1 θαη ΓΓ = 4, ελψ ε Διέλε ηζρπξίζηεθε 
φηη ην ΓΓ είλαη ηεηξαπιάζην ηνπ ΑΒ. Πνηα απφ ηηο δχν 
έρεη δίθην; 

 
 

           ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 

 
 1  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ΑΒ // ΓΔ // ΖΘ θαη  
ΒΓ // ΔΕ // ΘΗ.  Αλ ΑΓ = ΓΖ,  
λα ππνινγίζεηε ην x  
θαη ην y. 
 
 

 2  α) Με θαλφλα θαη δηαβήηε λα δηαηξέζεηε έλα επζχ-
γξακκν ηκήκα ΑΒ = 7 cm ζε πέληε ίζα επζχγξακκα 
ηκήκαηα θαη πάλσ ζε κηα επζεία ε λα ζρεδηάζεηε ηα  

 ΑΒ. 
ΓΓ 

 
 

 2. 
3 

 
 

 ΑΒ. 
ΓΓ 

 
 

 2. 
5 

 
 

 1. 
2 

 
 

 ΑΜ. 
ΑΒ 

 
 

 1. 
3 

 
 

 ΑΒ. 
ΓΓ 

 
 

 1. 
4 

 
 

Α 
Β 

Γ 

Γ 

Δ 

Ε 

Ζ 

Θ 

Η 
x 

3 

y 

4 
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δηαδνρηθά επζχγξακκα ηκήκαηα ΓΓ =      ΑΒ,  

ΓΕ =      ΑΒ,  ΕΖ =      ΑΒ. 

β) Να ππνινγίζεηε ηνπο ιφγνπο: 

i)          ii)          iii)           iv)          v) 
 
 

 3  ΢ην νξζνγψλην ηξίγσλν  
ΑΒΓ ηνπ δηπιαλνχ ζρήκα- 
ηνο λα βξείηε ηνπο ιφγνπο: 

α)              β)             γ) 
 
 

 4  ΢ε νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α = 90
ν
) είλαη ΑΒ = 6 cm 

θαη ΒΓ = 10 cm. Να ππνινγίζεηε ηνπο ιφγνπο: 

α)              β)             γ) 
 
 

 5  Να ζρεδηάζεηε έλα ηζφπιεπξν ηξίγσλν κε πιεπξά 4 
cm. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν ηνπ χςνπο ηνπ πξνο ηελ 
πιεπξά ηνπ. 
 
 6  Απφ ην κέζν Μ ηεο δηαγσλίνπ ΑΓ ελφο παξαιιε-
ινγξάκκνπ ΑΒΓΓ, λα θέξεηε ΔΕ // ΑΓ. Να απνδείμεηε 
φηη: 
α) Σα ζεκεία Δ, Ε είλαη κέζα  
ησλ πιεπξψλ ΑΒ, ΓΓ αληη- 
ζηνίρσο.  
β) Σα ηκήκαηα ΑΒ, ΑΓ είλαη  
αλάινγα πξνο ηα ηκήκαηα  
ΑΔ, ΑΜ. 

 2. 
5 

 
 

 4. 
5 

 
 

 6. 
5 

 
  ΓΓ. 

ΑΒ 
 
 

 ΓΕ. 
ΓΓ 

 
 

 ΑΒ. 
ΕΖ 

 
 

 ΕΖ. 
ΓΕ 

 
 

 ΓΓ. 
ΕΖ 
 
 

Α 
Β 

Γ 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΓ. 
ΒΓ 
 
 

 ΑΒ. 
ΒΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΒΓ 
 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

Α Δ Β 

Γ Ε Γ 

Μ 

40 / 204-205 



 

 7  ΢ε ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη  

Β = Γ = 90
ν
. Αλ Μ είλαη ην  

κέζνλ ηεο δηαγσλίνπ ΑΓ,  
λα απνδείμεηε φηη ΒΜ = ΜΓ. 
 
 8  Έλα αγξφθηεκα έρεη ην ζρήκα  
ελφο ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ. Ο ηδηνθηήηεο ηνπ  
ζέιεη λα κεηξήζεη ηελ πεξίκεηξν ηνπ, πξνθεη- 
κέλνπ λα ην πεξηθξάμεη αιιά ηε ΒΓ δελ κπνξεί λα ηε 
κεηξήζεη γηαηί παξεκβάιιεηαη έλαο λεξφιαθθνο πνπ 
ζρεκαηίζηεθε απφ ηελ ηειεπηαία βξνρφπησζε, φπσο 
θαίλεηαη ζην ζρήκα. Πψο ζα κπνξνχζε λα ηελ ππν-
ινγίζεη; 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 
Μ 

πνηάκη λεξφιαθθνο 

Α Β 

Γ Γ 
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 1.3.  Θεψξεκα ηνπ Θαιή 

 Μαζαίλσ ην ζεώξεκα ηνπ Θαιή θαη  

πώο λα ην ρξεζηκνπνηώ γηα ηνλ ππνιν- 
γηζκό ηνπ κήθνπο ελόο επζπγξάκκνπ 
ηκήκαηνο θαη ηνπ ιόγνπ δύν ηκεκάησλ. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

1. Να ραξάμεηε κηα επζεία ε θάζεηε ζηηο γξακκέο ηνπ 
ηεηξαδίνπ ζαο θαη λα επηιέμεηε ηξεηο γξακκέο ηνπ ηε-
ηξαδίνπ πνπ λα νξίδνπλ ζηελ ε δχν επζχγξακκα 
ηκήκαηα, έηζη ψζηε ην έλα απφ απηά λα είλαη δηπιάζην 
ηνπ άιινπ. 
2. Αλ ραξάμεηε κηα άιιε επζεία ε΄ πνπ δελ είλαη θάζεηε 
ζηηο γξακκέο ηνπ ηεηξαδίνπ, ηφηε νη ηξεηο γξακκέο πνπ 
επηιέμαηε πξνεγνπκέλσο νξί-δνπλ θαη ζηελ ε΄ δχν 
επζχγξακκα ηκήκαηα, πνπ ην έλα είλαη δηπιάζην ηνπ 
άιινπ; 

 

Παίξλνπκε ηξεηο παξάιιειεο  

επζείεο ε1, ε2, ε3 πνπ ηέκλνπλ  
ηελ επζεία ε ζηα ζεκεία Α, Β,  
Γ αληηζηνίρσο, έηζη ψζηε  
ΑΒ = 2  ΒΓ.  
Αλ κηα άιιε επζεία ε΄ ηέκλεη  

ηηο ε1, ε2, ε3 ζηα ζεκεία Α΄, Β΄, Γ΄ αληηζηνίρσο, ηφηε ζα 

απνδείμνπκε φηη θαη γηα ηα επζχγξακκα ηκήκαηα Α΄Β΄, 
Β΄Γ΄ ηζρχεη κηα αλάινγε ζρέζε. Γειαδή Α΄Β΄ = 2  Β΄Γ΄.  
Πξάγκαηη, αλ απφ ην κέζν Μ ηνπ ΑΒ θέξνπκε ηελ επζεία 

δ παξάιιειε πξνο ηηο επζείεο ε1, ε2, ε3, ηφηε νη παξάι-

ιειεο επζείεο ε1, δ, ε2, ε3 νξίδνπλ ζηελ επζεία ε ίζα ηκή-

καηα, νπφηε ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζηελ επζεία ε΄.  

Α 

ε2 

ε3 

ε1 

ε ε΄ 

δ 
Μ 

Β 

Γ 

Α΄ 

Μ΄ 

Β΄ 

Γ΄ 
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Γειαδή ηζρχεη Α΄Μ΄ = Μ΄Β΄ = Β΄Γ΄ θαη επνκέλσο Α΄Β΄ = 
2  Β΄Γ΄. 
Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη, αλ ΑΒ = = 2  ΒΓ ζα ηζρχεη θαη  

Α΄Β΄ = 2  Β΄Γ΄, νπφηε:            =                  ή            =  

Απηφ ζεκαίλεη φηη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα ΑΒ, ΒΓ είλαη 
αλάινγα πξνο ηα επζχγξακκα ηκήκαηα Α΄Β΄, Β΄Γ΄. 
 

Γενικά 

Αλ ηξεηο ή πεξηζζφηεξεο παξάιιειεο επζείεο ηέκλνπλ 
δχν άιιεο επζείεο, ηφηε ηα ηκήκαηα πνπ νξίδνληαη ζηε 
κία είλαη αλάινγα πξνο ηα αληίζηνηρα ηκήκαηα πνπ  
νξίδνληαη ζηελ άιιε. Γειαδή: αλ  

    ε1 // ε2 // ε3 ηφηε              =            = 
 

 

Ζ πξνεγνχκελε πξόηαζε είλαη γλσζηή σο ζεώξεκα 

ηνπ Θαιή. 
Απφ ηελ ηζφηεηα ησλ ηξηψλ ιφγσλ ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ 
Θαιή έρνπκε ηηο εμήο αλαινγίεο 

=           θαη             = 
 

Αλ ζηηο αλαινγίεο απηέο ελαιιάμνπκε ηνπο κέζνπο 
φξνπο, ηφηε πξνθχπηνπλ θαη νη εμήο αλαινγίεο 

=              θαη            = 
 

Γηα παξάδεηγκα, ζ΄ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ, αλ ΓΔ // ΒΓ θαη 
απφ ηελ θνξπθή Α θέξνπκε επζεία  
ε // ΒΓ, ηφηε νη παξάιιειεο επζείεο  
ε, ΓΔ, ΒΓ ζα νξίδνπλ ζηηο πιεπξέο  
ΑΒ, ΑΓ ηκήκαηα αλάινγα.  
Γειαδή, 

  ΑΒ . 
Α΄Β΄ 
 
 

  2  ΒΓ . 
2  Β΄Γ΄ 
 
 

  ΑΒ . 
Α΄Β΄ 
 
 

  ΒΓ . 
Β΄Γ΄ 
 
 

  ΑΒ . 
Α΄Β΄ 
 
 

  ΒΓ . 
Β΄Γ΄ 
 
 

  ΑΓ . 
Α΄Γ΄ 
 
 

  ΑΒ . 
Α΄Β΄ 
 
 

  ΒΓ . 
Β΄Γ΄ 
 
 

  ΑΓ . 
Α΄Γ΄ 
 
 

  ΑΒ . 
Α΄Β΄ 
 
 

  ΑΒ . 
ΒΓ 

 
 

  Α΄Β΄ . 
Β΄Γ΄ 

 
 

  Α΄Β΄ . 
Α΄Γ΄ 

 
 

  ΑΒ . 
ΑΓ 

 
 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

(ε) 
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         =           , νπφηε θαη            =           . 

Απνδεηθλχεηαη αθφκε φηη, αλ ηζρχεη           =          ηφηε 
ΓΔ // ΒΓ. Δπνκέλσο: 
 

Γηα δχν ζεκεία Γ, Δ ησλ πιεπξψλ ΑΒ, ΑΓ αληηζηνίρσο 
ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ ηζρχνπλ: 

 Αλ ΓΔ // ΒΓ ηφηε          =         . 
 
 Αλ          =           ηφηε ΓΔ // ΒΓ. 
 

 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 
 1   ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ΑΒ = 9, ΑΔ = 4 θαη ΔΓ = 6. Αλ 
ΓΔ // ΒΓ λα ππνινγηζηνχλ ηα x, y. 
 

Λχζε  
΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη  
ΓΔ // ΒΓ, νπφηε απφ ην  
ζεψξεκα ηνπ Θαιή  
έρνπκε: 

         =          ή        =        

ή 10x = 36 ή x = 3,6. Άξα y = 9 - 3,6 νπφηε y = 5,4. 
 

 2   Μέζα απφ έλα νηθφπεδν ΑΒΓΓ ζρήκαηνο ηξαπεδίνπ 
κε ΑΓ = 50 m θαη ΒΓ = 60 m πέξαζε έλαο δξφκνο 
παξάιιεινο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ ΑΒ, ΓΓ πνπ είρε 
πιάηνο 10 m θαη ρψξηζε ην νηθφπεδν ζηα δχν, φπσο 
θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Αλ είλαη ΑΔ = 22 m θαη 
ΕΓ = 18 m, λα ππνινγηζηνχλ ηα κήθε ησλ επζπγξάκκσλ 
ηκεκάησλ ΒΖ, ΘΓ, ΖΘ. 

 ΑΓ. 
ΑΔ 

 
 

  ΓΒ . 
ΔΓ 

 
 

 ΑΔ. 
ΔΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΒ 

 
 

 ΑΔ. 
ΔΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΒ 

 
 

 ΑΔ. 
ΔΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΒ 

 
 

 ΑΔ. 
ΔΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΒ 

 
 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 
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4 
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 ΑΓ. 
ΑΔ 

 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 x. 
4 

 
 

 9. 
10 
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Λχζε  
Δπεηδή ΑΒ // ΔΖ // ΓΓ 
απφ ην Θεψξεκα Θαιή  
έρνπκε: 

         =           
 
ή         =         ή  
 

50  ΒΖ = 1320 ή  
ΒΖ = 26,40 m. 

Δπεηδή ΑΒ // ΕΘ // ΓΓ απφ ην Θεψξεκα ηνπ Θαιή 
έρνπκε 

        =          ή          =         ή 50  ΘΓ = 1080 ή  

ΘΓ = 21,60 m. Άξα ΖΘ = 60 - (26,40 + 21,60)  ή  

ΖΘ = 12 m. 
 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 
 1  Αλ ΑΒ, ΔΕ, ΖΘ, ΓΓ είλαη  
παξάιιειεο, λα ζπκπιε- 
ξψζεηε ηηο ηζφηεηεο: 
 

α)         = –––      β)          = ––– 
 

γ)         = –––             

 
 2  Αλ ΓΔ // ΒΓ, λα ραξαθηεξίζεηε  
ηηο πξνηάζεηο ηεο επφκελεο  
ζειίδαο κε (΢), αλ είλαη  
ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη  
ιαλζαζκέλεο: 

 ΒΖ. 
ΑΔ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΓ 
 
 

 ΒΖ. 
22 

 
 

 60. 
50 
 
 

 ΘΓ. 
ΕΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΓ 
 
 

 ΘΓ. 
18 

 
 

 60. 
50 
 
 

Α Β 

Γ Γ 

Δ Ε 

Ζ Θ 

3 

4 

6 
 ΒΕ. 
ΘΓ 
 
 

 ΕΘ. 
ΕΓ 

 
 

 ΒΘ. 
ΒΓ 

 
 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

Θ 

Α B 

H 

Γ 

Δ 

Ε 

Γ 

22 m 

10 m 

18 m 
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α)         =                         β)          =   
 
γ)         =                         δ)          =  

 
 3  Έλαο καζεηήο ηζρπξίζηεθε  
φηη ζην δηπιαλφ ηξαπέδην  
ΑΒΓΓ ε ΔΕ είλαη παξάιιειε  
ζηηο βάζεηο ηνπ. Δίρε δίθην;  
Να αηηηνινγήζεηε ηελ  
απάληεζή ζαο. 
 
 4  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ε1 // ε2 // ε3. Να ππνινγίζεηε  
ηνπο ιφγνπο: 

α)                 β)                    

γ)                 δ) 

 
 5  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη ΑΒ // ε // ΓΓ. Να ζπκπιεξψ-
ζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα  
αληηζηνηρίδνληαο ζε θάζε ιφγν  
ηεο ζηήιεο Α ηνλ ίζν ηνπ αξηζκφ  
απφ ηε ζηήιε Β. 

 
 
 
 
 

 ΓΒ. 
ΔΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΒ 

 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΔΓ 

 
 

 ΔΓ. 
ΑΔ 
 
 
 ΑΔ. 
ΑΓ 

 
 Α Β 

Δ Ε 

Γ Γ 

4 

6 

5 

7 

4 

3 

2 

Α 

ε2 

ε3 

ε1 

ε ε΄ 

Α΄ 

Ο 

Γ Γ΄ 

Β Β΄ 

 ΟΒ. 
ΒΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΟΓ 
 
 

 ΟΑ. 
ΟΒ 

 
 

 ΑΒ. 
ΒΓ 

 
 

Α Β 

3 
ε 

Κ 

Γ Γ 

6 ΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

  α.   1. 
 
  2. 
 
  3. 
 
  4. 

  β. 

  γ. 

 

 ΒΚ. 
ΚΓ 

 
 
 ΚΓ. 
ΒΓ 
 
 
 ΒΓ. 
ΒΚ 
 
 

 2. 
3 

 
 
 1. 
3 

 
 
 1. 
2 

 
 
3 
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ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  ΢ην ηξαπέδην ΑΒΓΓ ε  
ΔΕ είλαη παξάιιειε  
ζηηο βάζεηο ηνπ. Να  
ππνινγίζεηε ην  
επζχγξακκν ηκήκα ΒΕ. 
 
 
 
 2  ΢ην ηξαπέδην ΑΒΓΓ ε  
ΔΕ είλαη παξάιιειε  
ζηηο βάζεηο ηνπ. Να  
ππνινγίζεηε ηα επζχ- 
γξακκα ηκήκαηα ΒΕ  
θαη ΕΓ. 
 
 
 
 3  ΢ην ηξίγσλν  
ΑΒΓ είλαη ΓΔ // ΒΓ.  
Να ππνινγίζεηε ην x. 
 
 
 
 
 4  ΢ην δηπιαλφ ζρή- 

κα είλαη ε1 // ε2. Να  
ππνινγίζεηε ηα  
επζχγξακκα  
ηκήκαηα ΟΓ  
θαη ΔΕ. 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

x 

x 

18 

8 

Α Γ Δ 

Β Γ Ε 

Ο 

21 

14 10 

18 

ε2 

ε1 

Α Β 

Γ Γ 

Δ Ε 

14 
18 

6 

Α Β 

Γ Γ 

Δ Ε 8 
4 

6 
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 5  ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ  
είλαη ΓΔ // ΒΓ,  
ΔΕ // ΑΒ. Να ππν- 
ινγίζεηε ην x. 
 
 
 
 
 6  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ΑΒ // ΚΛ // ΓΓ.  
Να ππνινγίζεηε ηα  
επζχγξακκα ηκήκαηα 
ΟΚ θαη ΚΓ. 
 
 
 
 
 7  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ΔΕ // ΓΓ θαη ΔΖ // ΒΓ.  
Να ππνινγίζεηε ηα x, y. 

 
 
 
 8  Κάπνηνο ζπλαξκνιφ- 
γεζε κηα πηπζζφκελε  
ζηδεξψζηξα, φπσο θαί- 
λεηαη ζην δηπιαλφ  
ζρήκα θαη δηαπίζησζε  
φηη ε ζαλίδα δελ ήηαλ  
νξηδφληηα.  
Πνχ έγηλε ην ιάζνο; 
 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 

Ε 

5 x 
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6 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Κ 
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Ο 
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 1.4.  Οκνηνζεζία 
 Μαζαίλσ λα βξίζθσ ην νκνηό- 
ζεην ελόο ζρήκαηνο. 
 Γλσξίδσ κε πνηεο ζρέζεηο ζπλ- 

δένληαη ηα νκνηόζεηα ζρήκαηα. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

1. Να ζρεδηάζεηε έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη ζην 
εζσηεξηθφ ηνπ λα πάξεηε έλα ζεκείν Ο. 
2. Πάλσ ζηηο εκηεπζείεο ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ λα πάξεηε 
αληηζηνίρσο ηκήκαηα ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ΄, ΟΓ΄ δηπιάζηα ησλ 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ. Να ζρεκαηίζεηε ην ηεηξάπιεπξν 
Α΄Β΄Γ΄Γ΄ θαη λα ζπγθξίλεηε ηηο πιεπξέο θαη ηηο γσλίεο 
ηνπ κε ηηο αληίζηνηρεο πιεπξέο θαη γσλίεο ηνπ αξρηθνχ 
ηεηξαπιεχξνπ. 
3. Πάλσ ζηηο εκηεπζείεο ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ λα πάξεηε 
αληηζηνίρσο ηκήκαηα ΟΑ΄΄, ΟΒ΄΄, ΟΓ΄΄, ΟΓ΄΄, κηζά ησλ 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ. Να ζρεκαηίζεηε ην ηεηξάπιεπξν 
Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Γ΄΄ θαη λα ζπγθξίλεηε ηηο πιεπξέο θαη ηηο γσλίεο 
ηνπο κε ηηο αληίζηνηρεο πιεπξέο θαη γσλίεο ηνπ αξρηθνχ 
ηεηξαπιεχξνπ. Ση παξαηεξείηε; 

 

Τν νκνηόζεην ζεκείνπ 
Αλ πάξνπκε δχν ζεκεία Ο, Α θαη ζηελ εκηεπζεία ΟΑ 
πάξνπκε έλα ζεκείν Α΄, ηέηνην ψζηε ΟΑ΄ = 2  ΟΑ, ηφηε 

ιέκε φηη ην ζεκείν Α΄ είλαη νκνηόζεην ηνπ Α κε θέληξν Ο 
θαη ιφγν ι = 2. 
Αλ Α΄΄ ζεκείν ηεο  
εκηεπζείαο ΟΑ, ηέηνην  

ψζηε ΟΑ΄΄ =       ΟΑ, ηφηε  

ην Α΄΄ είλαη νκνηφζεην ηνπ Α κε θέληξν Ο θαη ιφγν  

ι =     .  

Α 

Α 

Α΄ 

Α΄΄ 

Ο 

Ο 
 1. 
2 

 
  1. 

2 
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Ζ δηαδηθαζία κε ηελ νπνία βξίζθνπκε ην νκνηφζεην ελφο 

ζεκείνπ κε θέληξν Ο θαη ιφγν ι νλνκάδεηαη νκνηνζεζία. 

Σν ζεκείν Ο ιέγεηαη θέληξν νκνηνζεζίαο, ελψ ν αξηζκφο 

ι νλνκάδεηαη ιόγνο νκνηνζεζίαο. Δίλαη θαλεξφ φηη ην 
θέληξν Ο έρεη νκνηφζεην ηνλ εαπηφ ηνπ. 
 

Τν νκνηόζεην επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 
΢ηελ νκνηνζεζία κε θέληξν Ο θαη ιφγν ι = 2 ην νκνηφ-
ζεην ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ είλαη ην επζχγξακ-
κν ηκήκα Α΄Β΄, φπνπ Α΄, Β΄ ηα νκνηφζεηα ησλ άθξσλ 
ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ.  
Δπεηδή ΟΑ΄ = 2  ΟΑ θαη  
ΟΒ΄ = 2  ΟΒ, ζα έρνπκε 

            =           = 2,  

νπφηε ΑΒ // Α΄Β΄. 
 
Δπνκέλσο 

Τα νκνηόζεηα επζύγξακκα ηκήκαηα πνπ δε βξίζθν-
ληαη ζηελ ίδηα επζεία είλαη παξάιιεια. 

Αλ ζπγθξίλνπκε ηα ηκήκαηα Α΄Β΄ θαη ΑΒ, δηαπηζηψλνπ- 

κε φηη Α΄Β΄ = 2  ΑΒ ή              = 2. 

Αλ Α΄΄Β΄΄ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΑΒ κε θέληξν Ο θαη ιφγν  

ι =       ηφηε: Α΄΄Β΄΄ =       ΑΒ   ή                =      . 
 

Τν νκνηόζεην γσλίαο 
Γηα λα βξνχκε ην νκνηφζεην κηαο  

γσλίαο xΑy κε θέληξν Ο θαη  
ιφγν έλα ζεηηθφ αξηζκφ ι  
(π.ρ. ι = 2), παίξλνπκε έλα  
ζεκείν Β ζηελ πιεπξά Αx, έλα  
ζεκείν Γ ζηελ πιεπξά Αy θαη βξίζθνπκε  

 ΟΑ΄. 
ΟΑ 

 
 

 ΟΒ΄. 
ΟΒ 

 
 

 Α΄Β΄. 
ΑΒ 
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 1. 
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 Α΄΄Β΄΄. 
ΑΒ 

 
 

 1. 
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Α 

Α΄ 

Α΄΄ 
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ηα ζεκεία Β΄, Α΄, Γ΄ πνπ είλαη αληηζηνίρσο ηα νκνηφζεηα  

ησλ Β, Α, Γ. Οξίδεηαη έηζη ε γσλία x΄Α΄y΄, πνπ είλαη  

νκνηφζεηε ηεο γσλίαο xΑy. Αλ ζπγθξίλνπκε ηηο δχν 
γσλίεο δηαπηζηψλνπκε φηη είλαη ίζεο, δειαδή  

xΑy = x΄Α΄y΄. Δπνκέλσο 

 
Οη νκνηφζεηεο γσλίεο είλαη ίζεο. 

 

Τν νκνηόζεην πνιπγώλνπ 
΢ηελ νκνηνζεζία κε θέληξν Ο  
θαη ιφγν ι = 2, ην νκνηφζεην  
ελφο ηεηξαπιεχξνπ ΑΒΓΓ  
είλαη ην ηεηξάπιεπξν  
Α΄Β΄Γ΄Γ΄, φπνπ Α΄, Β΄, Γ΄, Γ΄  
είλαη αληηζηνίρσο ηα νκνηφ- 
ζεηα ησλ θνξπθψλ ηνπ  
Α, Β, Γ, Γ. Οη πιεπξέο θαη  
νη γσλίεο ηνπ ηεηξαπιεχ- 
ξνπ Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη νκνηφ- 
ζεηεο κε ηηο αληίζηνηρεο πιεπξέο θαη γσλίεο ηνπ ΑΒΓΓ, 
νπφηε ηζρχνπλ: 

          =           =           =           = 2 

θαη Α΄ = Α, Β΄ = Β,  Γ΄ = Γ,   Γ΄ = Γ. 
Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πνπ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ 

κε ιφγν ι = 2 είλαη κεγέζπλζε ηνπ ΑΒΓΓ.  
Αλ Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Γ΄΄ είλαη ην νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε θέληξν Ο  

θαη ιφγν ι =       νκνίσο ηζρχνπλ: 

             =            =             =             =  

θαη  Α΄΄ = Α, Β΄΄ = Β,   Γ΄΄ = Γ,  Γ΄΄ = Γ. 
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Σν ηεηξάπιεπξν Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Γ΄΄ πνπ είλαη νκνηφζεην ηνπ  

ΑΒΓΓ κε ιφγν ι =       είλαη ζκίθξπλζε ηνπ ΑΒΓΓ. 
 

Γενικά 

 Γχν νκνηφζεηα πνιχγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο 
αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο. 
 Οη αληίζηνηρεο πιεπξέο δχν νκνηφζεησλ πνιπγψλσλ 
πνπ δε βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία είλαη παξάιιειεο. 
 Αλ ην πνιχγσλν Π΄ είλαη νκνηφζεην ηνπ Π κε ιφγν ι, 
ηφηε ην Π΄ είλαη 
- κεγέζπλζε ηνπ Π, φηαλ ι > 1 
- ζκίθξπλζε ηνπ Π, φηαλ 0 < ι < 1 θαη 
- ίζν κε ην Π, φηαλ ι = 1. 

 
Τν νκνηόζεην θύθινπ 
Γηα λα βξνχκε ην νκνηφζεην  
ελφο θχθινπ (Κ, ξ) κε θέληξν  
νκνηνζεζίαο Ο θαη ιφγν    
έλα ζεηηθφ αξηζκφ 
ι (π.ρ. ι = 2), βξί- 
ζθνπκε ην νκνηφζεην  
ηνπ θέληξνπ Κ θαη ην νκνηφζεην ελφο ζεκείνπ Α ηνπ 
θχθινπ, πνπ είλαη ηα ζεκεία Κ΄ θαη Α΄ αληηζηνίρσο. 
Οξίδεηαη έηζη έλαο θχθινο (Κ΄, ξ΄), φπνπ ξ΄ = Κ΄Α΄, πνπ 
είλαη νκνηφζεηνο ηνπ θχθινπ (Κ, ξ). Σν επζχγξακκν 
ηκήκα Κ΄Α΄ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΚΑ κε θέληξν Ο θαη ιφγν 
ι = 2, νπφηε Κ΄Α΄ = 2  ΚΑ, δειαδή ξ΄ = 2ξ. 
 

 1. 
2 

 
 

Α 

Α΄ 

Κ 
Κ΄ 

Ο 

ξ 

ξ΄ 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 
 1   Με θέληξν νκνηνζεζίαο έλα εζσηεξηθφ ζεκείν Ο 
ηεηξαγψλνπ ΑΒΓΓ, πιεπξάο 1,5 cm θαη ιφγν ι = 3, λα 
ζρεδηαζηεί ην νκνηφζεην ηνπ θαη λα απνδεηρηεί φηη είλαη 
ηεηξάγσλν. 
 
Λχζε  
΢ηηο εκηεπζείεο ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ,  
ΟΓ παίξλνπκε αληηζηνίρσο  
ηα ηκήκαηα ΟΑ΄ = 3  ΟΑ,  
ΟΒ΄ = 3  ΟΒ, ΟΓ΄ = 3  ΟΓ,  
ΟΓ΄ = 3  ΟΓ. To ηεηξά- 
πιεπξν Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη  
νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε  
θέληξν Ο θαη ιφγν  
ι = 3, νπφηε: 

           =           =           =           = 3. 
 

Άξα, Α΄Β΄ = 3  ΑΒ = 3  1,5 = 4,5 cm. Οκνίσο έρνπκε  
Β΄Γ΄ = Γ΄Γ΄ = Γ΄Α΄ = 4,5 cm 
Δπεηδή ηα νκνηφζεηα ζρήκαηα έρνπλ ηηο αληίζηνηρεο 
γσλίεο ηνπ ίζεο, ην ηεηξάπιεπξν Α΄Β΄Γ΄Γ΄ πνπ είλαη 
νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ ζα έρεη ηηο γσλίεο ηνπ νξζέο. 
Δπνκέλσο ην ηεηξάπιεπξν Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη ηεηξάγσλν, 
αθνχ έρεη ηηο πιεπξέο ηνπ ίζεο θαη ηηο γσλίεο ηνπ νξζέο. 
Άξα  

Τν νκνηόζεην ελόο ηεηξαγώλνπ είλαη ηεηξάγσλν 

Α 
1,5 cm 

Β 

Γ Γ 

Ο 

Γ΄ Γ΄ 

Β΄ Α΄ 

 Α΄Β΄. 
ΑΒ 

 
 

 Β΄Γ΄. 
ΒΓ 

 
 

 Γ΄Γ΄. 
ΓΓ 

 
 

 Γ΄Α΄. 
ΓΑ 
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   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 
 1  Να ζπκπιεξψζεηε  
ηα παξαθάησ θελά. ΢ηελ  
νκνηνζε-ζία κε θέληξν Ο  
θαη ιφγν  
α) ι = 5 ην νκνηφζεην ηνπ Α είλαη ην .... 

γ) ι =      ην νκνηφζεην ηνπ Γ είλαη ην ..... 

β) ι = 2 ην νκνηφζεην ηνπ Β είλαη ην ..... 

δ) ι =      ην νκνηφζεην ηνπ Δ είλαη ην ..... 
 
 2  ΢ε πνηα απφ ηα παξαθάησ ζρήκαηα ηα πνιχγσλα 
είλαη νκνηφζεηα; 
 

 
 
 
 
 
 
 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ πίλαθα ηεο επφκελεο 
ζειίδαο: 

Ο Α Β Γ Γ Δ 

 1. 
3 

 
  3. 
5 

 
 

(΢ρ. 1) (΢ρ. 2) (΢ρ. 3) 
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ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Να θαηαζθεπάζεηε έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε πιεπξά 3 
cm. 
α) Να ζρεδηάζεηε ην νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε θέληξν Α  

θαη ιφγν: i) ι =        ii) ι = 2. 

β) Να ππνινγίζεηε ηηο πιεπξέο ησλ ηεηξαγψλσλ πνπ 
ζρεδηάζαηε. 
 
 2  Να θαηαζθεπάζεηε νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ, κε 
θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ = 12 cm θαη ΑΓ = 9 cm. Με θέ- 

ληξν ηελ θνξπθή Α θαη ιφγν ι =       λα ζρεδηάζεηε ην  

νκνηφζεην ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ θαη λα ππνινγίζεηε ηηο 
πιεπξέο ηνπ. 
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ΡΝ Γ  ΢Μ 

΢Μ   ΑΓ 

ΒΓ Α  ΚΡ 
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 3  Να ζρεδηάζεηε ην νκνηφζεην  
ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο κε θέληξν έλα  
νπνηνδήπνηε ζεκείν Ο εθηφο  
ηνπ ηξηγψλνπ θαη ιφγν ι = 3. 
Να ππνινγίζεηε ηηο πιεπξέο θαη  
ηηο γσλίεο ηνπ λένπ ηξηγψλνπ. 
 
 4  Να ζρεδηάζεηε ην νκνηφζεην ελφο θχθινπ (Ο, ξ) κε 
θέληξν νκνηνζεζίαο Ο θαη ιφγν ι = 3. Να απνδείμεηε φηη 
ν λένο θχθινο ζα έρεη ηξηπιάζην κήθνο θαη ελλεαπιάζην 
εκβαδφλ. 
 
 5  Να ηνπνζεηήζεηε ζην ζρήκα  
ηα ζεκεία Κ, Λ, Μ, Ν, Ρ αλ  
γλσξίδεηε φηη: 
- Σν Κ είλαη νκνηφζεην ηνπ Α κε  

θέληξν Γ θαη ιφγν      . 

- Σν Α είλαη νκνηφζεην ηνπ Λ κε  
θέληξν Κ θαη ιφγν 2. 
- Σν ΛΜ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΑΒ κε θέληξν Γ θαη  

ιφγν       . 

- Σν ΑΒ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΚΝ κε θέληξν Γ θαη ιφγν 3. 
 
 6  Οη δηαγψληνη παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ ηέκλνληαη 
ζην ζεκείν Κ. Να ζρεδηάζεηε ην νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε 
ιφγν 2 θαη θέληξν νκνηνζεζίαο: 

α) ην ζεκείν Κ   β) ην ζεκείν Α    

γ) έλα εμσηεξηθφ ζεκείν ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. 
Να ζπγθξίλεηε ηα ηξία νκνηφζεηα ζρήκαηα θαη λα 
δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζε ζαο. 

45
ν
 

Α 

Β 

Γ 

Α 

Β Γ 

 1. 
3 

 
 

 2. 
3 
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 7  ΢΄ έλα ηεηξαγσληζκέλν ραξηί λα ραξάμεηε έλα 
ζχζηεκα αμφλσλ θαη λα πάξεηε ηα ζεκεία Α(-1, 1), Β(2, 
2) θαη Γ(0, -2). 
α) Να ζρεδηάζεηε ηξίγσλν Α΄Β΄Γ΄ νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓ κε 
θέληξν ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη ιφγν ι = 2.  
Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ηνπ. Με πνηα 
ζρέζε ζπλδένληαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ησλ 
δχν ηξηγψλσλ; 
β) Να ζρεδηάζεηε ηξίγσλν Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓ 
κε θέληξν ην ζεκείν Κ(1, 1), ιφγν ι = 2 θαη λα βξείηε ηηο 
ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ ηνπ. Ηζρχεη ε αλάινγε 
ζρέζε γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ απηψλ ησλ 
ηξηγψλσλ; 
 
 8  ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα νξίζεηε ηα  

ζεκεία Γ, Δ  αληηζηνίρσο, ψζηε ΑΓ =       ΑΒ θαη  

ΑΔ =       ΑΓ. Να απνδείμεηε φηη  ΓΔ // ΒΓ θαη ΓΔ =      ΒΓ.  
 
 9  Να θαηαζθεπάζεηε  
ην νκνηφζεην ηνπ πε- 
ληαγψλνπ ΑΒΓΓΔ  
ζηελ νκνηνζεζία θαηά  
ηελ νπνία ηα ζεκεία  
Α΄, Β΄ είλαη νκνηφζεηα  
ησλ θνξπθψλ Α, Β  
αληηζηνίρσο. 

 

 1. 
3 

 
 

 1. 
3 

 
 

 1. 
3 
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 1.5.  Οκνηφηεηα 
 Μαζαίλσ πόηε δύν πνιύγσλα  

είλαη όκνηα. 
 Μαζαίλσ πόηε δύν ηξίγσλα  

είλαη όκνηα. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ην παξαθάησ ζρήκα, νη πιεπξέο ηνπ ηεηξαπιεχξνπ 
Α΄Β΄Γ΄Γ΄ (ή Π΄) έρνπλ δηπιάζην κέγεζνο απφ ηηο 
πιεπξέο ηνπ ηεηξαπιεχξνπ ΑΒΓΓ (ή Π) θαη νη αληίζηνη-
ρεο γσλίεο ησλ ηεηξαπιεχξσλ είλαη ίζεο. 
1. Να ζρεδηάζεηε ην  
ηεηξάπιεπξν  
Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Γ΄΄ (ή Π΄΄)  
πνπ είλαη νκνηφζεην  
ηνπ ΑΒΓΓ κε θέληξν  
Ο θαη ιφγν ι = 2. 
2. Να ζπγθξίλεηε ην  
ηεηξάπιεπξν πνπ  
ζρεδηάζαηε κε ην Π΄. 
3. Πνην ζπκπέξαζκα 
πξνθχπηεη γηα ηα  
αξρηθά ηεηξάπιεπξα 
Π θαη Π΄; 
 

 

 Α  Όκνηα πνιύγσλα 
Αλ έρνπκε δχν νκνηφζεηα πνιχγσλα, ηφηε ην έλα είλαη 
κεγέζπλζε ή ζκίθξπλζε ηνπ άιινπ ή είλαη ίζα. Γχν 
πνιχγσλα Π θαη Π΄ πνπ ην έλα είλαη κεγέζπλζε ή 

ζκίθξπλζε ηνπ άιινπ ή είλαη ίζα ηα ιέκε όκνηα θαη 
ζπκβνιίδνπκε Π ≈ Π΄. Απφ ηνλ πξνεγνχκελν νξηζκφ 
πξνθχπηεη φηη: 

Α Β 

Γ 
Γ 

Π 
Α΄ 

Β΄ Γ΄ 

Γ΄ Π΄ 

Ο 
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Τα νκνηόζεηα πνιύγσλα είλαη όκνηα. 

Αλ φκσο έλα πνιχγσλν Π΄, δελ είλαη νκνηφζεην ηνπ Π ή 
δελ είλαη εχθνιν λα εμεγήζνπκε φηη είλαη νκνηφζεην ηνπ 
Π, ηφηε πψο κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε φηη είλαη 
φκνηφ ηνπ; Αο πάξνπκε δχν ηεηξάπιεπξα ΑΒΓΓ (ή Π) 
θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄ (ή Π΄), ψζηε νη πιεπξέο ηνπ Π΄ λα είλαη 
δηπιάζηεο ησλ πιεπξψλ ηνπ Π θαη νη αληίζηνηρεο γσλίεο 
ηνπο λα είλαη ίζεο. Αλ ζρεδηάζνπκε έλα ηεηξάπιεπξν 
Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Γ΄΄ (ή Π΄΄) νκνηφζεην ηνπ Π κε ιφγν ι = 2, ηφηε 
ηα ηεηξάπιεπξα Π΄ θαη Π΄΄ είλαη ίζα, γηαηί έρνπλ θαη ηηο 
αληίζηνηρεο πιεπξέο θαη γσλίεο ηνπο ίζεο. Σν Π΄΄ σο 
νκνηφζεην ηνπ Π, κε ιφγν 2 είλαη κεγέζπλζε ηνπ, άξα θαη 
ην ίζν ηνπ πνιπγψλν Π΄ είλαη κεγέζπλζε ηνπ Π, νπφηε 
ηα ηεηξάπιεπξα Π θαη Π΄ είλαη φκνηα. Σν ίδην ζα ζπλέβαη-
λε αλ ην Π΄ ήηαλ ζκίθξπλζε ηνπ Π. 
Σα αξρηθά ηεηξάπιεπξα ΑΒΓΓ θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄ ηα 
ζρεδηάζακε, ψζηε λα ηζρχνπλ νη ζρέζεηο: 

           =            =            =            = 2 (1) 

θαη Α΄ = Α, Β΄ = Β, Γ΄ = Γ, Γ΄ = Γ. (2) 
θαη δηαπηζηψζακε φηη είλαη φκνηα. 
 

Γενικά 

Αλ δχν πνιχγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη 
ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο, ηφηε είλαη φκνηα. 

Γχν νπνηεζδήπνηε αληίζηνηρεο πιεπξέο νκνίσλ πνιχ- 

γψλσλ έρνπλ ηνλ ίδην ιφγν (π.ρ.            = 2), γη΄ απηφ  

ιέγνληαη νκόινγεο θαη ν ιφγνο ηνπο ιέγεηαη ιόγνο 

νκνηόηεηαο. 

Δίδακε ινηπφλ φηη δχν πνιχγσλα είλαη φκνηα, αλ είλαη ή 
κπνξεί λα γίλνπλ νκνηφζεηα θαη επνκέλσο ζα ηζρχνπλ  

 Α΄Β΄. 
ΑΒ 

 
 

 Β΄Γ΄. 
ΒΓ 

 
 

 Γ΄Γ΄. 
ΓΓ 

 
 

 Γ΄Α΄. 
ΓΑ 

 
 

 Α΄Β΄. 
ΑΒ 
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θαη γη’ απηά νη ηδηφηεηεο ησλ νκνηνζέησλ ζρεκάησλ, 
δειαδή:  

Αλ δύν πνιύγσλα είλαη όκνηα, ηόηε έρνπλ ηηο νκόιν-
γεο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο 
ηνπο ίζεο. 

Απφ ηε ζρέζε (1) θαη γλσζηή ηδηφηεηα ησλ αλαινγηψλ 
έρνπκε: 

ι =            =           =           =           = 

=                                               =                              . Άξα 
 

Ο ιόγνο ησλ πεξηκέηξσλ δύν όκνησλ πνιπγώλσλ 
είλαη ίζνο κε ην ιόγν νκνηόηεηαο ηνπο 
 

Λόγνο νκνηόηεηαο - Κιίκαθα 
Οη ράξηεο ζπλήζσο παξνπζηάδνπλ κηα γεσγξαθηθή 
πεξηνρή ζε ζκίθξπλζε, δειαδή παξνπζηάδνπλ έλα 
ζρήκα φκνην κε ην πξαγκαηηθφ. Σν κέγεζνο ηεο ζκί-
θξπλζεο θαζνξίδεηαη απφ ηελ θιίκαθα ηνπ ράξηε πνπ 
αλαγξάθεηαη πάλσ ζ’ απηφλ. Ζ θιίκαθα είλαη ν ιφγνο 
ηεο απφζηαζεο ζην ράξηε πξνο ηελ αληίζηνηρε πξαγ-
καηηθή απφζηαζε, δειαδή είλαη ν ιφγνο νκνηφηεηαο 
ησλ δχν ζρεκάησλ. 
Γηα παξάδεηγκα θιίκαθα 1 : 2000000 ζεκαίλεη φηη, ν 
ιφγνο νκνηφηεηαο ηνπ ζρήκαηνο ζην ράξηε πξνο ην  

πξαγκαηηθφ είλαη ι =                νπφηε 1 cm ζην ράξηε  

είλαη 20 km ζηελ πξαγκαηηθφηεηα. 

 Α΄Β΄. 
ΑΒ 

 
 

 Β΄Γ΄. 
ΒΓ 

 
 

 Γ΄Γ΄. 
ΓΓ 

 
 

 Γ΄Α΄. 
ΓΑ 

 
 

 Α΄Β΄ + Β΄Γ΄ + Γ΄Γ΄ + Γ΄Α΄ . 
ΑΒ + ΒΓ + ΓΓ + ΓΑ 

 
 + 
 +  

+ 
 

 πεξίκεηξνο Π΄. 
πεξίκεηξνο Π 

 
 

      1     . 
2000000 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 
 1   Να απνδεηρηεί φηη δχν θαλνληθά πεληάγσλα είλαη 
φκνηα. 
 
Λχζε  

Οη πιεπξέο ελφο  
θαλνληθνχ πνιπ- 
γψλνπ είλαη ίζεο.  
Άξα ηα θαλνληθά  
πεληάγσλα ΑΒΓΓΔ  
θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄Δ΄ έρνπλ  
ηηο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο, δειαδή ηζρχεη: 

         =          =         =          =            αθνχ θαη νη αξηζκεηέο 

θαη νη παξνλνκαζηέο είλαη κεηαμχ ηνπο ίζνη. 
Σα θαλνληθά πεληάγσλα έρνπλ θαη ηηο γσλίεο ηνπο ίζεο 
εθφζνλ θαζεκηά απφ απηέο είλαη  

θ = 180
ν
 -            =  180

ν
 - 72

ν
 = 108

ν
. 

Άξα ηα θαλνληθά πεληάγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο 
αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο, νπφηε 
είλαη φκνηα. 
 

Γενικά 

Γχν θαλνληθά πνιχγσλα πνπ έρνπλ ην ίδην πιήζνο 
πιεπξψλ είλαη φκνηα. 

 

 2   ΢ην δηπιαλφ ζρήκα θαίλεηαη ε  
αεξνθσηνγξαθία ελφο αγξνθηήκα- 
ηνο πνπ έρεη ζρήκα νξζνγσλίνπ  
θαη έρεη πεξηθξαρηεί κε ζπξκαηφ- 
πιεγκα κεθνπο 270 m. Να βξεζνχλ 

Α 

Β 

Γ Γ 

Δ 
θ 

θ 

θ 

θ 

θ 

θ 
θ 

θ 

θ θ 

Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ Γ΄ 

Δ΄ 

 ΑΒ. 
Α΄Β΄ 
 
 

 ΒΓ. 
Β΄Γ΄ 
 
 

 ΓΓ. 
Γ΄Γ΄ 
 
 

 ΓΔ. 
Γ΄Δ΄ 
 
 

 ΔΑ. 
Δ΄Α΄ 
 
 

 360
ν
. 

2 
 
 

Α Β 

Γ Γ 
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νη πξαγκαηηθέο δηαζηάζεηο ηνπ αγξνθηήκαηνο. Με πνηα  
θιίκαθα έρεη θσηνγξαθεζεί ην αγξφθηεκα; 
 

Λχζε  
Σν νξζνγψλην ΑΒΓΓ ηεο αεξνθσηνγξαθίαο είλαη 
ζκίθξπλζε ηνπ πξαγκαηηθνχ αγξνθηήκαηνο Α΄Β΄Γ΄Γ΄, 
νπφηε είλαη φκνην πξνο απηφ.   

Άξα ηζρχεη           =          = ι    (1). 

Ο ιφγνο νκνηφηεηαο ι είλαη ίζνο κε ην ιφγν ησλ πεξη-
κέηξσλ ηνπο. Ζ πεξίκεηξνο ηνπ ΑΒΓΓ είλαη 2  4 + 2  5 = 
= 18 cm, ελψ ηνπ Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη ίζε κε ην κήθνο ηνπ 
ζπξκαηνπιέγκαηνο, δειαδή 270 m ή 27000 cm. 

Άξα ι =              =           νπφηε           =          =           .        
 
Δπνκέλσο έρνπκε: 
Α΄Γ΄ = 1500  ΑΓ = 1500  4 = = 6000 cm ή Α΄Γ΄ = 60 m.  
Γ΄Γ΄ = 1500  ΓΓ = 1500  5 = = 7500 cm ή Γ΄Γ΄ = 75 m. 
Γειαδή, νη πξαγκαηηθέο δηαζηάζεηο ηνπ αγξνθηήκαηνο 
είλαη 60 m θαη 75 m. Ζ θιίκαθα θσηνγξάθηζεο είλαη ίζε  

κε ην ιφγν νκνηφηεηαο ι =           δειαδή 1 : 1500. 
 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 

α) Γχν ηεηξάγσλα είλαη φκνηα.  

β) Γχν νξζνγψληα είλαη φκνηα.  

γ) Αλ δχν πνιχγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο  
αλάινγεο, ηφηε είλαη φκνηα.  

δ) Γχν ξφκβνη είλαη ζρήκαηα φκνηα.  

ε) Αλ δχν πνιχγσλα είλαη ίζα, ηφηε είλαη φκνηα.  

 ΑΓ. 
Α΄Γ΄ 
 
 

 ΓΓ. 
Γ΄Γ΄ 
 
 

    18   . 
27000 
 
 

   1  . 
1500 
 
 

 ΑΓ. 
Α΄Γ΄ 
 
 

 ΓΓ. 
Γ΄Γ΄ 
 
 

   1  . 
1500 
 
 

   1  . 
1500 
 
 

62 / 217 



ζη) Γχν θαλνληθά πνιχγσλα είλαη φκνηα.   
 
 2  Πνηα απφ ηα πνιχ- 
γσλα ηνπ δηπιαλνχ 
ζρήκαηνο είλαη φκνηα; 

 
 
 
 
 3  ΢ε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ ζρήκαηα λα ζπκπιε-
ξψζεηε ηνλ πίλαθα κε ηηο δηαζηάζεηο ησλ αληηζηνίρσλ 
παξαιιεινγξάκκσλ θαη λα βξείηε πνηα απ’ απηά είλαη 
φκνηα. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Π1 
Π2 

Π3 
Π4 Π5 

Π6 Π7 

1 κνλ 

Μ Λ 

Κ Η 

Δ Ε 

Ζ Θ 

Α Β 

Γ Γ 

 Γηαζηάζεηο 

ΑΒΓΓ   

ΔΕΖΘ   

ΗΚΛΜ   
 

Α Θ 

Η Κ 

Β 

Γ 
Γ 

Δ 

Ε Ζ 

 Γηαζηάζεηο 

ΑΒΓΓ   

ΔΕΖΘ   

ΑΘΗΚ   
 

1 κνλ 
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 4  Αλ ηα ηεηξάπιεπξα  
ΑΒΓΓ θαη Α΄Β΄Γ΄Γ΄  
είλαη φκνηα, λα ζπ- 
κπιεξψζεηε ηηο  
πξνηάζεηο: 

α) Ο ιφγνο νκνηφηεηαο  
ηνπ ΑΒΓΓ πξνο ην Α΄Β΄Γ΄Γ΄ είλαη...................... 

β) Ο ιφγνο νκνηφηεηαο ηνπ Α΄Β΄Γ΄Γ΄ πξνο ην ΑΒΓΓ είλαη 
...................... 

γ) Αλ ε γσλία Β είλαη 110
ν
, ηφηε θαη ε γσλία ....... είλαη 

110
ν
. 

δ) Ο ιφγνο ι =                                                   είλαη ίζνο 
κε ……. 
ε) Ζ πιεπξά ΒΓ είλαη ίζε κε.......cm. 
 
 
 

        ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ –  ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  ΢ε πνηα απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο ηα παξαι-
ιειφγξακκα ΑΒΓΓ θαη ΔΕΖΘ είλαη φκνηα; Να αηηηνιν-
γήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
α)                                        β)  
 

 
 
 
 
 

Α Β 

Γ 
Γ 

Β΄ 
Α΄ 

Γ΄ 

Γ΄ 

 Α΄Β΄ + Β΄Γ΄ + Γ΄Γ΄ + Γ΄Α΄ . 
ΑΒ + ΒΓ + ΓΓ + ΓΑ 

 
 + 
 +  

+ 
 

Α Β 

Γ Γ 

Δ Ε 

Ζ Θ 

Α Β 

Γ Γ 

Δ 
Ε 

Ζ Θ 
120

ν
 

60
ν
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 2  Αλ ηα ηεηξάπιεπξα ΑΒΓΓ θαη ΔΕΖΘ είλαη φκνηα, λα 
βξείηε ην x ζε θαζεκηά απφ ηηο πεξηπηψζεηο: 
 

α)                                               β) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 3  Έλα παξαιιειφγξακκν έρεη πιεπξέο 24 cm θαη 18 
cm. Έλαο καζεηήο ζέινληαο λα θαηαζθεπάζεη έλα 
παξαιιειφγξακκν φκνην κ’ απηφ αιιά πνπ λα έρεη ηε 
κεγαιχηεξε πιεπξά 20 cm, ζθέθηεθε λα κεηψζεη θαη ηελ 
άιιε πιεπξά θαηά 4 cm. Ήηαλ ζσζηή ε ζθέςε ηνπ; Να 
αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 
 4  Οη δηαγψληνη ελφο παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ ηέκλν-
ηαη ζην ζεκείν Κ. Να απνδείμεηε φηη ην ηεηξάπιεπξν 
πνπ πξνθχπηεη αλ ελψζνπκε ηα κέζα ησλ ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, 
ΚΓ είλαη παξαιιειφγξακκν φκνην κε ην ΑΒΓΓ. 
 
 5  ΢ην παξαιιειφγξακκν ΑΒΓΓ  

είλαη ΑΚ =      ΑΓ, ΔΕ // ΑΓ θαη  

ΖΘ // ΑΒ. Να απνδείμεηε φηη: 
α) Σν παξαιιειφγξακκν  
ΑΔΚΖ είλαη φκνην κε ην ΑΒΓΓ. 
β) Σν παξαιιειφγξακκν ΑΔΚΖ είλαη φκνην κε ην ΚΘΓΕ. 
 
 6  Έλαο καζεηήο μεθίλεζε ην πξσί απφ ην ζπίηη ηνπ  
Μ θαη αθνχ αθνινχζεζε ηε δηαδξνκή πνπ θαίλεηαη ζην 
ζρέδην ηεο επφκελεο ζειίδαο έθηαζε ζην ζρνιείν ηνπ  

Α 
Β 

Γ 

Γ 

Θ Δ 

Ε 

Ζ 

x 
130

ν
 

Α 

B 

Γ Γ 

Θ 
Δ 

Ε Ζ 
x 

Α Δ Β 

Κ 
Θ Ζ 

Γ Ε Γ 

 1. 
4 
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΢. Σν κεζεκέξη επέζηξεςε ζπίηη  
ηνπ απφ άιιν δξφκν πξνθεη- 
κέλνπ λα πεξάζεη θαη απφ ην  
ζπίηη ελφο θίινπ ηνπ πνπ βξη- 
ζθφηαλ ζην ζεκείν Φ. Αλ ε  
ζπλνιηθή δηαδξνκή πνπ έθαλε  
ν καζεηήο ήηαλ 640 m, λα βξείηε  
πφζν απέρνπλ ηα ζπίηηα ησλ  
δχν θίισλ. Πνηα είλαη ε θιίκαθα  
ηνπ ζρεδίνπ; 
 

 Β  Όκνηα ηξίγσλα 
Γχν ηξίγσλα ΑΒΓ,  
ΓΔΕ, φπσο θαη  
δχν πνιχγσλα,  
είλαη φκνηα, αλ  
έρνπλ ηηο πιεπξέο  
ηνπο αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο. 

Γειαδή αλ έρνπλ           =         = 

θαη Α = Γ,   Β = Δ,   Γ = Ε. 
Γηα λα είλαη ινηπφλ δχν ηξίγσλα φκνηα πξέπεη λα 
ηζρχνπλ φιεο νη πξνεγνχκελεο ηζφηεηεο; Δπηπρψο φρη. 
Γηα παξάδεηγκα, αο πάξνπκε δχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΔΕ  

πνπ έρνπλ δχν γσλίεο ηνπο ίζεο (Α = Γ  θαη Β = Δ). 
Αλ ηνπνζεηήζνπκε ην ηξίγσλν ΓΔΕ πάλσ ζην ΑΒΓ, 
ψζηε ε γσλία Γ λα ζπκπέζεη κε ηελ ίζε ηεο γσλία Α, 
ηφηε ε πιεπξά ΔΕ ζα ζπκπέζεη κε ηε Β΄Γ΄ θαη νη γσλίεο 
Β, Β΄ ζα είλαη ίζεο. Άξα Β΄Γ΄ // ΒΓ θαη απφ ην Θεψξεκα 
ηνπ Θαιή έρνπκε: 

          =          =        ή   ΑΒ΄ =       ΑΒ   θαη ΑΓ΄ =       ΑΒ 

Μ 

Φ ΢ 

Α 

Β 

Β΄ 

Γ 

Γ΄ 

Γ 

Δ Ε 

 ΑΒ. 
ΓΔ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΕ 
 
 

 ΒΓ. 
ΔΕ 

 
 

 ΑΒ΄. 
ΑΒ 

 
 

 ΑΓ΄. 
ΑΓ 

 
 

 2. 
3 

 
 

 2. 
3 

 
 

 2. 
3 
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Άξα ην ηξίγσλν ΑΒ΄Γ΄ είλαη νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓ ζηελ  

νκνηνζεζία κε θέληξν Α θαη ιφγν       , νπφηε  

ΑΒ΄Γ΄ ≈ ΑΒΓ. Δπεηδή ηα ηξίγσλα ΓΔΕ, ΑΒ΄Γ΄ είλαη ίζα, 
ζα είλαη θαη ΓΔΕ ≈ ΑΒΓ. Δπνκέλσο 
 

Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ δχν γσλίεο ηνπο ίζεο κία πξνο 
κία, ηφηε είλαη φκνηα. 

Δίδακε ινηπφλ, φηη αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ δχν γσλίεο 
ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηφηε είλαη φκνηα, νπφηε ζα έρνπλ 
θαη ηελ ηξίηε γσλία ηνπο ίζε θαη ηηο νκφινγεο πιεπξέο 
ηνπο αλάινγεο. 

 
ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 
 1   Έλαο πξνβνιέαο Π βξίζθεηαη ζην  
έδαθνο θαη θσηίδεη έλα δέληξν ΒΓ.  
Ζ ζθηά ηνπ δέληξνπ ζην απέλαληη  
θηίξην θηάλεη κέρξη ηελ  
νξνθή ηνπ 4νπ νξφθνπ.  
Αλ ην ηζφγεην θαη θάζε  
φξνθνο έρνπλ χςνο  
3 m θαη ε απφζηαζε ηνπ δέληξνπ απφ ηνλ πξνβνιέα 
είλαη 8 m, ελψ απφ ην θηίξην είλαη 12 m, λα βξεζεί ην 
χςνο ηνπ δέληξνπ. 
 
Λχζε  
Σα ηξίγσλα ΠΒΓ θαη ΠΒ΄Γ΄ είλαη νξζνγψληα, αθνχ   

Β = Β΄ = 90
o
 θαη έρνπλ ηε γσλία Π θνηλή. Δπνκέλσο, 

έρνπλ δχν γσλίεο ίζεο, νπφηε είλαη φκνηα θαη ζα έρνπλ 
ηηο νκφινγεο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο, δειαδή  

          =              (1). 

 2. 
3 

 
 

Β Β΄ 

Γ΄ 

Γ 

Π 8 m 12 m 

 BΓ. 
Β΄Γ΄ 
 
 

 ΠΒ. 
Π΄Β΄ 
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Γ Α 

Β 

σ 

θ 

Γ 

8 cm 

Ζ ζθηά θαιχπηεη ην ηζφγεην θαη 4 νξφθνπο, νπφηε ζα 

έρεη χςνο Β΄Γ΄ = 5  3 = 15 m. Άξα ε ηζφηεηα (1) γίλεηαη           

        =              ή  20  ΒΓ = 120, νπφηε ην χςνο ηνπ 
 

δέληξνπ είλαη ΒΓ = 6 m. 
 
 2   ΢’ έλα νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε ππνηείλνπζα ΒΓ = 
10 cm θαη ΑΓ = 8 cm λα ραξαρζεί ην χςνο ΑΓ. Να 
απνδεηρζεί φηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη φκνηα θαη 
λα γξαθνχλ νη ίζνη ιφγνη. Να ππνινγηζηνχλ ηα ηκήκαηα 
ΓΓ θαη ΓΒ. 
 
Λχζε  
Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ  
είλαη νξζνγψληα, αθνχ  

Α = Γ = 90
o
 θαη έρνπλ ηε  

γσλία Γ θνηλή. Γειαδή,  
έρνπλ δχν γσλίεο ίζεο κία  
πξνο κία, νπφηε είλαη φκνηα 
θαη ζα έρνπλ ηηο νκφινγεο πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. Οη 
νκφινγεο πιεπξέο ησλ ηξηγψλσλ είλαη νη πιεπξέο πνπ 
βξίζθνληαη απέλαληη απφ ηηο ίζεο γσλίεο ηνπο. 
 

 
 
 
 
 
 

 ΒΓ. 
15 

 
 

    8   . 
8 + 12 
 
 

Ίζεο γσλίεο Α = Γ = 90
o
 Γ θνηλή σ = θ 

Απέλαληη πιεπ-
ξά ζην ηξίγσ- 

λν ΑΒΓ 
ΒΓ ΑΒ ΑΓ 

Απέλαληη πιεπ-
ξά ζην ηξίγσ- 

λν ΑΓΓ 
ΑΓ ΑΓ ΓΓ 
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Άξα έρνπκε          =         =           (1). 
 
Απφ ηηο ηζφηεηεο (1) έρνπκε          =           ή          =        . 

Άξα 10  ΓΓ = 64, νπφηε ΓΓ = 6,4 cm. Δπεηδή ΒΓ = 10 cm  
θαη ΓΓ = 6,4 cm έρνπκε ΒΓ = 10 - 6,4 δειαδή ΒΓ = 3,6 cm. 

 
   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Πνηα απφ ηα παξαθάησ δεχγε ηξηγψλσλ είλαη φκνηα; 

α)                                         β) 

 

 

 

γ) 

 

 
 
 2  Να εμεγήζεηε γηαηί ηα  
ηξίγσλα ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη φκνηα. 
 
 
 3  Να γξάςεηε ηνπο ίζνπο  
ιφγνπο ζηα παξαθάησ  
δεχγε ησλ νκνίσλ  
ηξηγψλσλ. 
α) 
     –––– = –––– = –––– 

 ΒΓ. 
ΑΓ 
 
 

 ΑΒ. 
ΑΓ 

 
 

 ΑΓ. 
ΓΓ 

 
 

 ΒΓ. 
ΑΓ 
 
 

 ΑΓ. 
ΓΓ 
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β)  
 
  –––– = –––– = –––– 
 
 
γ)  
 
 
 –––– = –––– = –––– 
 
 
 
 
 4  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 

α) Γχν ηζφπιεπξα ηξίγσλα είλαη φκνηα.   

β) Αλ δχν νξζνγψληα ηξίγσλα έρνπλ κία νμεία  
γσλία ίζε, είλαη φκνηα.   

γ) Γχν φκνηα ηξίγσλα έρνπλ ηηο νκφινγεο πιεπξέο  
ηνπο αλάινγεο.   

δ) Γχν νξζνγψληα θαη ηζνζθειή ηξίγσλα είλαη  
φκνηα.  

ε) Αλ δχν ηζνζθειή ηξίγσλα έρνπλ κία γσλία 40
ν
,  

είλαη φκνηα.  

ζη) Ο ιφγνο ησλ πεξηκέηξσλ δχν νκνίσλ  
ηξηγψλσλ, είλαη ίζνο κε ην ιφγν νκνηφηεηάο ηνπο. 
 
 5  α) Να εμεγήζεηε  
γηαηί ηα ηξίγσλα  
ΑΒΓ θαη Δ΢Ζ είλαη  
φκνηα. 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 
Δ 

Ε 

Α 

Β Γ 

Γ 

Ε 

Δ 

Α Β 

Γ Γ 
Ζ 

Δ Ε 

Θ 
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β) Αλ δχν πνιχγσλα απνηεινχληαη απφ ηνλ ίδην αξηζκφ 
νκνίσλ ηξηγψλσλ, είλαη πάληνηε φκνηα; 
 
 
 ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Να ππνινγίζεηε ην ρ ζε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ 
πεξηπηψζεηο: 
α)                           β)                        γ) 

 
 
 
 
 
 
 

 2  Γίλεηαη νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Α = 90
o
) θαη ΑΓ ην 

χςνο ηνπ. Να απνδείμεηε φηη ηα ηξίγσλα ΑΓΒ θαη ΑΓΓ 
είλαη φκνηα. Αλ ΓΒ = 4 cm θαη ΓΓ = 9 cm, λα βξείηε ην 
κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ. 
 
 3  ΢ηηο θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ = 8 cm θαη ΑΓ = 12 cm ελφο 
νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ λα πάξεηε αληηζηνίρσο ηα 
ζεκεία Γ θαη Δ, ψζηε ΑΓ = 2 cm θαη ΑΔ = 3 cm. Να 
απνδείμεηε φηη:  

α) ΓΔ // ΒΓ 

β) ηα ηξίγσλα ΑΓΔ, ΑΒΓ είλαη φκνηα. 

Α 

Β Γ 

Γ Δ x 
Α 

Γ 

Β 

Δ 

Γ 

x 

Α 

Β Γ 

Γ Δ 
x 
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 4  Να βξείηε ην πιάηνο ΑΒ ηνπ  
πνηακνχ, αλ ΑΓ = 12 m,  
ΓΓ = 15 m, ΔΓ = 60 m  

θαη Α = Γ = 90
ν
. 

 
 

 
 5  Να απνδείμεηε φηη ηα ηξίγσλα  
ΑΔΓ, ΒΔΓ είλαη φκνηα θαη λα  
ππνινγίζεηε ην x. 
 
 
 
 6  Μπξνζηά ζην κάηη καο θαη 
ζε απφζηαζε 0,4 m θξαηάκε  
θαηαθφξπθα έλα ξαβδί  
ΑΒ = 0,5 m. Αλ κεηαθηλεζνχκε  
θαη ζηαζνχκε ζε έλα ζεκείν Ε  
ηέηνην, ψζηε νη επζείεο ΟΑ, ΟΒ  
λα θαηαιήγνπλ ζηε βάζε θαη  
ζηελ θνξπθή ηεο θεξαίαο ελφο  
ξαδηνθσληθνχ ζηαζκνχ, δηαπη- 
ζηψλνπκε φηη ε απφζηαζε καο  
απφ ηελ θεξαία είλαη ΓΕ = 16,8 m.  
Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε ην χςνο ηεο θεξαίαο; 
 
 7  ΢ην ηξαπέδην ΑΒΓΓ  
είλαη ΔΕ // ΓΓ, ΒΖ // ΑΓ  
θαη ΔΘ // ΑΓ. Να απνδεί- 
μεηε φηη ηα ηξίγσλα ΒΖΔ,  
ΔΘΓ είλαη φκνηα θαη λα  
ππνινγίζεηε ην x. 
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Γ 
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Α Β 
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Θ 
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Ε 
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0,4 m 
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 8  Ο γηνο έρεη  
χςνο 1,36 m.  
Πνην είλαη ην  
χςνο ηνπ  
παηέξα ηνπ; 
 

 
 
 
               ΔΝΑ ΘΔΜΑ ΑΠΟ ΣΖΝ Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΧΝ  
               ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ 

Ζ ζεσξία ησλ νκνίσλ ζρεκάησλ ήηαλ γλσζηή απφ ηα 
κέζα ηνπ 7νπ αηψλα π.Υ. Με ηε βνήζεηα ηεο ζεσξίαο 

απηήο ν Θαιήο ν Μηιήζηνο (624 - 547 π.Υ.), έλαο απφ 
ηνπο επηά ζνθνχο ηεο αξραηφηεηαο, θαηφξζσζε λα 
ππνινγίζεη ην χςνο ηεο κεγάιεο ππξακίδαο ηνπ 
Υένπνο απφ ην κήθνο ηεο ζθηάο ηεο, απνζπψληαο ην 
ζαπκαζκφ ηνπ βαζηιηά ηεο Αηγχπηνπ, ηνπ Άκαζη. 
Γε γλσξίδνπκε αθξηβψο ηηο ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνίε-
ζε ν Θαιήο ζ’ απηφ ην επίηεπγκα ηνπ. Ο Πινχηαξρνο, 
σζηφζν, καο δηεγείηαη ηα εμήο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α 

Β 

Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ Γ 
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«Αθού έζηηζε ηο παβδί ηος ο Θαλήρ ζηο ηέλορ ηηρ 
ζκιάρ ηηρ πςπαμίδαρ από ηα δύο όμοια ηπίγυνα πος 
πποκύπηοςν από ηην επαθή ηηρ ακηίναρ ηος ήλιος, απέ-
δειξε όηι o λόγορ πος είσε η ζκιά ηηρ πςπαμίδαρ ππορ ηη 
ζκιά ηηρ πάβδος ήηαν ο ίδιορ με ηο λόγο πος είσε ηο 
ύτορ ηηρ πςπαμίδαρ ππορ ηο μήκορ ηηρ πάβδος». 
 
Ο Γηνγέλεο ν Λαέξηηνο, κάιηζηα, ηζρπξίδεηαη φηη ν 
Θαιήο κέηξεζε ηε ζθηά ηεο ππξακίδαο, φηαλ ην κήθνο 
ηεο ξάβδνπ έγηλε ίζν κε ην κήθνο ηεο ζθηάο ηεο. 
 

 

Μπνξείηε λα εμεγήζεηε, πψο ν Θαιήο ππνιφγηζε ηειηθά 
ην χςνο ηη ππξακίδαο, αθνχ κπνξνχζε λα κεηξήζεη ην 
κήθνο ηεο πιεπξάο ηεο ηεηξαγσληθήο βάζεο ηεο 
ππξακίδαο θαη ηεο ζθηάο ΓΑ΄; 
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1.6.  Λφγνο εκβαδψλ νκνίσλ ζρεκάησλ 
 Μαζαίλσ ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη  
ηα εκβαδά νκνίσλ πνιπγψλσλ. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

Έλαο κεραληθφο ζρεδίαζε έλα γήπεδν κπάζθεη κε 
θιίκαθα 1 : 50. Σν ζρέδην είρε δηαζηάζεηο 60 cm x 30 
cm. 
1. Να ππνινγίζεηε ηηο πξαγκαηηθέο  
δηαζηάζεηο ηνπ γεπέδνπ. 
2. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν ηνπ  
εκβαδνχ ηνπ ζρεδίνπ πξνο ην αληί- 
ζηνηρν εκβαδά ηνπ γεπέδνπ. 
3. Να ζπγθξίλεηε ην ιφγν πνπ βξήθαηε κε ην ηεηξάγσλν 
ηεο θιίκαθαο ηνπ ζρεδίνπ. 

 

΢ρεδηάδνπκε έλα νξζνγψλην  
ΑΒΓΓ κε δηαζηάζεηο α, β.  
Αλ ζρεδηάζνπκε θαη ην  
νξζνγψλην Α΄Β΄Γ΄Γ΄ κε  
ηξηπιάζηεο δηαζηάζεηο,  
ηφηε ην νξζνγψλην απηφ  
είλαη φκνην πξνο ην αξρηθφ  
κε ιφγν νκνηφηεηαο ι = 3.  
Σα εκβαδά Δ΄, Δ ησλ δχν  
νξζνγσλίσλ είλαη: 

Δ΄ = 3α  3β θαη Δ = α  β 

νπφηε ν ιφγνο ηνπο είλαη: 

                    =                  = 3
2
  

Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη, ν ιφγνο ησλ εκβαδψλ ησλ 
νκνίσλ απηψλ νξζνγσλίσλ είλαη ίζνο κε ην ηεηξάγσλν 
ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 

Γ 

Α B 

Γ 

α 

β 

Α΄ Β΄ 

Γ΄ Γ΄ 3α 

3β 

 Δ΄. 
Δ 

 
 

 3α  3β. 
α  β 
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Οκνίσο, αλ ζηηο θάζεηεο  
πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ ελφο  
νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ  
ΑΒΓ πάξνπκε ηα ζεκεία  
Γ, Δ αληηζηνίρσο, ψζηε  

ΑΓ =      ΑΒ θαη ΑΔ =      ΑΓ,  

ηφηε  ζρεκαηίδεηαη ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΓΔ, πνπ 
είλαη νκνηφζεην ηνπ ΑΒΓ κε θέληξν νκνηνζεζίαο Α θαη   

ιφγν      . Άξα ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη φκνην κε ην ηξί- 

γσλν ΑΒΓ κε ιφγν νκνηφηεηαο ι =      . 

Γηα ηα εκβαδά (ΑΓΔ) θαη (ΑΒΓ) ησλ νκνίσλ απηψλ 
ηξηγψλσλ ηζρχεη: 
 

 
               =                           =                  =            =  
 
 
Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη ν ιφγνο ησλ εκβαδψλ ησλ 
νκνίσλ ηξηγψλσλ ΑΓΔ, ΑΒΓ είλαη θαη πάιη ίζνο κε ην 
ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηαο ηνπο. 
 

Γενικά 

Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ δχν νκνίσλ ζρεκάησλ είλαη ίζνο 
κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 

 
Γηα παξάδεηγκα, ζην ζρήκα ηεο επφκελεο ζειίδαο ην 
πνιχγσλν (Π) είλαη φκνην κε ην πνιχγσλν (Π΄) θαη δχν 
νκφινγεο πιεπξέο ηνπο είλαη 2 cm θαη 4 cm 
αληηζηνίρσο. 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

 3. 
5 

 
 

 (ΑΓΔ). 

(ΑΒΓ) 

 1. 
2 

 
 

  ΑΓ  ΑΔ 

 1. 
2 

 
 

  ΑΒ  ΑΓ 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 ΑΔ. 
ΑΓ 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

 3. 
5 

 
 

2 
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Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 1 

Ο ιφγνο νκνηφηεηαο  
ηνπ (Π) πξνο ην (Π΄)  

είλαη ι =      =      ,  

νπφηε γηα ηα εκβαδά  

ηνπο Δ θαη Δ΄ ηζρχεη 

       =          =      . 

 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   ΢ηελ πιεπξά ΑΒ ηξηγψλνπ ΑΒΓ παίξλνπκε ζεκείν  

Γ, ηέηνην ψζηε ΑΓ =       ΑΒ. Απφ ην Γ θέξνπκε παξάι- 

ιειε ζηε ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην ζεκείν Δ. Αλ ην 

εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ είλαη 18 cm
2
, λα  

βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ ΓΔΓΒ. 
 

Λχζε  
Σα ηξίγσλα ΑΓΔ θαη ΑΒΓ έρνπλ ηε  

γσλία Α θνηλή θαη Γ1 = Β, γηαηί  
είλαη εληφο εθηφο θαη επί ηα απηά  
κέξε ησλ παξαιιήισλ ΓΔ, ΒΓ πνπ  
ηέκλνληαη απφ ηελ ΑΒ. Γειαδή, ηα ηξίγσλα απηά έρνπλ 
δχν γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, νπφηε είλαη φκνηα κε  

ιφγν νκνηφηεηαο ι =         =      . Άξα γηα ηα εκβαδά  

(ΑΓΔ) θαη (ΑΒΓ) ηζρχεη              =            ή                =  

ή (ΑΓΔ) = 8 cm
2
.   Σν ηξαπέδην ΓΔΓΒ έρεη εκβαδφλ 

(ΓΔΓΒ) = 18 cm
2
 - 8 cm

2
 = 10 cm

2
. 

Π 

Π΄ 

2 cm 4 cm 

 2. 
4 

 
 

 1. 
2 

 
 

 Δ. 
Δ΄ 
 
 

 1. 
2 

 
 

 1. 
4 

 
 

2 

 2. 
3 

 
 

 ΑΓ. 
ΑΒ 
 
 

 2. 
3 

 
 

 (ΑΓΔ). 
(ΑΒΓ) 

 
 

 2. 
3 

 
 

2 
 (ΑΓΔ). 

18 
 
 

 4. 
9 
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 2  ΢ε έλα ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ πξνεθηείλνπκε ηηο ΑΒ, ΑΓ, 
ΑΓ θαηά ίζα ηκήκαηα θαη ζρεκαηίδνπκε ην ηεηξάπιεπξν 
ΑΔΕΖ. Πφζεο θνξέο κεγαιχηεξν είλαη ην εκβαδφλ ηνπ 
ηεηξαπιεχξνπ ΑΔΕΖ απφ ην εκβαδφλ ηνπ ΑΒΓΓ; 
 
Λχζε  
Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΕΖ είλαη νκνηφ- 
ζεην ηνπ ΑΒΓΓ κε θέληξν Α θαη  
ιφγν 2. 
Άξα ΑΔΕΖ ≈ ΑΒΓΓ, νπφηε 

                =           =        =      . 
 
Δπνκέλσο, (ΑΔΕΖ) = 4(ΑΒΓΓ), δειαδή ην ηεηξάπιεπξν 
ΑΔΕΖ έρεη ηεηξαπιά-ζην εκβαδφλ απφ ην ηεηξάπιεπξν 
ΑΒΓΓ. 
 
 

 ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 

 1  Αλ ηα πνιχγσλα Π1, Π2 είλαη φκνηα, λα ζπκπιεξψζε-

ηε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα εκβαδά ηνπο Δ1, Δ2. 

 
 
 
 
 
 

 (ΑΒΓΓ). 
(ΑΔΕΖ) 

 
 

 ΑΒ. 
ΑΔ 

 
 

2  1. 
2 

 
 

2  1. 
4 

 
 

Α 

Β 
Γ 

Γ 

Δ Ε 

Ζ 

Π1 

Π2 

2 cm 

4 cm 

E1 = ...E2 
 

Π1 Π2 

E1 = ...E2 
 

4 cm 

2 cm Π1 

Π2 

E1 = ...E2 
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 2  Να ζπκπιεξψζεηε ηα θελά ζηηο παξαθάησ πξνηά-
ζεηο: 

α) Αλ ηξηπιαζηάζνπκε θάζε πιεπξά ελφο ηεηξαγψλνπ, 
ηφηε ην εκβαδφλ ηνπ γίλεηαη ....................... θνξέο 
κεγαιχηεξν. 

β) Αλ δηπιαζηάζνπκε θάζε πιεπξά ελφο ηζνπιεχξνπ 
ηξηγψλνπ, ηφηε ην εκβαδφλ ηνπ γίλεηαη ......................... 
θνξέο κεγαιχηεξν. 

γ) Αλ έλαο ξφκβνο έρεη πιεπξά 6 cm θαη έλαο άιινο 
φκνηνο ηνπ ξφκβνο έρεη πιεπξά 3 cm, ηφηε ν δεχηεξνο 
ξφκβνο έρεη εκβαδφλ ....................... θνξέο κηθξφηεξν 
απφ ην εκβαδφλ ηνπ πξψηνπ ξφκβνπ. 
 

 3  Έλα νξζνγψλην Π1 είλαη φκνην κε ην νξζνγψλην Π2  

κε ιφγν νκνηφηεηαο      . Ο Γηάλλεο ηζρπξίδεηαη φηη ην  

εκβαδφλ ηνπ Π1, είλαη ην 16% ηνπ εκβαδνχ ηνπ Π2. Έρεη 
δίθην; 
 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα  
είλαη ΓΔ // ΒΓ.  Να 
ππνινγίζηε ην 

ιφγν   
 
 
 2  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ΓΔ // ΒΓ.  Αλ ην ηξίγσλν ΑΓΔ  έρεη 

εκβαδφλ 18 cm
2
, ηφηε λα ππνιν- 

γίζεηε ην εκβαδφλ ηνπ  
ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 

 2. 
5 

 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

3 cm 

2 cm  (ΑΓΔ). 
ΑΒΓ 

 
 Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 3 cm 

5 cm 
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 3  ΢ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε βάζεηο ΑΒ = = 1 cm θαη ΓΓ = 5 
cm, νη δηαγψληεο ΑΓ θαη ΒΓ ηέκλνληαη ζην Ο. Να ππν-
ινγίζεηε πφζεο θνξέο ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΟΓΓ 
είλαη κεγαιχηεξν απφ ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ. 
 
 4  Αλ Γ, Δ, ΢ είλαη ηα κέζα ησλ πιεπξψλ ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ 
ηξηγψλνπ ΑΒΓ αληηζηνίρσο, ηφηε λα ππνινγίζεηε ηνπο 
ιφγνπο: 

α)                     β)  
 
 
 5  Αλ Δ ην εκβαδφλ ηνπ  
ηξηγψλνπ ΑΒΓ, ΓΕ // ΒΓ  
θαη ΓΖ // ΑΓ, ηφηε λα  
απνδείμεηε φηη γηα ηα  
εκβαδά Δ1, Δ2, Δ3 ηζρχνπλ:  

Δ1 =      Δ,  Δ2 =      Δ,  θαη   Δ3 = Δ1. 
 
 

 6  ΢ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ  
λα θέξεηε ην χςνο ΑΓ πνπ  
αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα.  
Να ππνινγίζεηε ηνπο ιφγνπο: 

α)                     β)  
 
 

 
 7  ΢ην εζσηεξηθφ ηξηγψλνπ  
ΑΒΓ λα πάξεηε ηπραίν ζεκείν  
Ο. Αλ Γ, Δ, Ε είλαη αληηζηνίρσο  
ηα κέζα ησλ ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ηφηε  
λα απνδείμεηε φηη:  
α) ην ηξίγσλν ΓΔΕ είλαη φκνην  
κε ην ηξίγσλν ΑΒΓ.  

 (ΑΕΔ). 
(ΑΒΓ) 
 
 

 (ΓΔΕ). 
(ΑΒΓ) 
 
 

 4. 
9 

 
 

 1. 
9 

 
 

Α Γ 

Β 

Γ 

3 cm 

4
 c

m
 

 (ΑBΓ). 
(ΑΓΓ) 

 
 

 (ΑΒΓ). 
(ΑΒΓ) 

 
 Α 

Β Γ 

Γ 

Δ Ε 
Ο 

Α 

Β Γ 

Γ Ε 
Δ1 

Δ2 Δ3 

8 cm 

4 cm 

Ζ 
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β) ην εκβαδφλ ηεο ρξσκαηηζκέλεο επηθάλεηαο είλαη ίζν  

κε ηα       ηνπ εκβαδνχ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 
 
 

 8  Έλα νξζνγψλην έρεη εκβαδφλ 40 cm
2
. Να βξείηε ην 

εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ πνπ ζα πξνθχςεη, αλ 
θσηνηππεζεί: 
α) κεγέζπλζε 120%          β) ζκίθξπλζε 75%. 
 
 9  Αλ θάζε πιεπξά ελφο ηεηξαγψλνπ απμεζεί θαηά 30%, 
ηφηε λα βξείηε πφζν % ζα απμεζεί ην εκβαδφλ ηνπ. 
 
 10  Οη δηαζηάζεηο ελφο νξζν- 
γσλίνπ νηθνπέδνπ κεηψζεθαλ  
θαηά 20%, γηαηί απμήζεθε ην  
πιάηνο ησλ δηπιαλψλ  δξφκσλ.  
Να βξείηε πφζν % κεηψζεθε ην  
εκβαδφλ ηνπ νηθνπέδνπ. 
 

ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 1νπ  ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 
 1  Αλ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ 
ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο είλαη  
ηζνζθειή, λα απνδείμεηε φηη  
ΒΓ = ΓΔ. 
 
 
 

 2  Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ θαη  
ζεκεία Ε, Δ ησλ πιεπξψλ ΑΒ  
θαη ΒΓ αληηζηνίρσο, ηέηνηα  
ψζηε ΑΕ = ΒΔ.  
Να απνδείμεηε φηη:  
α) ΓΕ = ΑΔ      β) ΓΕ ┴ ΑΔ. 

 3. 
4 

 
 

Α Β 

Γ Γ 

Μ 

Κ 

Λ 

Α 

Β Γ Γ Δ 

Α Β 

Γ Γ 

Δ 

Ε 
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 3  ΢ε επζεία ε λα πάξεηε ηα δηαδνρηθά ζεκεία Α, Β θαη Γ. 
Πξνο ην ίδην κέξνο ηεο επζείαο λα θαηαζθεπάζεηε ηα 
ηζφπιεπξα ηξίγσλα ΑΒΕ θαη ΒΓΖ. Να απνδείμεηε φηη  
ΑΖ = ΓΕ. 
 
 4  ΢ε δχν ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ΒΓ = Β΄Γ΄,  

Β = Β΄ θαη νη δηρνηφκνη ΒΜ θαη Β΄Μ΄ είλαη ίζεο. Να 
απνδείμεηε φηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄Β΄Γ΄ είλαη ίζα. 
 
 5  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  
ΒΓ // ΑΓ θαη ΓΔ // ΓΒ.  
α) Να ππνινγίζεηε ηα επζχ- 
γξακκα ηκήκαηα ΟΓ θαη ΟΔ.  
β) Να απνδείμεηε φηη  

ΟΒ
2
 = ΟΑ  ΟΔ.  

 
 6  Έλα ηζφπιεπξν ηξίγσλν έρεη πιεπξά 6 cm. Να βξείηε 
ηελ πιεπξά ελφο άιινπ ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ πνπ έρεη 
δηπιάζην εκβαδφλ. 
 
 7  Οη δηαγψληνη ηεηξαγψλνπ  
ΑΒΓΓ ηέκλνληαη ζην ζεκείν  
Ο. Απφ ην κέζνλ Μ ηνπ ΟΒ  
λα θέξεηε ΜΔ ┴ ΑΓ θαη ΜΕ ┴ ΓΓ.  

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ  
ηνπ ηεηξαγψλνπ ΜΔΓΕ. 
 
 8  Με πιεπξά ηε δηαγψλην ΑΓ,  
ηεηξαγψλνπ ΑΒΓΓ πιεπξάο x,  
λα ζρεκαηίζεηε ην ηεηξάγσλν  
ΑΓΔΕ. 
α) Να ππνινγίζεηε ην ιφγν  

               . 

Α Β 
Δ x 

y 

Ο 

Γ Γ 
6 cm 

5 cm 

3 cm 

Α B 

Γ Γ 

Δ 

Ε 

Μ 

Ο 

8 cm 

Α Β 

Γ Γ 

Δ 

Ε 

x 

x 

x 

x 
 (AΓΔΕ). 
(ΑΒΓΓ) 
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β) Αλ (ΑΓΔΕ) = 200 cm
2
, λα ππνινγίζεηε ηελ πιεπξά x. 

 
 9  ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο είλαη ΓΔ // ΒΓ θαη  

(ΑΓΔ) =      (ABΓ).  

Να ππνινγίζεηε ην x. 
  
 10  ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκαηνο είλαη 
ΓΔ // ΒΓ, Γ΢ // ΑΓ θαη  
ΔΖ // ΑΒ. Να απνδείμεηε φηη: 

α) ΒΕ = ΓΖ 

β) (ΓΔΖΕ) =         (ΑΒΓ) 
 
 
 

             ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΗΧ΢Ζ  
             1νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

Α. ΙΣΑ ΤΡΙΓΩΝΑ 
 

● Ίζα ηξίγσλα ιέγνληαη ηα ηξίγσλα πνπ έρνπλ ηηο 
πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο αληίζηνηρεο 
γσλίεο ηνπο ίζεο. 
● Κξηηήξηα ηζφηεηαο ηξηγψλσλ. Γχν ηξίγσλα είλαη ίζα 
φηαλ έρνπλ: 
- Γχν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηελ πεξηερφκελε 
γσλία ηνπο ίζε (Π - Γ - Π). 
- Μία πιεπξά ίζε θαη ηηο πξνζθείκελεο ζηελ πιεπξά 
απηή γσλίεο ίζεο κία πξνο κία (Γ - Π - Γ). 
- Σηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία (Π - Π - Π). 

 9. 
16 
 
 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

3 cm 

x 

Α 

Β 

Γ 

Γ 

Δ 

5 cm 

Ε Ζ 

2 cm 
 16. 
49 
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● Κξηηήξηα ηζφηεηαο νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ. Γχν 
νξζνγψληα ηξίγσλα είλαη ίζα φηαλ έρνπλ: 
- Γχν αληίζηνηρεο πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία. 
- Μία αληίζηνηρε πιεπξά ίζε θαη κία αληίζηνηρε νμεία 
γσλία ίζε. 
 

Β. ΛΟΓΟΣ ΔΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ ΤΜΗΜΑΤΩΝ - ΘΔΩΡΗΜΑ 
ΘΑΛΗ 
 

● Παξάιιειεο επζείεο, αλ νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα ζε κηα 
επζεία πνπ ηηο ηέκλεη, ηφηε ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη 
ζε νπνηαδήπνηε άιιε επζεία πνπ ηηο ηέκλεη. 
● Λφγνο ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΓ πξνο ην 
επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ είλαη ν αξηζκφο ι γηα ηνλ νπνίν 
ηζρχεη ΓΓ = ι  ΑΒ. 
● Σα επζχγξακκα ηκήκαηα α, γ είλαη αλάινγα πξνο ηα  

επζχγξακκα ηκήκαηα β, δ, φηαλ ηζρχεη       =      . 

● Θεψξεκα Θαιή. Σξεηο ή πεξηζζφηεξεο επζείεο, αλ 
ηέκλνπλ δχν άιιεο επζείεο, ηφηε ηα ηκήκαηα πνπ 
νξίδνληαη ζηε κία είλαη αλάινγα πξνο ηα αληίζηνηρα 
ηκήκαηα πνπ νξίδνληαη ζηελ άιιε. 
 

Γ. ΟΜΟΙΘΔΣΙΑ - ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ 
 

● Οκνηφζεην ελφο ζεκείνπ Α σο πξνο ην θέληξν Ο θαη 
ιφγν ι νλνκάδεηαη ην ζεκείν Α΄ ηεο εκηεπζείαο ΟΑ γηα 
ην νπνίν ηζρχεη ΟΑ΄ = ι  ΟΑ. 
● Σα νκνηφζεηα επζχγξακκα ηκήκαηα πνπ δε βξίζθνληαη 
ζηελ ίδηα επζεία είλαη παξάιιεια.  
● Οη νκνηφζεηεο γσλίεο είλαη ίζεο. 
● Γχν νκνηφζεηα πνιχγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο 
αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο.  
 

 α. 
β 

 
 

 γ. 
δ 
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● ΋κνηα πνιχγσλα ιέγνληαη ηα πνιχγσλα πνπ ην έλα 
είλαη κεγέζπλζε ή ζκίθξπλζε ηνπ άιινπ. 
● Γχν πνιχγσλα είλαη φκνηα, φηαλ έρνπλ ηηο πιεπξέο 
ηνπο αλάινγεο θαη ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο ηνπο ίζεο θαη 
αληηζηξφθσο. 
● Σα νκνηφζεηα πνιχγσλα είλαη φκνηα. 
● Γχν ηξίγσλα πνπ έρνπλ δχν γσλίεο ηνπο ίζεο κία 
πξνο κία είλαη φκνηα θαη ζα έρνπλ ηηο νκφινγεο 
πιεπξέο ηνπο αλάινγεο. 
● Αλ δχν πνιχγσλα είλαη φκνηα, ηφηε: 
- Ο ιφγνο ησλ πεξηκέηξσλ ηνπο είλαη ίζνο κε ην ιφγν 
νκνηφηεηάο ηνπο. 
- Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ ηνπο είλαη ίζνο κε ην ηεηξάγσλν 
ηνπ ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 
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2ν ΚΔΦΑΛΑΗΟ 

 

εθσ =  
 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 

εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1 



 
 
 
 
 
 

ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΑ 
 

2.1 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί γσλίαο κε 0
ν
 ≤ σ ≤ 180

ν
 

2.2 Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί παξαπιεξσκαηηθψλ 
γσληψλ 

2.3 ΢ρέζεηο κεηαμχ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ κηαο 
γσλίαο 

2.4 Νφκνο εκηηφλσλ - λφκνο ζπλεκηηφλσλ          
 
Γεληθέο αζθήζεηο 2νπ Κεθαιαίνπ Δπαλάιεςε - 
Αλαθεθαιαίσζε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

2.1.  Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί γσλίαο κε  

0
ν
 ≤ σ ≤ 180

ν 
 Θπκάκαη πσο νξίδνληαη νη ηξηγσ- 
λoκεηξηθνί αξηζκνί νμείαο γσλίαο  
νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. 

 Γλσξίδσ πσο νξίδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί  

αξηζκνί γσλίαο σ κε 0
ν
 ≤ σ ≤ 180

ν
. 

 Μαζαίλσ λα ππνινγίδσ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνύο 

αξηζκνύο κηαο γσλίαο κε ηε βνήζεηα ελόο νξζν-
θαλνληθνύ ζπζηήκαηνο αμόλσλ. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε έλα νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy θέξακε ηελ 
εκηεπζεία OM, πνπ ζρεκαηίδεη κε ηνλ εκηάμνλα Ox 
γσλία σ. 
1. Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ζπληε- 
ηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ M θαη  
λα ππνινγίζεηε ηελ απφζηαζε  
ηνπ M απφ ηελ αξρή O. 
2. Να βξείηε ηνπο ηξηγσλνκεηξη- 
θνχο αξηζκνχο ηεο γσλίαο σ. 

΢ηελ πξνεγνχκελε ηάμε κάζακε πψο νξίδνληαη νη ηξη-
γσλνκεηξηθνί αξηζκνί κηαο νμείαο γσλίαο νξζνγσλίνπ 
ηξηγψλνπ, ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε ηηο πιεπξέο ηνπ. 
΢πγθεθξηκέλα, κάζακε φηη: 
 
           εκσ =                                              = 
 

 
       ζπλσ =                                                    = 

y 

x Ο 

M 

1 
2 
3 

1 2 3 4 

απέλαληη θάζεηε πιεπξά 
ππνηείλνπζα 

 

AΓ 
ΒΓ 
 
 πξνζθείκελε θάζεηε πιεπξά  

ππνηείλνπζα 
 

AΒ 
ΒΓ 
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        εθσ =                                                     = 
 
Οη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί κηαο  
νμείαο γσλίαο νξίδνληαη θαη κε ηε  
βνήζεηα ελφο νξζνθαλνληθνχ  
ζπζηήκαηνο αμφλσλ. Αλ ζ’ έλα  
νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ  
Oxy πάξνπκε ην ζεκείν M(4, 3)  
θαη θέξνπκε ΜΑ ┴ x΄x θαη 

ΜΒ ┴ y΄y, ηφηε έρνπκε OA = 4 θαη OB = ΑΜ = 3. Oη 

ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο γσλίαο σ = xOM ππνιν-
γίδνληαη απφ ην νξζνγψλην  
ηξίγσλν OAM. Απφ ην Ππζα- 
γφξεην ζεψξεκα ζην ηξίγσλν  
απηφ γηα ηελ απφζηαζε  

ξ = OM έρνπκε ξ
2
 = 4

2
 + 3

2
,  

νπφηε ξ =                              5.  

Άξα 
 
          εκσ =     = 

 
          ζπλσ =     = 

 
          εθσ =     = 
 

Mε ηε βνήζεηα φκσο ελφο νξζνθαλνληθνχ ζπζηήκαηνο 
αμφλσλ κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο κηαο γσλίαο σ θαη φηαλ απηή δελ είλαη νμεία.  
Αλ έρνπκε κία ακβιεία γσλία σ, ηφηε ηελ ηνπνζεηνχκε 
ζ’ έλα νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy, έηζη ψζηε ε 
θνξπθή ηεο λα ζπκπέζεη κε ηελ αξρή O, ε κία πιεπξά 
ηεο λα ζπκπέζεη κε ηνλ ζεηηθφ εκηάμνλα Ox θαη ε άιιε  

απέλαληη    θάζεηε    πιεπξά 
πξνζθείκελε θάζεηε πιεπξά  
 

AΓ 
ΑΒ 
 
 

Β 
σ 

Α 

Γ 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

4
2
 + 3

2
 = 25 =

       ηεηαγκέλε ηνπ Μ          .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

3 
5 
 
 

        ηεηκεκέλε ηνπ Μ          .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

4 
5 
 
 

   ηεηαγκέλε ηνπ Μ  .   
ηεηκεκέλε ηνπ Μ 

 

3 
4 
 
 

y 

x 
Ο 

M (4,3) 

1 
2 
3 

1 2 3 4 

Β 

Α 
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M at h Com poser  1. 1. 5
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x
2
 + y

2
 

ηεο πιεπξά λα βξεζεί ζην 2ν ηεηαξηεκφξην. Αλ ζηελ 
πιεπξά απηή πάξνπκε έλα νπνηνδήπνηε ζεκείν M(x, y), 
δηαθνξεηηθφ απφ ην O, ηφηε γηα ηελ απφζηαζε ξ = OM 
ηζρχεη 
 
                       ξ =                    
 
Οη ηξηγσλνκεηξηθνί 
αξηζκνί ηεο γσλίαο σ  
είλαη: 
 

 
            εκσ =                                                  = 

 
           ζπλσ =                                                 = 
 
                εθσ =                                     = 
 

 
Παξαηεξνχκε φηη: 

● Αλ ε γσλία σ είλαη νμεία, ηφηε είλαη x>0, y>0, ξ>0, 

νπφηε: εκσ>0, ζπλσ>0, εθσ>0. 

● Αλ ε γσλία σ είλαη ακβιεία, ηφηε είλαη x<0, y>0, ξ>0, 

νπφηε: εκσ>0, ζπλσ<0, εθσ<0. 

Oη πξνεγνχκελνη ηχπνη γεληθεχνληαη θαη φηαλ σ = 0
o
 ή 

σ = 90
o
 ή σ = 180

o
. Έηζη, κπνξνχκε ηψξα λα ππν-

ινγίζνπκε θαη ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ησλ 

γσληψλ 0
o
, 90

o
 θαη 180

o
. 

σ 

Ο 

ξ σ 

x 

y 
Μ (x,y) 

       ηεηαγκέλε ηνπ Μ          .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

y 
ξ 
 
 

       ηεηκεκέλε ηνπ Μ         .   
απφζηαζε ηνπ Μ απφ ην Ο 
 

x 
ξ 
 
 

  ηεηαγκέλε ηνπ Μ   .   
ηεηκεκέλε ηνπ Μ 

 

y 
x 
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Αλ M ζεκείν ηνπ εκηάμνλα Ox π.ρ.  

ην M(1,0), ηφηε σ = xOM = 0
ν
 θαη 

ξ = OM = 1. Άξα: 
  

εκ0ν 
=    =    = 0   ζπλ0ν 

=    =    = 1 

 

εθ0
ν =    =    = 0   

 

 
 

Αλ M ζεκείν ηνπ εκηάμνλα Oy  

π.ρ. ην M(0,1), ηφηε σ = xOM = 90
ν
  

θαη ξ= OM = 1. Άξα:  
 

εκ90
ν 

=    =    = 1  ζπλ90
ν 

=   =    = 0 
 

εθ90
ν 

 δελ νξίδεηαη (γηαηί x=0)   
 

 
 

Αλ M ζεκείν ηνπ εκηάμνλα Ox΄ π.ρ.  

ην M(-1,0), ηφηε σ = xOM = 180
ν
 θαη  

ξ = OM = 1. Άξα: 
 

εκ180
ν 

=    =    = 0  ζπλ180
ν 

=    =   

=     = -1      εθ180
ν 

=    =    = 0      
 

 
Τπελζπκίδνπκε θαη ηνπο ηξη- 
γσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο  

ησλ γσληψλ 30
ν
, 45

ν
 θαη 60

ν
  

πνπ θαίλνληαη ζηνλ  
δηπιαλφ πίλαθα. 

O 

y 

x 
M (1,0) 

σ = 0
ν
 

y 
ξ 
 
 

0 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

1 
1 
 
 

y 
x 
 
 

0 
1 
 
 

y 
ξ 
 
 

1 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

0 
1 
 
 

M (0,1) 

O 

y 

x σ = 90
ν
 

σ 

y 
ξ 
    
 

0 
1 
 
 

x 
ξ 
 
 

-1 
1 
 
 

y 
x 
 
 

0 
1 
 
 

M (-1,0) 
O 

y 

x 
σ = 180

ν
 

σ 

σ 30
ν
 45

ν
 60

ν
 

εκσ 
   

ζπλσ 
   

εθσ 
 

1 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy παίξλνπκε 
ην ζεκείν Μ(-4, 3). Να ππνινγηζηνχλ νη ηξηγσλνκεηξηθνί  

αξηζκνί ηεο γσλίαο σ = xOM. 
 
 
 

Λχζε   
Γηα ηελ απφζηαζε ΟΜ = ξ  

έρνπκε:  ξ =                = 
 

=                                    . 
 

εκσ
 
=    =   ,     

 
ζπλσ

 
=    =      = -          εθσ =    =      = -    . 

 
 

 2   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy θέξνπκε  

εκηεπζεία Oz, ψζηε xOz = 135
o
. Πάλσ ζηελ Oz παίξλνπ-

κε ην ζεκείν Μ κε ηεηκεκέλε -1. Να ππνινγηζηνχλ νη 

ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο γσλίαο xΟΜ = 135
o
. 

 

Λχζε  
Φέξλνπκε ΜΒ ┴ x΄x θαη  

ΜΓ ┴  y΄y. Δπεηδή ρΟΜ = 135
ν
  

θαη xOy = 90
ν
 ζα είλαη  

ΓΟΜ = 45
ν
, νπφηε ην νξζνγψλην  

ηξίγσλν ΟΜΓ είλαη θαη ηζνζθε- 
ιέο. Άξα ΟΓ = ΜΓ = ΟΒ = 1 θαη  
ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ είλαη y = 1. Γειαδή έρνπκε  

Μ(-1, 1) θαη ξ =  
 

Άξα εκ135
ν
 =                        ζπλ135

ν
 =                           

σ 

M (-4,3) 

O 

y 

x -4 

3 

ξ 
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3 
5 
 
 

x 
ξ 
 
 

-4 
1 
 
 

4 
5 
 
 

y 
x 
 
 

 3. 
-4 
 
 

3 
4 
 
 

Γ M  

z 

ξ 

O 

y 

x 

Β (-1,0) 
135

ν
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θαη   εθ135
ν
 =  

 

 
   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

 
 1  Γηα ην ζεκείν Μ(5, 12) είλαη ξ = ΟΜ = 13. Αλ σ = xΟΜ 
λα ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο: 

εκσ = .......      ζπλσ = .......      εθσ = ....... 
 
 2  Αλ ε γσλία σ = xOM είλαη ακβιεία, ηφηε λα ζπκπιε-
ξψζεηε ηα παξαθάησ θελά κε ην ζχκβνιν > ή <. 
εκσ .... 0          ζπλ .... 0           εθσ .... 0 
 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα  αληηζηνη-
ρίδνληαο ζε θάζε ηξηγσλνκεηξηθφ αξηζκφ ηεο ζηήιεο Α 
ηνλ ίζν ηνπ αξηζκφ απφ ηε ζηήιε Β. 
 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α.  εκ90
ν
  

β.  ζπλ180
ν
  

1.       0 
γ.  εθ0

ν
 

δ.  ζπλ90
ν
 

2.     -1 
ε.  εκ0

ν
 

ζη. εθ180
ν
  

3.       1 
δ.  ζπλ0

ν
 

ε.  εκ180
ν
  

 

 

α β γ δ ε ζη δ ε 
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 4  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο κε (΢), 
αλ είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο. 
α) Γηα θάζε γσλία σ ηζρχεη  
-1 ≤ ζπλσ ≤ 1.   
β) Αλ ε γσλία σ είλαη ακβιεία, ηφηε εθσ < 0.   
γ) Αλ γηα ηε γσλία σ ηζρχεη εκσ > 0, ηφηε ε  
σ είλαη νμεία.   
δ) Σν εκίηνλν νπνηαζδήπνηε γσλίαο ηξηγψλνπ  
είλαη ζεηηθφο αξηζκφο.   

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ –  ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο  

ηεο γσλίαο σ = ρΟΜ, φηαλ:  
α) M(3, 4)     β) M(-5, 12)     γ) M(0, 3) 
 
 2  Μηα επζεία ε έρεη εμίζσζε y = -2x. 

α) Να ζρεδηάζεηε ηελ επζεία ε θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηελ 
ηεηαγκέλε ελφο ζεκείνπ ηεο M πνπ έρεη ηεηκεκέλε -1.  

β) Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο  

ηεο γσλίαο σ = xOM. 
 
 3  Έλα πινίν Π αλαρψξεζε  
απφ ην ιηκάλη Ο θαη θηλήζεθε  
βνξεηναλαηνιηθά πξνο κία  
θαηεχζπλζε πνπ ζρεκάηηδε 

κε ηνλ άμνλα Οx γσλία 30
o
.  

Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο  
ηνπ πινίνπ κεηά απφ δηαδξνκή  
10 κηιίσλ. 

Π 

Ο x 

y 

30
ν
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 4  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ην  
ηξίγσλν ΟΒΜ είλαη ηζφπιεπξν.  
Να ππνινγίζεηε:  
α) ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ Μ.  
β) ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο  
αξηζκνχο ηεο γσλίαο 120°. 
 
 
 

 5  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα ην  
ηξίγσλν ΟΒΜ είλαη ηζνζθειέο. 
α) Να απνδείμεηε φηη νη ζπληε- 

ηαγκέλεο ηνπ Μ είλαη (-     , 1).  
β) Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξη- 
γσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο  

γσλίαο 150
ν
. 

 
 
 6  ΢ην δηπιαλφ ζρήκα είλαη  

εθσ = –      . Αλ ε ηεηκεκέλε  

ηνπ ζεκείνπ Μ είλαη -1, ηφηε  
λα ππνινγίζεηε: 
α) ηελ ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ.  
β) ην εκσ θαη ην ζπλσ. 

120
ν
 

60
ν
 

O x 

y 

M 

B(-2,0) 

B 

150
ν
 

30
ν
 
O x 

y 

M 

2 
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 7  Έλα ππξνβφιν φπιν βξίζθεηαη ζηε ζέζε Ο θαη έρεη 

ζηξέςεη ηελ θάλλε ζην ζηφρν ΢1. Αλ ν ζηφρνο ΢1 

κεηαθηλεζεί ζηε ζέζε ΢2, ηφηε λα ππνινγίζεηε πφζεο 
κνίξεο πξέπεη λα ζηξαθεί ε θάλλε ηνπ ππξνβφινπ 
φπινπ γηα λα ζεκαδεχεη ην ζηφρν ζηε λέα ηνπ ζέζε; 

(Να σπηζιμοποιήζεηε ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ο 
4 8 12 16 20 

4 

8 

12 

16 

20 

x 

y 

΢1 

΢2 
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2.2.  Σξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί παξαπιε-

ξσκαηηθψλ γσληψλ 
Γλσξίδσ πνηα ζρέζε ζπλδέεη: 
 Τνπο ηξηγσλνκεηξηθνύο 

αξηζκνύο παξαπιεξσκαηηθώλ  
γσληώλ  

                     Τηο γσλίεο πνπ έρνπλ ην ίδην εκίηνλν. 
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Oxy λα πάξεηε ην 
ζεκείν Μ(3, 4). 
1. Πνηεο είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ΄, πνπ 
είλαη ζπκκεηξηθφ ηνπ Μ σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y; 

2. Να εμεγήζεηε γηαηί νη γσλίεο xOM = σ θαη xOM΄ = θ 
είλαη παξαπιεξσκαηηθέο. 

3. Να βξείηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ησλ 
γσληψλ σ θαη θ θαη ηε ζρέζε πνπ ηνπο ζπλδέεη. 

 
΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα  
αμφλσλ Oxy παίξλνπκε ην  
ζεκείν Μ(3, 4) θαη βξί- 
ζθνπκε ην ζπκκεηξηθφ  
ηνπ ζεκείν Μ΄(-3, 4) σο  
πξνο ηνλ άμνλα y΄y. Αλ  
νλνκάζνπκε σ ηε γσλία  

xOM, ηφηε ιφγσ ζπκκεηξίαο  

είλαη x΄OM΄ = σ, νπφηε γηα  

ηε γσλία θ = xOM΄ ηζρχεη θ = 180
ν
 - σ, πνπ ζεκαίλεη φηη 

νη γσλίεο σ θαη θ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο, αθνχ  

σ + θ = 180
ν
. Έρνπκε αθφκε φηη ξ = OM = OM΄ =               =         

=         =  5, νπφηε:  
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εκσ =    ,  ζπλσ =   ,   εθσ =        θαη 

 
εκθ =    ,  ζπλθ = -    ,  εθθ = -    . 
 
Παξαηεξνχκε ινηπφλ, φηη: 

Οη παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο σ, θ = 180
ν - σ έρνπλ 

ην ίδην εκίηνλν θαη αληίζεηνπο ηνπο άιινπο ηξηγσλν-
κεηξηθνύο αξηζκνύο. 
 

Γενικά 

Γηα δχν παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο σ θαη 180
o
 – σ 

ηζρχνπλ:  

• εκ(180
o
 – σ)   = εκσ            • ζπλ(180

o
 – σ) = –ζπλσ      

• εθ(180
o
 – σ)   = –εθσ 

 

Με ηνπο πξνεγνχκελνπο ηχπνπο κπνξνχκε λα ππνιν-
γίζνπκε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο κηαο γσλίαο, 
αλ γλσξίδνπκε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο 
παξαπιεξσκαηηθήο ηεο.  
 

Γηα παξάδεηγκα, 
 

εκ150
o
 = εκ(180

o
 - 30

o
) = εκ30

o
 =  

ζπλ150
o
 = ζπλ(180

o
 - 30

o
) = -ζπλ30

o
 = -   

εθ150
o
 = εθ(180

o
 - 30

o
) = -εθ30

o
 = -  

 

΢ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα βιέπνπκε φηη νη παξα-

πιεξσκαηηθέο γσλίεο 150
o
 θαη 30

o
, αλ θαη δελ είλαη ίζεο, 

έρνπλ ην ίδην εκίηνλν. Δπνκέλσο: 

Αλ δύν γσλίεο έρνπλ ην ίδην εκίηνλν θαη είλαη από 0
o
 

κέρξη θαη 180
o
,  ηόηε είλαη ίζεο ή παξαπιεξσκαηηθέο. 

4 
5 
 
 

3 
5 
 
 

4 
3 
 
 4 

5 
 
 

3 
5 
 
 

4 
3 
 
 

 1. 
2 
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Γηα παξάδεηγκα, αλ εκρ = εκ35
o
 θαη 0 ≤ x ≤ 180

o
, ηφηε 

είλαη x = 35
o
 ή x = 180

o
 - 35

o
, δειαδή ρ = 35

o
  ή  ρ = 145

o
. 

 
      ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   Να ππνινγηζηεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο Α = εκ140
o
 

+ ζπλ170
o
 - εκ40

o
 + ζπλ10

o
. 

 
Λχζε  

Οη γσλίεο 140
o
 θαη 40

o
 είλαη παξαπιεξσκαηηθέο, νπφηε 

ζα έρνπλ ην ίδην εκίηνλν, δειαδή είλαη εκ140
o
 = εκ40

o
. 

Οη γσλίεο 170
o
 θαη 10

o
 είλαη παξαπιεξσκαηηθέο, νπφηε 

ζα έρνπλ αληίζεηα ζπλεκίηνλα, δειαδή είλαη  

ζπλ170
o
 = – ζπλ10

o
. Άξα: 

Α = εκ140
o
 + ζπλ170

o
 - εκ40

o
 + + ζπλ10

o
 =  

= εκ40
o
 - ζπλ10

o
 - εκ40

o
 + ζπλ10

o
 = 0. 

 
 2   Αλ Α, Β, Γ είλαη γσλίεο ελφο ηξηγψλνπ ΑΒΓ κε  

Α = 80
o
 θαη Β = 70

o
 λα απνδεηρζεί φηη:   

α) εκ(Α + Β) = εκΓ  
β) ζπλ(Α + Β) = –ζπλΓ 
 
Λχζε  

Οη γσλίεο Α, Β, Γ ηνπ ηξηγψλνπ έρνπλ άζξνηζκα 180
o
,  

δειαδή είλαη: 80
o
 + 70

o
 + Γ= 180

o
, νπφηε Γ = 30

o
. Άξα: 

α) εκ(Α + Β) = εκ(80
o
 + 70

o
) = εκ150

o
 = εκ(180

o
 - 30

o
) =  

= εκ30
o
 = εκΓ. 

β) ζπλ(Α + Β) = ζπλ(80
o
 + 70

o
) = ζπλ150

o
 =  

= ζπλ(180
o
 - 30

o
) = -ζπλ30

o
 = -ζπλΓ. 
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   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο κε (΢), αλ 
είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

α) εκ150
o
 = εκ30

o
  β) ζπλ135

o
 = ζπλ45

o
 

γ) εθ100
o
 = εθ80

o
  δ) εθ75

o
 = -εθ105

o
 

ε) ζπλ110
o
 = -ζπλ70

o
  ζη) εκ140

o
 = -εκ40

o
 

 

 2  Αλ γηα ηε γσλία x ηζρχεη 0 ≤ x ≤ 180
o
, λα ζπκπιεξψ-

ζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

α) Αλ εκx = εκ60
o
, ηφηε x = ............. 

β) Αλ ζπλx = -ζπλ20
o
, ηφηε x = ......... 

γ) Αλ εθx = -εθ30
o
, ηφηε x = ............ 

 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα αληηζηνη-
ρίδνληαο ζε θάζε ηξηγσλνκεηξηθφ αξηζκφ ηεο ζηήιεο Α 
ηνλ ίζν ηνπ ηξηγσλνκεηξηθφ αξηζκφ απφ ηε ζηήιε Β. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

α. εκ140
o
 1. εκ40

o
 

2. ζπλ40
o
 

3. εθ40
o
 

4. -εκ40
o
 

5. -ζπλ40
o
 

6. -εθ40
o
 

β. ζπλ140
o
  

γ.  εθ140
o
 

α β γ 
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ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ –ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ησλ γσληψλ:  

α) 120
ν
        β) 135

ν
        γ) 150

ν
 

 
 2  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εκ108
ν
 + ζπλ77

ν
 - εκ72

ν
 + ζπλ103

ν
 = 0  

β) εθ122
ν
 - εθ58

ν
  εθ135

ν
 = 0 

 
 3  Να απνδείμεηε φηη:  

α) ζπλ
2
45

ν
 + ζπλ

2
135

ν
 = 1  

β) εκ
2
30

ν
 + εκ

2
60

ν
 + εκ

2
120

ν
 + εκ

2
150

ν
 = 2  

 

 4  Να απνδείμεηε φηη:    εκ(140
o
 + x) = εκ(40

o
 - x)    θαη  

ζπλ(158
o
 - x) = -ζπλ(22

o
 + x). 

 
 5  Να βξείηε ηε γσλία x, φηαλ: 

α) εκx =               β) εκx = 1 - εκx          γ) ζπλx =           

δ) ζπλx = -           ε) εθx =                  ζη) 2εθx = 1 + εθx 
 
 6  Να απνδείμεηε φηη νη γσλίεο ελφο παξαιιεινγξάκ-
κνπ έρνπλ ην ίδην εκίηνλν. Ηζρχεη ην ίδην θαη γηα ηα 
ζπλεκίηνλα ησλ γσληψλ ηνπ; 
 

 7  Γίλεηαη ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε Β = Γ = 90
ν
.  

Να απνδείμεηε φηη: 
α) εκΑ + ζπλΑ - εκΓ + ζπλΓ = 0 
β) εθΑ + εθΓ = 0 
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 8  ΢ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ  
δηπιαλνχ ζρήκαηνο λα  
ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλν- 
κεηξηθνχο αξηζκνχο ησλ  
γσληψλ σ θαη θ. 
 
 
 
 
 9  Γίλεηαη ηζφπιεπξν  
ηξίγσλν ΑΒΓ κε πιεπξά  
6 cm θαη ζεκείν Γ ηεο  
πιεπξάο ΒΓ ηέηνην, ψζηε  
ΒΓ = 2 cm. Να ππνινγίζεηε  
ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο  
αξηζκνχο ησλ γσληψλ  
σ θαη θ. 
 

Α B 

Γ 

θ 
σ 

6 cm 

8
 c

m
 

Α 

Β Γ 

6 cm 

2 cm 
Γ 

θ 
σ 
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2.3.  ΢ρέζεηο κεηαμχ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ 

κηαο γσλίαο 
  Γλσξίδσ πνηεο είλαη νη βαζηθέο 
ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο θαη  
πσο απνδεηθλύνληαη.  
 Τηο ρξεζηκνπνηώ ηηο βαζηθέο 
ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο γηα  

ηελ απόδεημε απιώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ηαπηνηήησλ. 

 
ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα λα πάξεηε έλα ζεκείν Μ ζην 
1ν ή ζην 2ν ηεηαξηεκφξην κε φπνηεο ζπληεηαγκέλεο 
ζέιεηε. 
1. Να ππνινγίζεηε ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο ηεο  

γσλίαο σ = xOM. 

2. Να ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε (εκσ)
2
 + (ζπλσ)

2
 θαη 

λα ζπγθξίλεηε ην απνηέιεζκα πνπ βξήθαηε κε ηα 
απνηειέζκαηα πνπ βξήθαλ νη ζπκκαζεηέο ζαο. 

3. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν               θαη λα ηνλ 
ζπγθξίλεηε κε ηελ εθσ. 

 
΢ε πξνεγνχκελε ελφηεηα  
κάζακε φηη γηα ηελ απφ- 
ζηαζε ξ ελφο ζεκείνπ  
M(x, y) απφ ηελ αξρή ησλ  
αμφλσλ ηζρχεη 

ξ =                ή ξ
2
 = x

2
 + y

2
.  

Αλ δηαηξέζνπκε θαη ηα δχν  

κέιε κε ην ξ
2
, ηφηε έρνπκε: 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

σ 

0 x 

y 

Μ(x,y) 

ξ 
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ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
+y

2

103 / 240 



                        ή                                  (1). 
  
 

Δπεηδή εκσ =       θαη ζπλσ =       , ε ηζφηεηα (1) γίλεηαη: 
 

(ζπλσ)
2
 + (εκσ)

2
 = 1 ή ζπληνκφηεξα εκ

2
σ + ζπλ

2
σ = 1. 

 

Απνδείμακε ινηπφλ φηη γηα νπνηαδήπνηε γσλία σ ηζρχεη 

 

 

 

Αλ δηαηξέζνπκε θαηά κέιε ηηο ηζφηεηεο  εκσ =        θαη  

ζπλσ =       ,κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ζπλσ ≠ 0, έρνπκε: 
 
 
           =   –––    ή             =          ή              =      = εθσ  
 
 
Απνδείμακε ινηπφλ φηη γηα νπνηαδήπνηε γσλία σ κε 
ζπλσ ≠ 0 ηζρχεη 
 
  
 
 

Οη πξνεγνχκελεο ηζφηεηεο ιέγνληαη βαζηθέο ηξηγσλν-
κεηξηθέο ηαπηόηεηεο, γηαηί κε ηε βνήζεηα ηνπο απν-
δεηθλχνπκε θαη άιιεο ηαπηφηεηεο πνπ πεξηέρνπλ ηξηγσ-
λνκεηξηθνχο αξηζκνχο. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 
 1   Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ ηζρχεη εκσ =      , ηφηε  

λα ππνινγηζηνχλ νη άιινη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο 
γσλίαο σ.  
 
Λχζε  

Απφ ηελ ηαπηφηεηα εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1 έρνπκε  

ζπλ
2
σ = 1 - εκ

2
σ    ή  ζπλ

2
σ = 1 -         ή   

ζπλ
2
σ = 1 -         ή ζπλ

2
σ =         ή  ζπλ

2
σ = ±       .          

 
Δπεηδή ε γσλία σ είλαη ακβιεία έρνπκε ζπλσ < 0, νπφηε  

ζπλσ = – 

Απφ ηελ ηαπηφηεηα εθσ =               έρνπκε εθσ =        ,  

νπφηε εθσ = –       . 
 
 

 2   Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη εθσ = 2, ηφηε λα 
ππνινγηζηνχλ νη άιινη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί ηεο 
γσλίαο σ. 
 
Λχζε  
Έρνπκε εθσ = 2 δειαδή             = 2, νπφηε  

εκσ = 2ζπλσ (1). 

Αλ ζηελ ηαπηφηεηα εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1 αληηθαηαζηήζνπκε 

ην εκσ κε ην 2ζπλσ έρνπκε 

(2ζπλσ)
2
 + ζπλ

2
σ = 1  ή 4ζπλ

2
σ + ζπλ

2
σ = 1  ή   

5ζπλ
2
σ = 1  ή  ζπλ

2
σ =      ,   

 3. 
5 
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 9. 
25 
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5

2

16 
25 
 
 

 4. 
5 

 
 

 4. 
5 

 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 3. 
4 

 
 

    3. 

    5 . 
     4. 
    5 

 
 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

 1. 
5 

 
 



άξα ζπλσ =            νπφηε ζπλσ =          . 
 

Απφ ηελ ηζφηεηα (1) έρνπκε  εκσ = 2         ή εκσ =        . 
 
 

 3   Να απνδεηρζνχλ νη ηαπηφηεηεο:  
α) (εκx - ζπλx)

2
 + 2εκxζπλx = 1  

β) 1 + εθ
2
σ = 

 
 

Λχζε  

α) Δρνπκε 

(εκx- ζπλx)
2
 + 2εκxζπλx =  

εκ
2
x - 2εκxζπλx + ζπλ

2
x + 2εκxζπλx =  

εκ
2
x + ζπλ

2
x = 1  

β) Δρνπκε 

1 + εθ
2
σ = 1 +                 =   1 +              =                          =  

 

= 
 
 
 

 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο κε (΢), αλ 
είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 

α) Αλ εκ
2
σ =     ηφηε ζπλ

2
σ =         

β) Αλ ζπλσ = 0, ηφηε δελ νξίδεηαη ε εθσ. 

γ) Γηα θάζε γσλία σ ηζρχεη εκ
2
σ = ζπλ

2
σ - 1. 

δ) Αλ εκσ =       θαη ζπλσ =       , ηφηε εθσ =  

M at h Com poser  1. 1. 5
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2 5

5

     1    . 

ζπλ
2
σ 

 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
 

2  εκ
2
σ. 

ζπλ
2
σ 

 
 

ζπλ
2
σ + εκ

2
σ 

ζπλ
2
σ 

 
 

     1    . 

ζπλ
2
σ 

 
 

3 
5 
 
 

2 
5 
 
 

 5. 
13 
 
 

 12. 
13 
 
 

 5. 
12 
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 2  O ΢ηέθαλνο ηζρπξίδεηαη φηη δελ ππάξρεη γσλία σ, 
ηέηνηα ψζηε εκσ = 0 θαη ζπλσ = 0. Έρεη δίθην; Να 
αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζε ζαο. 
 
 3  Να ζπκπιεξψζεηε ηα θελά ζηηο παξαθάησ 
πξνηάζεηο: 
α) Αλ εκσ = 1, ηφηε ζπλσ = ............. 
β) Αλ εκσ = 0, ηφηε ζπλσ = ............. 
   
 4  Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. Αλ εκσ =    , ηφηε 
ην ζπλσ είλαη ίζν κε: 

α)          β)         γ)     ή  –               δ)     ή  –  
 

 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη εκσ =     , ηφηε λα  

ππνινγίζεηε ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηεο γσλίαο σ. 
 
 2  Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ ηζρχεη ζπλσ = –      , ηφηε  

λα ππνινγίζεηε ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζ-
κνχο ηεο γσλίαο σ. 
 
 3  Αλ γηα ηελ νμεία γσλία σ ηζρχεη εθσ =     , ηφηε λα  

ππνινγίζεηε ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο αξηζκνχο 
ηεο γσλίαο σ. 
 
 4  Αλ γηα ηελ ακβιεία γσλία σ ηζρχεη εκσ =     , ηφηε λα 
ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε: 
 

Α =     εκσ +      ζπλσ  –      εθσ. 

3 
5 
 
 2 

5 
 
 

4 
5 
 
 

2 
5 
 
 

2 
5 
 
 

4 
5 
 
 

4 
5 
 
 

 5. 
13 
 
 

 1. 
3 

 
 

 3. 
4 

 
 

 4. 
5 

 
  1. 

3 
 
 

 1. 
10 
 
 

 2. 
3 
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 5  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εκ
3
σ + εκσζπλ

2
σ = εκσ       

β) ζπλ
2
σ - ζπλ

4
σ = εκ

2
σζπλ

2
σ 

 
 6  Αλ είλαη x = 3ζπλσ θαη y = 3εκσ, ηφηε λα απνδείμεηε 
φηη:  

α) xζπλσ + yεκσ = 3    β) x
2
 + y

2
 = 9 

 
 7  Να απνδείμεηε φηη: 

α) ζπλ
2
α - εκ

2
α = 2ζπλ

2
α - 1      

β) εκ
2
αζπλ

2
β + εκ

2
αεκ

2
β + ζπλ

2
α = 1 

 
 8  Να απνδείμεηε φηη: 

α) (εκσ + ζπλσ)
2
 + (εκσ - ζπλσ)

2
 = 2 

β) (αεκσ + βζπλσ)
2
 + (βεκσ - αζπλσ)

2
 = α

2
 + β

2
 

 
 9  Να απνδείμεηε φηη: 

α) ζπλ
2
x εθ

2
x + ζπλ

2
x = 1   β)                        = ζπλx 

 

 10  Να απνδείμεηε φηη: 

α)                  = 1 - εκx      β) εθx +                =  

 
 11  Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

α) εκ50
ν
εκ130

ν
 - ζπλ50

ν
ζπλ130

ν
 

β) εκ
2
14

ν
 + εκ

2
114

ν
 + ζπλ

2
166

ν
 + ζπλ

2
66

ν
 

 
 12  Να απνδείμεηε φηη: 

α) εθ70
ν
ζπλ70

ν
 - εθ110

ν
ζπλ110

ν
 = 0  

β) εθ
2
40

ν
ζπλ

2
40

ν
 + ζπλ

2
140

ν
 = 1 

 εκx + ζπλx. 
1 + εκx 

 
 

   ζπλx . 
1 + εκx 
 
 

    1   . 
ζπλx 
 
 

   ζπλ
2
x . 

1 + εκx 
 
 

108 / 243 



 13  Αλ είλαη α = 30
ν
 θαη β = 60

ν
, ηφηε λα απνδείμεηε φηη:  

εκ
2
x εκα εκβ + ζπλ

2
x ζπλα ζπλβ = 

 

 

 
 
 14  Δίλαη γσλία, φρη νμεία, 

εκίηνλν έρεη ηνλ αξηζκφ 
 
θαη ζπλεκίηνλν έρεη ηνλ αξηζκφ 
 
Πνηα γσλία είλαη; 
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 Να ην  
       καξηπξήζσ; 

 ι + 1. 
ι + 2 
 
 

    ι   . 
ι + 2 
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Α Γ Β 

Γ 

45
ν
 30

ν
 

 

2.4.  Νφκνο ησλ εκηηφλσλ - Νφκνο ησλ 

ζπλεκηηφλσλ 
  Γλσξίδσ ηνπο λόκνπο εκηηόλσλ θαη 
ζπλεκηηόλσλ θαη καζαίλσ λα ηνπο  
εθαξκόδσ ζηε ιύζε πξνβιεκάησλ. 

  
 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 

Έλαο ηνπνγξάθνο δελ κπνξεί  
λα κεηξήζεη ηελ απφζηαζε ΓΒ  
δχν ππιψλσλ ηεο ΓΔΖ, γηαηί  
αλάκεζα ηνπο παξεκβάιιεηαη  
κηα ιίκλε. Γη’ απηφ επηιέγεη κηα  
ζέζε Α πνπ απέρεη 100 m απφ  
ηνλ ππιψλα Γ θαη απφ ηελ  
νπνία θαίλνληαη θαη νη δχν  
ππιψλεο. Με έλα γσληφκεηξν  

κεηξάεη ηηο γσλίεο Α = 45
ν
 θαη B = 30

ν
. 

1. Μπνξείηε λα ππνινγίζεηε ηελ απφζηαζε ΓΒ, αθνχ 
πξνεγνπκέλσο ππνινγίζεηε ην χςνο ΓΓ ηνπ ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ; Ο ηνπνγξάθνο φκσο ππνιφγηζε ηελ απφζηαζε 
ΓΒ πην γξήγνξα, γηαηί γλψξηδε φηη νη  

ιφγνη               θαη               είλαη ίζνη. 
 

2. Με ηνπο ππνινγηζκνχο πνπ εζείο θάλαηε, κπνξείηε 
λα δηαπηζηψζεηε αλ πξάγκαηη νη ιφγνη απηνί είλαη ίζνη; 

 

 Α  Νόκνο ησλ εκηηόλσλ 
΢ηελ πξνεγνχκελε ηάμε κάζακε λα ππνινγίδνπκε ηηο 
πιεπξέο θαη ηηο γσλίεο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ, 
φηαλ γλσξίδνπκε δχν πιεπξέο ηνπ ή κηα πιεπξά θαη κηα 
νμεία γσλία ηνπ. Πψο φκσο κπνξνχκε λα ππνινγίζνπ-
κε ηηο πιεπξέο θαη ηηο γσλίεο ελφο ηξηγψλνπ φηαλ δελ 
είλαη νξζνγψλην;  

   ΓΒ  . 

εκ45
ν
 

 
 

   ΓΑ  . 

εκ30
ν
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΢ρεδηάδνπκε έλα νμπγψλην  
ηξίγσλν ΑΒΓ θαη θέξνπκε  
ην χςνο ΓΓ. Απφ ηα νξζνγψληα  
ηξίγσλα ΑΓΓ θαη ΓΓΒ έρνπκε: 

εκΑ =           ή    ΓΓ = βεκΑ    (1) 
 

εκΒ =           ή    ΓΓ = αεκΒ    (2) 
 
Απφ ηηο ηζφηεηεο (1), (2) έρνπκε    

βεκΑ = αεκΒ    ή           =          . 

Οκνίσο απνδεηθλχεηαη φηη             =          . 

 
Απνδείμακε ινηπφλ, φηη ζε θάζε νμπγψλην ηξίγσλν 
ηζρχεη: 
 

 
 
Ζ πξνεγνχκελε ζρέζε απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχεη θαη 
φηαλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ακβιπγψλην ή νξζνγψλην 

θαη νλνκάδεηαη λόκνο ησλ εκηηόλσλ. 
 

Γενικά 

Οη πιεπξέο θάζε ηξηγψλνπ είλαη αλάινγεο πξνο ηα 
εκίηνλα ησλ απέλαληη γσληψλ ηνπ. 

 
Με ην λφκν ησλ εκηηφλσλ, αλ γλσξίδνπκε κηα πιεπξά 
ελφο ηξηγψλνπ, ηελ απέλαληη γσλία ηεο θαη κηα άιιε 
πιεπξά ή γσλία ηνπ, ηφηε κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε 
ηα ππφινηπα πξσηεχνληα ζηνηρεία ηνπ (πιεπξέο - 
γσλίεο). 

 ΓΓ. 
β 

 
 
 ΓΓ. 

α 
 
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

Α Β 

Γ 

Γ 

α β 

γ 

           =           =  
   β  . 
εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

   α  . 
εκΑ 
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Γηα παξάδεηγκα, ζην ηξίγσλν  
ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο  
κπνξνχκε κε ην λφκν ησλ  
εκηηφλσλ λα ππνινγίζνπκε  

ηε γσλία Γ, αθνχ 
 

            =             ή              =  
 

ή 8εκΓ = 6εκ70
ν
 ή εκΓ =                 ή  εκΓ =                ή 

εκΓ = 0,705.  

Απφ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο πίλαθεο δηαπηζηψλνπκε φηη 

Γ = 45
ν
. 

 

 Β  Νόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ 
΢’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ, αλ γλσξίδνπκε ηηο ηξεηο πιεπξέο 
ηνπ ή δχν πιεπξέο θαη ηελ πεξηερφκελε γσλία ηνπο, ηφηε 
κε ην λφκν ησλ εκηηφλσλ δελ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπ-
κε ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ ηξηγψλνπ,  αθνχ δε γλσξί-
δνπκε κηα πιεπξά θαη ηελ απέλαληη γσλία ηεο. 
Αλ ην ηξίγσλν είλαη νμπγψλην θαη  
θέξνπκε ην χςνο ΓΓ, ηφηε απφ ην  
Ππζαγφξεην ζεψξεκα ζην  
νξζνγψλην ηξίγσλν ΓΒΓ έρνπκε:  

α
2
 = ΓΓ

2
 + ΓΒ

2
  (1).  

Δπεηδή ΓΒ = γ - ΑΓ, ε ηζφηεηα  
(1) γξάθεηαη:  

α
2
 = ΓΓ

2
 + (γ - ΑΓ)

2
   ή  α

2
 = ΓΓ

2
 + γ

2
 + ΑΓ

2
 - 2γ  ΑΓ  (2). 

Απφ ην νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΓΓ έρνπκε: 

ΓΓ
2
 + ΑΓ

2
 = β

2
  θαη ζπλΑ =            ή    ΑΓ = βζπλΑ. 

Άξα ε ηζφηεηα (2) γξάθεηαη:  

Α 

Β Γ α = 8   

γ = 6 70
ν
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
 
 

    8  . 

εκ70
ν
 

 
 

   6  . 
εκΓ 
 
 

 6εκ70
ν
. 

8 
 
 

 60,94. 
8 

 
 

 ΑΓ. 
β 

 
 

α
2
 = β

2
 + γ

2
 - 2βγζπλΑ 

Α Β 

Γ 

Γ 

α β 

γ 
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Ζ πξνεγνχκελε ζρέζε απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχεη θαη 
φηαλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ακβιπγψλην ή νξζνγψλην 

θαη νλνκάδεηαη λόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ. 
Οκνίσο απνδεηθλχεηαη φηη ζε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ 
ηζρχνπλ 
 
 
 
 
 

Με ην λφκν ησλ ζπλεκηηφλσλ, αλ ζ’ έλα ηξίγσλν γλσξί-
δνπκε ηηο ηξεηο πιεπξέο ηνπ ή δχν πιεπξέο θαη ηελ 
πεξηερφκελε γσλία ηνπο, ηφηε κπνξνχκε λα ππνινγί-
ζνπκε ηα ππφινηπα πξσηεχνληα ζηνηρεία ηνπ. 
Γηα παξάδεηγκα, αλ ζην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη α = 9 cm,  
β = 7 cm θαη  γ = 6 cm, ηφηε κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε 
ηηο γσλίεο ηνπ.  
Π.ρ. γηα λα ππνινγίζνπκε  

ηε γσλία Β έρνπκε:  

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ ή  

7
2
 = 6

2
 + 9

2
 - 2  6  9  ζπλΒ ή  

49 = 36 + 81 - 108  ζπλΒ ή  
108 ζπλΒ = 68 ή 

ζπλΒ =        = 0,629. Απφ ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο  

πίλαθεο δηαπηζηψλνπκε φηη Β = 51
ν
. 

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ 

γ
2
 = α

2
 + β

2
 - 2αβζπλΓ 

 68. 
108 
 
 

Β Γ 

Α 

γ = 6 cm 

α = 9 cm 

β = 7 cm 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ - ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

 1   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 120
ν
, Β = 45

ν
 θαη α = 30  

cm. Να ππνινγηζηεί ε γσλία Γ θαη ε πιεπξά β.  
 

Λχζε  
Απφ ηε ζρέζε  

Α + Β + Γ = 180
ν
 έρνπκε 

120
ν
+ 45

ν
+ Γ = 180

ν
  ή 

Γ = 180
ν
 - 165

ν
   ή   Γ = 15

ν
.  

Απφ ην λφκν ησλ εκηηφλσλ έρνπκε 
 

          =              ή                =               ή 
 

ή   β  εκ120
ν
 = 30  εκ45

ν
   (1). 

Δπεηδή εκ120
ν
 = εκ(180

ν
 - 60

ν
) = εκ60

ν
 =             

θαη εκ45
ν 

=       ε ηζφηεηα (1) γξάθεηαη: 

β        = 30           ή   β =             ή   β =           ή  

β =         cm. 
 

 2   Γχν θάξνη Φ1, Φ2 απέρνπλ  

κεηαμχ ηνπο 10 κίιηα. Έλα πινίν Π  
βξίζθεηαη ζε κηα ζέζε, φπσο  
θαίλεηαη ζην ζρήκα. Να  
ππνινγηζηνχλ νη απνζηάζεηο  
x,y ηνπ πινίνπ απφ θάζε θάξν.  
 

Λχζε  
΢ην ηξίγσλν ΠΦ1Φ2 έρνπκε  

σ + 59
ν
 + 75

ν
 = 180

ν
, νπφηε σ = 46

ν
. Απφ ην λφκν ησλ 

εκηηφλσλ έρνπκε 

120
ν
 

45
ν
 

Α 

Β Γ α = 30 cm 

β 
γ 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

    30   . 

εκ120
ν
 

 
 

    β   . 

εκ45
ν
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           =            =             .   

Απφ ηελ ηζφηεηα             =              έρνπκε x =                       

ή  x =                   = 13,44 κίιηα. 

Απφ ηελ ηζφηεηα             =             έρνπκε y =                       

ή  y =                   = 11,92 κίιηα. 
 

Δπνκέλσο ην πινίν Π απέρεη απφ ην θάξν Φ1   

13,44 κίιηα θαη απφ ην θάξν Φ2  11,92 κίιηα. 

 

 3   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 60
ν
, β = 4 cm θαη γ = 2 cm.  

Να ππνινγηζηεί ε πιεπξά α θαη νη γσλίεο Β θαη Γ.  

 
Λχζε  
Απφ ην λφκν ησλ  
ζπλεκηηφλσλ έρνπκε:  

α
2
 = β

2
 + γ

2
 - 2βγζπλΑ ή  

α
2
 = 4

2
 + 2

2
 - 2  4  2  ζπλ60

ν
      

ή  α
2
 = 16 + 4 - 16          ή   α

2
 = 12. 

 

Άξα α =          δειαδή  α =        cm. 
Οκνίσο έρνπκε: 

β
2
 = γ

2
 + α

2
 - 2γαζπλΒ ή   

4
2
 = 2

2
 + (       )

2
 - 2         2  ζπλΒ ή 

16 = 4 + 12 -         ζπλΒ ή           ζπλΒ = 0 ή ζπλΒ = 0,  

νπφηε Β = 90
ν
. 

Αθνχ Α + Β + Γ = 180
ν
 θαη Α = 60

ν
, Β = 90

ν
,  

έρνπκε Γ = 30
ν
. 

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    x   . 

εκ75
ν
 

 
 

    y   . 

εκ59
ν
 

 
 

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    x   . 

εκ75
ν
 

 
 

 10εκ75
ν
. 

εκ46
ν
 

 
 

 100,966. 
0,719 

 
 

   10  . 

εκ46
ν
 

 
 

    y   . 

εκ59
ν
 

 
 

 10εκ59
ν
. 

εκ46
ν
 

 
 

 100,857. 
0,719 

 
 

Α 

Β 

Γ 

β = 4 cm 
γ = 2 cm 

α 

60
o
 

 1. 
2 
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 4   Γχν δπλάκεηο F1 = 4 Ν θαη F2 = 3 Ν εθαξκφδνληαη ζ’ 
έλα πιηθφ ζεκείν Ο θαη ζρεκαηίδνπλ γσλία σ = 60

ν
. Να 

ππνινγηζηεί ε ζπληζηακέλε ηνπο F. 
 
Λχζε  
H ζπληζηακέλε F ησλ δπλάκεσλ  

F1, F2, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα,  
είλαη ε δηαγψληνο ηνπ παξαιιε- 
ινγξάκκνπ ΟΑ΢Β. Απφ ην λφκν  
ησλ ζπλεκηηφλσλ ζην ηξίγσλν 

ΟΒ΢ θαη επεηδή Β΢ = F1, έρνπκε: 

                                   ζπλσ  (1). 

Οη γσλίεο φκσο σ θαη 60
ν
 είλαη παξαπιεξσκαηηθέο, 

νπφηε ζπλσ = -ζπλ60
ν
 θαη ν ηχπνο (1) γξάθεηαη: 

                                   ζπλ60
ν
  (1). 

F
2
 = 4

2
 + 3

2
 + 2  4  3         ή F

2
 = 37, νπφηε F =         Ν  

ή F = 6,08 Ν. 
 

   ΔΡΧΣΖ΢ΔΗ΢ ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 
 
 1  Να γξάςεηε ηνλ λφκν ησλ εκηηφλσλ  
ζην ηξίγσλν ηνπ δηπιαλνχ ζρήκαηνο  

–––– = –––– = –––– 
 

 
 2  Να γξάςεηε ηνλ λφκν ησλ  
εκηηφλσλ:  
α) ζην ηξίγσλν ΑΒΓ 
 
–––– = –––– = –––– 

α) ζην ηξίγσλν ΑΓΓ 

–––– = –––– = –––– 

60
ν
 

F1 

F2 

F1 

Α O 

F 

Β ΢ 
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Γ 

30
ν
 

116 / 247-248 



 3  Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο κε (΢), αλ 
είλαη ζσζηέο ή κε (Λ), αλ είλαη ιαλζαζκέλεο: 
α) ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη αεκΒ = βεκΑ. 

β) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 60
ν
, Γ = 100

ν
,  

ηφηε               =  
 
γ) ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη  

2βγζπλΑ = β
2
 + γ

2
 – α

2
.  

δ) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Α = 70
ν
, Γ = 80

ν
,  

ηφηε ηζρχεη β
2
 = γ

2
 + α

2
 – 2γαζπλ80

ν
.  

ε) Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Γ = 60
ν
, ηφηε ηζρχεη  

γ
2
 = α

2
 + β

2
 – αβ. 

 
 4  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ  
ηζφηεηεο ζχκθσλα κε ην λφκν  
ησλ ζπλεκηηφλσλ: 

x
2
 = ..................……     

y
2
 = ..................……     

σ
2
 = .................…… 

 
 5  Να ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο 

α) Ζ γσλία x ππνινγίδεηαη κε ην λφκν  

ησλ …………………… απφ ηελ ηζφηεηα 

………………………  
 

β) Ζ πιεπξά x ππνινγίδεηαη κε ην  

λφκν ησλ ……………………  
απφ ηελ ηζφηεηα  

………………………  

75
ν
 

60
ν
 

σ 

x 

y 

     β    . 

εκ100
ν
 

 
 

    γ   . 

εκ20
ν
 

 
 

60
ν
 10 

12 

x 

50
ν
 4 5 

x 
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γ) Ζ γσλία x ππνινγίδεηαη κε ην λφκν  

ησλ …………………… απφ ηελ 

ηζφηεηα ……………………… 

 

δ) Ζ πιεπξά x ππνινγίδεηαη κε ην λφκν  

ησλ …………………… απφ ηελ  

ηζφηεηα ………………………  
 
 
 
ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΝΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ – ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΑ 
 
 1  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ 
πεξηπηψζεηο:  

α)                                       γ) 
 
 
 
 

 
β)      
 
 
 
 
 
 

x 

4 6 

5 

60
ν
 

10 x 

70
ν
 

45
ν
 30

ν
 

x 4 75
ν
 8 x 

45
ν
 

45
ν
 

120
ν 

 

x 

15 
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130
ν
 

30
ν
 

200 m 

x 

 2  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ 
πεξηπηψζεηο:  

α)                        β)                           γ)                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 3  Να ππνινγίζεηε ηηο ππφινηπεο γσλίεο ηνπ ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ, φηαλ: 

α) α = 2, β =        θαη Β = 30
o
    

β) β =      , γ =       θαη Γ = 60
o
. 

 

 4  Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη Β = 30
o
, β = 10, α =         , 

ηφηε λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψλην ή 
ηζνζθειέο. 
 
 5  Να ππνινγίζεηε ην κήθνο  
ηεο δηαδξνκήο x ηνπ ελαέξηνπ 
ζηδεξνδξφκνπ ζην δηπιαλφ  
ζρήκα. (Να σπηζιμοποιήζεηε  
ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ).   
 
 6  Έλαο καζεηήο απεπζπλφκελνο ζηνλ θαζεγεηή ηνπ 
ησλ Μαζεκαηηθψλ είπε: 
- Κχξηε, ζε έλα βηβιίν βξήθα κηα άζθεζε ζηελ νπνία  

έδηλε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ κε α = 12, β = 6, Β = 60
ν
 θαη 

δεηνχζε λα βξεζνχλ ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ. Πψο 
ιχλεηαη; 
Ο θαζεγεηήο αθνχ είδε ηελ άζθεζε ηνχ είπε: 

30
ν
 

x 

4 

8 

120
ν
 

x 

5 
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- Κάπνην ιάζνο έρεηο θάλεη, γηαηί δελ ππάξρεη ηέηνην 
ηξίγσλν.  
Πψο ην θαηάιαβε ν θαζεγεηήο; 
 
 

 7  Οη δπλάκεηο F1, F2 έρνπλ ζπληζηα- 
κέλε F = 10 N πνπ ζρεκαηίδεη κε ηελ  

F1 γσλία 28
ν
 θαη κε ηελ F2 γσλία  

35
ν
. Να ππνινγίζεηε ηηο δπλάκεηο  

F1, F2. (Να σπηζιμοποιήζεηε  
ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ). 
 
 
 8  Έλαο ηνπνγξάθνο γηα λα κεηξήζεη ην χςνο ελφο 
ςεινχ θηηξίνπ ηνπνζέηεζε ην γσληφκεηξφ ηνπ ζην 

ζεκείν Α θαη βξήθε ηε γσλία ΔΓΕ = 46
ν
. ΢ηε ζπλέρεηα 

κεηαθηλήζεθε θαηά 30 m, ηνπνζέηεζε ην γσληφκεηξν 

ζηε ζέζε Β θαη βξήθε ηε γσλία ΔΓΓ = 26
ν
. Πνην ήηαλ ην 

χςνο ηνπ θηηξίνπ, αλ ην γσληφκεηξν έρεη χςνο 1,4 m. 
(Να σπηζιμοποιήζεηε ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ). 

 

 
 
 
 
 
   

35
ν
 

F2 

F1 

O 

F 

28
ν
 

1,40 m 
30 m 

Γ 

Β Α 

Γ Ε 

Δ 

26
ν
 46

ν
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73
ν
 

Α B 

M 

100 m 154 m 

 9  Να ππνινγίζεηε ην x ζε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ 
πεξηπηψζεηο:  

α)                       β)                                    γ)                          

 
 
 
 

δ) 

 
 
 10  Να ππνινγίζεηε ηηο ίζεο πιεπξέο β, γ ηζνζθεινχο  

ηξηγψλνπ ΑΒΓ, αλ Α = 120
ν
 θαη α =       . 

 
 11  ΢ε θχθιν κε αθηίλα R = 10 cm,  
ε ρνξδή ΑΒ αληηζηνηρεί ζε ηφμν  

120
o
. Να ππνινγίζεηε ην 

κήθνο ηεο ρνξδήο. 
 
 
 
 12  Να ππνινγίζεηε ηηο δηαγσλίνπο παξαιιεινγξάκ- 

κνπ ΑΒΓΓ κε ΑΒ = 4, ΒΓ = 3 θαη Α = 120
o
. 

 
 13  Μηα ηερληθή εηαηξεία ζέιεη λα  
θαηαζέζεη κηα πξνζθνξά γηα ηελ 
θαηαζθεπή κηαο ζήξαγγαο ΑΒ. 
Έλαο κεραληθφο ηεο εηαηξείαο κε  
ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ έζηεζε έλα  
γσληφκεηξν ζηε ζέζε Μ πνπ ε απφ- 
ζηαζή ηνπ απφ ην Α ήηαλ 100 m θαη  

45
ν
 

x 

7 
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απφ ην Β ήηαλ 154 m. Αθνχ κέηξεζε ηε γσλία ΑΜΒ = 

73
o
, ηζρπξίζηεθε φηη κε απηά ηα ζηνηρεία κπνξνχζε λα 

ππνινγίζεη ην κήθνο ηεο ζήξαγγαο. Δίρε δίθην ή άδηθν; 
Πφζν ήηαλ ηειηθά ην κήθνο ηεο ζήξαγγαο; (Να σπηζι-
μοποιήζεηε ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ). 
 
 
 14  Έλαο ππξνζβεζηήξαο απηφκαηεο θαηάζβεζεο 
πξφθεηηαη λα ζηεξηρηεί πάλσ απφ ηνλ θαπζηήξα ελφο 
θαινξηθέξ. Έλαο ηερληθφο ζέιεη λα θαηαζθεπάζεη ηε 
βάζε ζηήξημεο ηνπ θαη δηαζέηεη ηξεηο κεηαιιηθέο βέξγεο 
ΑΒ = 0,70 m, ΑΓ = 1,30 m θαη ΒΓ = 1,80 m. Γηα λα 
θνιιήζεη φκσο θαηάιιεια ηηο βέξγεο ΑΒ, ΑΓ, φπσο θαί-
λεηαη ζην ζρήκα, πξέπεη λα γλσξίδεη ηε γσλία σ. 
Μπνξείηε εζείο λα ηελ ππνινγίζεηε, ψζηε λα βνεζήζε-
ηε ηνλ ηερληθφ; (Να σπηζιμοποιήζεηε ηπιγυνομεηπικούρ 
πίνακερ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
,7

0
 m

 

σ 

Α 

B 

Γ 

fire 

STOP 
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ΘΔΜΑ :  Τπνινγηζκφο ηεο απφζηαζεο απξφζηησλ 
ζεκείσλ 
Τπνινγηζκφο ηνπ χςνπο ελφο ςεινχ θηηξίνπ, ελφο 
βνπλνχ, ηεο απφζηαζεο δχν πθάισλ, δχν θάξσλ θ.η.ι. 

 

ΓΔΝΗΚΔ΢ Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 2νπ  ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 
 1   Να απνδείμεηε φηη: 

α) (1 - εκx + ζπλx)
2
 = = 2(1 - εκx)(1 + ζπλx)  

β)                    +                   =  
 
 

 2   ΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ Οργ δίλεηαη ην 
ζεκείν Α(4, 0) θαη ην ζεκείν Μ πνπ έρεη ηεηκεκέλε –5 
θαη ε απφζηαζή ηνπ απφ ην Ο είλαη 13. Αλ σ είλαη ε  

γσλία ΑΟΜ, λα ππνινγίζεηε ην ζπλσ θαη ηελ απφζηαζε 
ΑΜ. 
 

 3   ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ΒΓ = 30 cm, Β = 45
ν
 θαη Γ = 75

ν
. 

Να ραξάμεηε ηε δηρνηφκν ΑΓ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, λα 
εμεγήζεηε γηαηί ην ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη ηζνζθειέο θαη λα 
ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο δηρνηφκνπ ΑΓ. 
 
 4   Αλ ΑΓ δηρνηφκνο ηξηγψλνπ ΑΒΓ, λα  
απνδείμεηε φηη:  

α)         =      

 

β)         =                 γ)        =      

ΓΗΑΘΔΜΑΣΗΚΟ ΢ΥΔΓΗΟ ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢ 
 

 1 + ζπλx. 
εκx 

 
 

     εκx    . 
1 + ζπλx 
 
 

  2 . 
εκx 
 
 

θ 

Α 

Β Γ Γ 

σ 

γ β 1 2   γ . 
ΒΓ 
 
 

  εκθ . 

εκΑ1 
 
 

  β . 
ΓΓ 
 
 

  εκσ . 

εκΑ2 
 
 

 γ. 
β 
 
 

  ΒΓ . 
ΓΓ 
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 5   α) Να απνδείμεηε φηη ην  
εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ  
ΑΒΓ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο 

είλαη Δ =      βγ εκΑ. 
 
 

β) Να ππνινγίζεηε ηελ γσλία Α  
θαη ην εκβαδφλ ηνπ θήπνπ  
ΑΒΓ ηνπ δηπιαλνχ  
ζρήκαηνο. 
 
 
 

 6   α) Αλ ζ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη  

εκ
2
Α = εκ

2
Β + εκ

2
Γ, ηφηε λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν 

είλαη νξζνγψλην.  

β) Αλ ζ’ έλα ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη εκ(Β + Γ) + ζπλ(Β - Γ) 
= 2, ηφηε λα απνδείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψλην 
θαη ηζνζθειέο. 
 
 7   ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ λα απνδείμεηε φηη:  

α) α(εκΒ - εκΓ) + β(εκΓ - εκΑ) + γ(εκΑ - εκΒ) = 0    

β) α = βζπλΓ + γζπλΒ 

γ) β
2
 - γ

2
 = α(βζπλΓ - γζπλΒ) 

δ)            +           +          =  
 
 

 8   Να βξείηε ηηο πιεπξέο ηξηγψλνπ ΑΒΓ, αλ ηα κήθε 
ηνπο είλαη δηαδνρηθνί θπζηθνί αξηζκνί, ε γ είλαη ε  

κηθξφηεξε πιεπξά θαη ζπλΓ = 

Α 

Γ 

β 

Γ Β α 

γ 

 1. 
2 

 
 

Α 

Β Γ 

ζπλΑ 
α 

 
 

ζπλΒ 
β 

 
 

ζπλΓ 
γ 

 
 

α
2
 +β

2
+ γ

2
 

2αβγ 
 
 

 3. 
4 
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 9   Γχν θίινη ηνπνζέηεζαλ ηα γσληφκεηξά ηνπο ζηηο 
ζέζεηο Α, Β κηαο αθηήο θαη παξαηήξεζαλ δχν βξάρνπο 
πνπ πξνεμείραλ απφ ηελ επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο. Αλ ε 
απφζηαζε ΑΒ ήηαλ 30 m θαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 
κεηξήζεσλ ηνπο θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ηφηε 
λα ππνινγίζεηε ηελ απφζηαζε ησλ δχν βξάρσλ. (Να 
σπηζιμοποιήζεηε ηπιγυνομεηπικούρ πίνακερ). 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

58
ν
 54

ν
 

49
ν
 52

ν
 

Α Β 

Γ 

Γ 

30 m 
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ΔΠΑΝΑΛΖΦΖ - ΑΝΑΚΔΦΑΛΑΗΧ΢Ζ  
2νπ ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 
 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΔΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
 

΢ε νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ  

Oxy, αλ είλαη σ = xOz, θαη M(x, y)  
είλαη έλα νπνηνδήπνηε ζεκείν  
ηεο πιεπξάο Oz, δηαθνξεηηθφ  
απφ ην O, ηφηε: 
 

ξ = ΟΜ =                  θαη   
 

εκσ =     ,  ζπλσ =     , εθσ =     . 
 
Π.ρ. αλ M(1, 2), ηφηε ξ =               =     , 

εκσ =       =        , ζπλσ =      =         , εθσ =      = 2. 

     

● Σα πξφζεκα ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ κηαο 

γσλίαο σ κε 0
ν
 < σ < 180

ν
 θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα: 

σ 0
ν
  90

ν
  180

ν
 

εκσ  +  +  

ζπλσ  +  –  

εθσ  +  –  

 

● Οη παξαπιεξσκαηηθέο γσλίεο έρνπλ ην ίδην εκίηνλν 
θαη αληίζε-ηνπο ηνπο άιινπο ηξηγσλνκεηξηθνχο 
αξηζκνχο. Γειαδή, 

εκ(180
ν
 - σ) = εκσ          ζπλσ(180

ν
 - σ) = –ζπλσ       

εθ(180
ν
 - σ) = –εθσ 

 y. 
ξ 
 
 

 x. 
ξ 

 
 

 y. 
x 
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Π.ρ.   εκ160
ν
 = εκ20

ν
                ζπλ160

ν
 = –ζπλ20

ν
   

εθ160
ν
 = –εθ20

ν
 

 
● Οη βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο είλαη:  

εκ
2
σ + ζπλ

2
σ = 1     (Ηζρχεη γηα νπνηαδήπνηε  

γσλία σ). 

εθσ =               (Ηζρχεη γηα νπνηαδήπνηε γσλία σ κε  

ζπλσ ≠ 0) 

Π.ρ. εκ
2
35

ν
 + ζπλ

2
35

ν
 = 1, εθ35

ν
 =               

 
● ΢ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχνπλ 
 

- Νφκνο ησλ εκηηφλσλ: 

          =          =  
 
- Νφκνο ησλ ζπλεκηηφλσλ: 

α
2
 = β

2
 + γ

2
 – 2βγ ζπλΑ  

β
2
 = γ

2
 + α

2
 – 2γα ζπλΒ  

γ
2
 = α

2
 + β

2
 – 2αβ ζπλΓ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 εκσ. 
ζπλσ 
 
  εκ35

ν
. 

ζπλ35
ν
 

 
 

   α  . 
εκΑ 
 
 

   β  . 
εκΒ 
 
 

   γ  . 
εκΓ 
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ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ ΣΧΝ ΓΧΝΗΧΝ 1
o
 – 89

o
 

 

Γσλία  
(ζε κνίξεο) 

εκίηνλν ζπλεκίηνλν εθαπηνκέλε 

1 0,0175 0,9998 0,0175 

2 0,0349 0,9994 0,0349 

3 0,0523 0,9986 0,0524 

4 0,0698 0,9976 0,0699 

5 0,0872 0,9962 0,0875 

6 0,1045 0,9945 0,1051 

7 0,1219 0,9925 0,1228 

8 0,1392 0,9903 0,1405 

9 0,1564 0,9877 0,1584 

10 0,1736 0,9848 0,1763 

11 0,1908 0,9816 0,1944 

12 0,2079 0,9781 0,2126 

13 0,2250 0,9744 0,2309 

14 0,2419 0,9703 0,2493 

15 0,2588 0,9659 0,2679 

16 0,2756 0,9613 0,2867 

17 0,2924 0,9563 0,3057 

18 0,3090 0,9511 0,3249 

19 0,3256 0,9455 0,3443 

20 0,3420 0,9397 0,3640 

21 0,3584 0,9336 0,3839 

22 0,3746 0,9272 0,4040 

23 0,3907 0,9205 0,4245 

24 0,4067 0,9135 0,4452 

25 0,4226 0,9063 0,4663 

26 0,4384 0,8988 0,4877 
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Γσλία  
(ζε κνίξεο) 

εκίηνλν ζπλεκίηνλν εθαπηνκέλε 

27 0,4540 0,8910 0,5095 

28 0,4695 0,8829 0,5317 

29 0,4848 0,8746 0,5543 

30 0,5000 0,8660 0,5774 

31 0,5150 0,8572 0,6009 

32 0,5299 0,8480 0,6249 

33 0,5446 0,8387 0,6494 

34 0,5592 0,8290 0,6745 

35 0,5736 0,8192 0,7002 

36 0,5878 0,8090 0,7265 

37 0,6018 0,7986 0,7536 

38 0,6157 0,7880 0,7813 

39 0,6293 0,7771 0,8098 

40 0,6428 0,7660 0,8391 

41 0,6561 0,7547 0,8693 

42 0,6691 0,7431 0,9004 

43 0,6820 0,7314 0,9325 

44 0,6947 0,7193 0,9657 

45 0,7071 0,7071 1,0000 

46 0,7193 0,6947 1,0355 

47 0,7314 0,6820 1,0724 

48 0,7431 0,6691 1,1106 

49 0,7547 0,6561 1,1504 

50 0,7660 0,6428 1,1918 

51 0,7771 0,6293 1,2349 

52 0,7880 0,6157 1,2799 

53 0,7986 0,6018 1,3270 

54 0,8090 0,5878 1,3764 

55 0,8192 0,5736 1,4281 
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Γσλία  
(ζε κνίξεο) 

εκίηνλν ζπλεκίηνλν εθαπηνκέλε 

56 0,8290 0,5592 1,4826 

57 0,8387 0,5446 1,5399 

58 0,8480 0,5299 1,6003 

59 0,8572 0,5150 1,6643 

60 0,8660 0,5000 1,7321 

61 0,8746 0,4848 1,8040 

62 0,8829 0,4695 1,8807 

63 0,8910 0,4540 1,9626 

64 0,8988 0,4384 2,0503 

65 0,9063 0,4226 2,1445 

66 0,9135 0,4067 2,2460 

67 0,9205 0,3907 2,3559 

68 0,9272 0,3746 2,4751 

69 0,9336 0,3584 2,6051 

70 0,9397 0,3420 2,7475 

71 0,9455 0,3256 2,9042 

72 0,9511 0,3090 3,0777 

73 0,9563 0,2924 3,2709 

74 0,9613 0,2756 3,4874 

75 0,9659 0,2588 3,7321 

76 0,9703 0,2419 4,0108 

77 0,9744 0,2250 4,3315 

78 0,9781 0,2079 4,7046 

79 0,9816 ,01908 5,1446 

80 0,9848 0,1736 5,6713 

81 0,9877 0,1564 6,3138 

82 0,9903 0,1392 7,1154 

83 0,9925 0,1219 8,1443 
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Γσλία  
(ζε κνίξεο) 

εκίηνλν ζπλεκίηνλν εθαπηνκέλε 

84 0,9945 0,1045 9,5144 

85 0,9962 0,0872 11,4301 

86 0,9976 0,2698 14,3007 

87 0,9986 0,0523 19,0811 

88 0,9994 0,0349 28,6363 

89 0,9998 0,0175 57,2900 
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